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Abstrak 

Transformasi bilinear merupakan salah satu transformasi dasar yang dipelajari di analisis fungsi 
kompleks dan memiliki banyak aplikasi dalam berbagai bidang. Pada tulisan ini dibahas terkait titik tetap 
transformasi bilinear beserta beberapa sifat-sifatnya. Hasil yang diperoleh selanjutnya digunakan untuk 
menyelidiki titik tetap invers tranformasi bilinear beserta beberapa sifat-sifatnya. Dalam tulisan ini juga 
dijelaskan terkait titik tetap transformasi bilinear konjugat.  

 

Kata Kunci : titik tetap, invers transformasi bilinear, transformasi bilinear konjugat. 

 

Abstract 

Bilinear transformation is one of the basic transformations studied in complex function analysis and it 

has many applications in various fields. This article discusses about the fixed point of bilinear 

transformation and its properties. The results obtained are used to investigating the fixed point invers 

bilinear transformation. This article also explains the fixed point of the conjugate bilinear transformation. 
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1. PENDAHULUAN  

Transformasi bilinear merupakan salah satu transformasi dasar yang dipelajari di analisis fungsi 

kompleks dan memiliki banyak aplikasi dalam berbagai bidang seperti persamaan diferensial , geometri 

hyperbolik, teknik, dan fisika. Transformasi bilinear digunakan dalam image processing dan kriptografi 

seperti yang dijelaskan oleh  Lin dan Chen dalam [1]. Pengembangan teori transformasi bilinear sangat 

penting untuk memberikan referensi dan kajian baru sehingga dapat diaplikasikan dalam bidang lain.  

Beberapa artikel yang membahas terkait pengembangan transformasi bilinear antara lain artikel 

Niamsup [2] dan Jing [3] yang membahas karakteristik transformasi bilinear serta artikel Mackey dkk [4] 

menjelaskan transformasi Mobius dari matriks polinomial. Selain itu, Demirel [5] memberikan penjelasan 

terkait transformasi bilinear dalam kaitannya dengan geometri hiperbolik dan Kaur [6] menjelaskan terkait 

sifat-sifat dari transformasi bilinear dan Ozgur [7] menjelaskan sifat grup Mobius transformasi. Artikel lain 

yang menbahas tranformasi bilinear atau tranformasi Mobius dapat dilihat dalam [8]–[11]  . Secara umum, 

penelitian dan pengembangan terhadap transformasi bilinear meliputi pemetaan transaformasi bilinear, titik 

tetap transformasi bilinear, transformasi bilinear konjugat dan sifat-sifat lain yang terkait. Tulisan ini akan 

membahas terkait titik tetap transformasi bilinear dalam hubungannya dengan inversnya dan transformasi 

bilinear konjugat.  

Berikut diberikan definisi transformasi bilinear beserta beberapa sifat-sifatnya.  

Definisi 1 [12].  Jika , , ,a b c dC  dengan 0ad bc  , maka fungsi  

 
 

az b
T z

cz d





 (1) 

disebut transformasi bilinear. 

 Transformasi bilinear sering juga disebut transformasi fraksional linear atau transformasi Mobius. 

Jika 1ad bc  , maka  T z  disebut trasformasi bilinear normal. Setiap transformasi bilinear dapat ditulis 

ke dalam bentuk normal dengan cara membagi bilangan , , ,a b c dC  pada  T z dengan ad bc . Dalam 

[13], dijelaskan bahwa jika 0c  , maka transformasi bilinear dapat ditulis dalam bentuk 
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1
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d
c

a bc ad
T z
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 (2) 

Hal ini, menunjukkan bahwa transformasi bilinear merupakan komposisi dari beberapa tranformasi elementer 

yaitu translasi oleh  1
d
c

T z z  , transformasi oleh   1
2 z

T z  , transformasi oleh  3T z kz , dan 

transformasi oleh  4
a
c

T z z  . Transformasi bilinear yang dibahas dalam artikel ini adalah transformasi 

pada himpunan  *   C C . Oleh karena itu, didefinisikan   a
c

T   . 

  Untuk menentukan transformasi bilinear, kita dapat digunakan metode (perbandingan silang) cross-

ratio. 

 

Definisi 2 [12].  Perbandingan silang (cross-ratio) dari bilangan-bilangan kompleks 1 2, ,z z z  dan 3z adalah 

bilangan kompleks   2 3 2 31 1
1 2 3

1 2 3 3 2 1

, , ,
z z z zz z z z

z z z z
z z z z z z z z

  
 

   
. 

Berikut diberikan teorema terkait perbandingan silang 

 

Teorema 1 [12].  Jika  w T z adalah transformasi bilinear yang memetakan 1 2,z z  dan 3z  ke 1 2,w w  dan 

3w  secara berturut-turut, maka untuk setiap zC  berlaku 

 
   2 3 2 31 1

1 2 3 1 2 3

3 2 1 3 2 1

, , , , , , .
z z w wz z w w

z z z z w w w w
z z z z w w w w

  
  

   
 (3) 

 Syarat  0ad bc   pada transformasi bilinear menjamin bahwa transformasi bilinear  T z  

mempunyai invers.  
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Definisi 3.  Jika  
az b

T z
cz d





adalah transformasi bilinear, maka invers transformasi bilinear didefinisikan 

sebagai 

 
 1 .

dz b
T z

cz a

  



 

(4) 

 

Pada tulisan ini akan dibahas terkait titik tetap  transformasi bilinear dan titik tetap invers transformasi 

bilinear serta hubungan antar keduanya. Selain itu, dijelaskan beberapa sifat-sifat terkait titik tetap invers 

transformasi bilinear. Selanjutnya, dijelaskan titik tetap transformasi bilinear konjugat.  

 

 

2. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini adalah penelitian kajian literatur. Dalam peneltian ini dilakukan pengembangan dari 

hasil-hasil yang telah ada dari berbagai buku dan artikel terkait transformasi bilinear. Sifat-sifat titik tetap 

transformasi bilinear yang dipelajari terlebih dahulu. Hasil yang diperoleh kemudian digunakan dalam 

menyelidiki hubungannya dengan titik tetap invers transformasi bilinear. Selanjutnya, diselidiki titik tetap 

transformasi bilinear konjugat. Pembuktian beberapa teorema dibuat dengan lebih rinci.  

 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1. Titik tetap transformasi bilinear 

Pada bagian ini dijelaskan mengenai beberapa sifat terkait titik tetap pemetaan transformasi bilinear. 
Pembahsan dimulai dari definisi titik tetap transformasi bilinear. 

Definisi 4.  Titik 
*

0z C disebut titik tetap (titik invariant) transformasi bilinear apabila  0 0T z z . 

 Jika 
*

0z C  adalah titik tetap transformasi bilinear maka 0
0

0

az b
z

cz d





, sehingga diperoleh 

  2
0 0 0.cz d a z b     (5) 

Berdasarkan persamaan (5), titik tetap transformasi bilinear  T z  paling banyak memiliki dua titik tetap 

yang nilanya ditentukan oleh nilai c  dan  
2

4D d a bc   . Dalam [14] dijelaskan bahwa transformasi 

bilinear  T z  memiliki 

1. Dua titik tetap berhingga apabila 0c   dan 0D   

2. Satu titik tetap berhingga  apabila 0c   dan 0D   

3. Satu titik tetap berhingga dan satu titik tetap tak berhingga apabila 0c   dan 0a d   

4. Satu titik tetap tak berhingga apabila 0c   dan 0a d   

 

Komposisi transformasi bilinear didefinisikan sebagai     2T z T T z . Jika 0z  titik tetap dari 

transformasi bilinear  T z , maka       2
0 0 0 0T z T T z T z z   . Jadi 0z  juga merupakan titik tetap 

transformasi  2T z . Akibatnya, 0z  juga merupakan titik tetap transformasi  nT z  untuk setiap nN . 

Jika  T z adalah transformasi bilinear (1), maka  
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Titik tetap transformasi  2T z diperoleh dengan cara menyamakan persamaan (6) dengan z , yaitu 

   

 

2

2

a bc z b a d
z

ac dc z cb d

  


  
. Diperoleh  

      2 2 2 0ac dc z d a z b a d       (7) 

Jadi 
 

2

1;2

4

2

a d a d bc
z

c

   
 . 

Berdasarkan Persamaan (7), terdapat beberapa kemungkinan nilai z  yang merupakan titik tetap  2T z yaitu: 

1. Jika 0c  , 0a d   dan  
2

4 0d a bc   , maka transformasi  2T z memliki 2 titik tetap yang 

berhingga dan titik tetap tersebut sama dengan titik tetap transformasi bilinear  T z .  

2. Jika 0c  , 0a d   dan  
2

4 0d a bc   , maka transformasi  2T z memliki 1 titik tetap yang 

berhingga dan titik tetap tersebut sama dengan titik tetap transformasi bilinear  T z . 

3. Jika 0c  , 0a d   dan 0a d   maka  
 2

2

2

a z b a d
T z

d

 
 . Jadi 

*C  merupakan titik 

tetap  2T z . Titik tetap yang lain adalah 0
b

d a
z


 . Jadi transformasi  2T z memliki 1 titik tetap 

berhingga dan 1 titik tetap takberhingga dimana titik tetap tersebut sama dengan titik tetap 

transformasi bilinear  T z . 

4. Jika 0c  , serta 0a d   dan 0a d   maka transformasi  2T z memiliki satu titik tetap 

takberhingga.      

Transformasi bilinear  T z  dapat ditentukan menggunakan perbandingan silang (cross-ratio). Dalam [14] 

dijelaskan bahwa  transformasi bilinear  T z yang memiliki titik tetap berhingga 0z  dan 1z  dapat ditulis 

dalam bentuk yang lain. Hal ini dijelaskan dalam teorema berikut. 

 

Teorema 2 [14].  Jika transformasi bilinear  w T z memiliki titik tetap berhingga 0z  dan 1z  maka 

transformasi bilinear tersebut  dapat ditulis dalam bentuk  

 
0 0

1 1

,
w z z z

M
w z z z

 


 
 (8) 

dengan 
   

   
0 1

1 0

z T z
M

z T z

 

 

 


 
untuk sebarang C . 

Bukti. Diketahui  w T z  memiliki titik tetap berhingga yaitu 0z  dan 1z . Misalkan  C , menggunakan 

prinsip perbandingan silang, maka  

     

 

 

0 1 0 1

10 0 1

1 0 1 0

, , , , , ,w z T z z z z

T zw z z z z

w z T z z z z

 

 

 



  


   

 

(9) 
Diperoleh 
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Bilangan M disebut pengali dari transformasi bilinear  T z  yang memiliki dua titik tetap berhingga. 

Teorema berikut menjelaskan hubungan antara pengali transformasi biliniar   T z  dengan inversnya. 

Teorema 3.  Diketahui transformasi bilinear  T z  yang memiliki dua titik tetap berhingga. Jika M adalah 

pengali transformasi bilinear  T z , maka pengali transformasi bilinear  2T z  adalah 
2M . 

Bukti. Diketahui M adalah pengali transformasi bilinear  w T z . Diperoleh  

  

 

 
 

2
0 0 0 0

2
1 1 11

. .
T z z T w z w z z z

M M M
T w z w z z zT z z

   
  

  
 

(11) 

Jadi pengali   2T z  adalah 
2M  dengan 

   

   
0 1

1 0

z T z
M

z T z

 

 

 


 
  untuk sebarang C .  

 

Akibat 4.  Diketahui transformasi bilinear  T z  yang memiliki dua titik tetap berhingga. Jika M adalah 

pengali transformasi bilinear  T z , maka pengali transformasi bilinear  nT z  adalah 
nM  untuk suatu 

bilangan asli n. 
Teorema berikut merupakan penjelasan lain dari teorema yang ada dalam [13] dan teorema yang ada 

di dalam [14]. Dalam [13], transformasi  T z merupakan bentuk normal sedangkan teorema berikut adalah 

transformasi bilinear yang umum.  
 

Teorema 5 [13].  Jika transformasi bilinear  T z memiliki satu titik tetap berhingga 0z   maka transformasi 

bilinear   w T z  dapat ditulis dalam bentuk  

  
   

0

0

1
,

w z
P

w z z z




 
 

(12) 

dengan 
 0d cz

P
c


  . 

Bukti. Diketahui    w T z  memiliki satu titik tetap yaitu 0z . Karena  T z hanya memiliki satu titik tetap 

maka persamaan (5) dapat ditulis dalam bentuk  
2

0 0c z z  . Akibatnya diperoleh 02a d cz   dan 

2
0b cz  . Diperoleh 

   2
0 02

,
d cz z cz

w
cz d

 



 

(13) 

dengan menjabarkan bentuk di atas, maka 

  

  

      

     

  
 

 

 
 

 
 

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0
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0 0

0 0
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2 2

1
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cwz dw dz cz z cz c w z z z cwz cz z cz wd dz cz z cz

c w z z z cwz wd dz cz z

c w z z z cz z w d z w
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 Jadi transformasi bilinear  T z memiliki satu titik tetap berhingga 0z  , dapat ditulis dalam bentuk 

 
   

0

0

1w z
P

w z z z




 
 dengan 

 0d cz
P

c


  .   

Dalam [14] dijelaskan bentuk transformasi bilinear yang memiliki satu titik tetap berhingga dan satu titik 
tetap tak berhingga memiliki bentuk alternatif seperti yang dijelaskan dalam teorema berikut. 
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Teorema 6.  Jika transformasi bilinear  T z memiliki satu titik tetap berhingga 0z  dan satu titik titik tetap 

takberhingga, maka transformasi bilinear   w T z  dapat ditulis dalam bentuk    0 0w z R z z    

dengan a
d

R  . 

Bukti. Karena  w T z memiliki satu titik tetap berhingga 0z  dan satu titik titik tetap takberhingga, maka  

 
.

a b
w z

d d
   

(14) 

Karena 0z  titik titik tetap  w T z , maka 0 0 .
a b

z z
d d

   

Dari (14) diperoleh 

  0 0 .a
d

w z z z    (15) 

Jadi transformasi bilinear   w T z  dapat ditulis dalam bentuk    0 0w z R z z    dengan a
d

R  . 

 
 

3.2. Titik tetap invers transformasi bilinear 

Pada bagian ini akan dijelaskan terkait beberapa sifat titik tetap invers transformasi bilinear.   

Teorema 7.  Jika *
0z C adalah titik tetap transformasi linear  T z , maka 0z  juga merupakan titik tetap 

dari  1T z . 

Bukti. Karena 0z  adalah titik tetap transformasi  T z , maka  

 
  0

0 0

0

.
az b

z T z
cz d


 


 

(16) 

Diperoleh    0 0 0 0cz T z dT z az b    atau 

  
 

0

0

0

.
dT z b

z
cT z a

 



 

(17) 

Karena  0 0T z z , maka 

 
0

0

0

.
dz b

z
cz a

 



 (18) 

Jadi 0z  adalah titik tetap transformasi  1 dz b
T z

cz a

  



.        

 

Teorema 8.  Diketahui transformasi bilinear  T z  yang memiliki dua titik tetap berhingga. Jika M adalah 

pengali transformasi bilinear  T z , maka 
1

M
adalah pengali transformasi bilinear  1T z . 

Bukti 1. Misalkan 0 1,z z  adalah titik tetap transformasi bilinear  T z . Berarti 0z  dan 1z  juga merupakan 

titik transformasi bilinear  1T z . Berarti  

  

 

1
0 0

1
11

,
T z z z z

N
z zT z z





 



 

(19) 

dengan 
   

   

1
0 1

1
1 0

z T z
N

z T z

 

 





 


 
untuk sebarang C . Akibatnya  

 

   

   

      
      

1 1 1
1 0 0 1

1 1 1
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z T z z T T z T

N
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Bukti 2: 

Diketahui M adalah pengali transformasi bilinear  w T z , berarti  

0 0

1 1

w z z z
M

w z z z

 


 
. Diperoleh 

 

 

 

 

1 1
0 00 0

1 1
1 11 1

1
.

T w z T w zw z w z
M

w z M w zT w z T w z

 

 

  
  

  
 

Jadi  
1

M
adalah pengali transformasi bilinear  1T z . 

3.3. Titik tetap transformasi bilinear konjugat 

Pada bagian ini akan diberikan beberapa teorema terkait titik tetap dari konjugat transformasi bilinear.  

Definisi 5 [15].  Konjugat dari bilangan kompleks z x iy  dengan ,x yR , ditulis z , didefinisikan 

sebagai z x iy  . 

Definisi 6 [13].  Jika  T z  adalah transformasi bilinear, maka transformasi bilinear  konjugat didefinisikan 

sebagai 

 
  ,

az b
T z

cz d





 

(21) 

dengan 0ad bc  . 

Transformasi bilinear konjugat merupakan komposisi dari transformasi bilinear  T z  dengan transformasi 

 K z z . Transformasi bilinear konjugat dapat diubah kedalam bentuk normal, 1ad bc  , dengan cara  

membagi bilangan , , ,a b c dC  dengan ad bc . Dalam tulisan ini, diasumsikan transformasi bilinear 

konjugat  T z  adalah normal. Berikut diberikan beberapa teorema terkait titik tetap transformasi bilinear 

konjugat. 

Teorema 9 [13]. Diberikan transformasi bilinear konjugat  T z . Jika 0, 0c a d    dan 

 
2

2 2
4 0D a d bc bc      , maka  T z  mempunyai dua titik tetap yang berhingga.      

Bukti. Misalkan 0z  adalah titik tetap dari  T z , berarti  

 
0

0

0

az b
z

cz d





 

(22) 

atau 

 

  0 0
0 0

00

.
az b az b

z T z
cz dcz d

  
      

 

(23) 

Subtitusi Persamaan (22) ke Persamaan (23), maka diperoleh  

 
 

0

0

0

0

0

az b

cz d

az b

cz d

a b
z
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atau ekuivelaen dengan  

      2 22
0 0 0.ac cd z d a bc bc z ab bd         

(24) 

 

Perhatikan bahwa  
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2
2 2

2
2 2 2 2

2
2 2

2
2 2

4

4 4

4

4.

D d bc a bc ac cd ab bd

d bc a bc d bc a bc ac cd ab bd

d bc a bc ad bc ad bc

d a bc bc

      

          
  

       
  

     
 

 

Karena 0ac cd   dan  
2

2 2
4 0D a d bc bc      , maka persamaan kuadrat (24) memiliki solusi  

yaitu  

  
 

2 2

*
0 .

2

a d bc bc D
z

ac cd

   



 

(25) 

 

Akibatnya, transformasi bilinear konjugat  T z  memiliki dua titik tetap yang berhingga. 

 

Akibat 10 [13]. Diberikan transformasi bilinear konjugat  T z . Jika 0, 0c a d    dan 

 
2

2 2
4 0D a d bc bc      , maka  T z  mempunyai satu titik tetap yang berhingga. 

Bukti. Misalkan 0z  adalah titik tetap dari  T z . Karena 0ac cd   dan  
2

2 2
4 0D a d bc bc     

, maka Persamaan  (25) menjadi  

  
 

2 2

0 .
2

a d bc bc
z

ac cd

  



 

(26) 

Jadi  T z mempunyai satu titik tetap yang berhingga. 

Contoh 1. Transformasi bilinear konjugat   

 
 1

3 2

4 3

iz i
T z

iz





 

(27) 

 memiliki dua titik tetap. Hal ini dapat dilihat dari nilai 12 12 0ac cd i     dan 

 
2

2 2
4 1152 0D a d bc bc       . Titik tetap dari transformasi  1T z  adalah 

 
0

1 8

2

i
z


  dan 

 
1

1 8

2

i
z


  .  

Transformasi bilinear konjugat  

 2

4 3

3 2

iz
T z

z i

 



 

memiliki satu titik tetap. Hal ini dikarenakan nilai dari dari 6 0ac cd i    dan 

 
2

2 2
4 0D a d bc bc      . Titik tetap dari transformasi  1T z  adalah 0z i  .

 

 

Teorema 11 [13]. Diberikan transformasi bilinear konjugat  T z . Jika 0, 0c a d    dan
2 2

0d a bc bc    , maka  T z  mempunyai satu titik tetap yang berhingga dan satu titik tetap tak 

berhingga. 

Bukti. Diketahui 0c  , maka 1ad   dan 
2 2

0d a  . Akibatnya, 0a  atau 1a  serta 0d  atau 

1d  . Diperoleh  

 
  2 .

az b
T z a z ab

d


    

(28) 
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Diperoleh  T   . Jadi 
*C . Selanjutnya, misalkan 0z C adalah titik tetap  T z , maka 

 2
0 0 .z a z ab   

(29) 

Dengan mensubtitusi (29) ke (28) diperoleh 
 22 2

0 0 .z a a z a a b ab    (30) 

Jadi titik tetap transformasi bilinear konjugat  T z  adalah 

 2

0 4
.

1

a a b ab
z

a





 

(31) 

 
 

4. KESIMPULAN 

Titik tetap transformasi bilinear ditentukan dari nilai koefisien-koefisiennya. Transformasi bilinear 

dapat memiliki dua titik tetap berhingga, satu titik tetap berhingga dan satu titik tetap tak berhingga atau 

hanya memiliki satu titik tetap tak berhingga. Titik tetap invers transformasi bilinear sama dengan titik tetap 

transformasi bilinear. Sementara transformasi bilinear konjugat dapat memiliki satu titik tetap berhingga atau 

dua titik tetap berhingga. 
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