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ABSTRACT 

 

The dynamics of a 2D positive system depends on the pair of nonnegative square matrices that 

provide the updating of its local states. In this paper, several spectral properties, like finite 

memory, separablility and property L, which depend on the characteristic polynomial of the 

pair, are investigated under the nonnegativity constraint and in connection with the 

combinatorial structure of  the matrices. 

Some aspects of the Perron-Frobenius theory are extended to the 2D case; in particular, 

conditions are provided guaranteeing the existence of a common maximal eigenvector for two 

nonnegative matrices with irreducible sum. Finally, some results on 2D positive realizations 

are presented. 
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PENDAHULUAN 

 

Sistem diskrit satu dimensi (1D) 

,2,1,0)()()(

)()()1(





hhJuhHxhy

hCuhAxhx
 (1)       

 

adalah positif jika bagian masukan (input) dan keluaran 

(output) selalu bernilai tak-negatif. Sistem-sistem positif 

seringkali muncul karena variabel internal dan variabel 

eksternal, menunjukkan kuantitas sistem-sistem real, 

seperti tekanan, kosentrasi, tingkat populasi penduduk di 

suatu negara atau hewan di alam dan sebagainya.  

Suatu penjelasan hampir lengkap dari sifat dinamis 

sistem diskrit telah disajikan dalam teorema Perron-

Frobenius yang hubungannya dengan spektral dan 

struktur kombinatorik matriks-matriks tak-negatif. 

Beberapa masalah baru muncul dalam konteks teori 

sistem, mendorong penelitian dan membuka pandangan 

baru atas lapangan matriks-matriks positif. Beberapa 

menyebutkan yang berhubungan dengan  reabilitas dan 

analisis keterobservasian yang menyatakan ruang bagian 

(state space) sistem-sistem positif 1D. 

Sistem-sistem linear yang berkaitan dengan dua 

variabel diskrit atau sistem dua dimensi (2D) terbit dalam 

literatur hampir dua puluh tahun yang lalu, para ahli mulai 

dengan menyelidiki struktur rekursif untuk proses data 

dua dimensi. Proses tersebut dilakukan menggunakan 

algoritma diskripsi masukan-keluaran lewat rasio 

polinomial dalam dua indeterminate. Ide baru yang 

bersumber dari penelitian sistem-sistem 2D terus 

dilakukan dengan mengingat algoritma-algoritma tersebut 

sebagai penyajian eksternal sistem-sistem dinamik, karena 

itu sistem 2D ),,,,,( JHDCBA , diberikan oleh 

persamaan (2). 

( 1, 1) ( , 1) ( 1, )

( , 1) ( 1, )

( , ) ( , ) ( , )

x h k Ax h k Bx h k

Cu h k Du h k

y h k Hx h k Ju h k

     

   

 

  (2)           

dimana R),( khu  masukan, R),( khy  keluaran, 

Z, kh , 
nn

BA


R, , 
1

R,



n

DC , 
n

JH



1

R,  dan 

n
khx R),(   merupakan ruang bagian lokal (local state 

space). (model Fornasini-Marchesini, 1976). Bentuk lain 

di luar persamaan di atas  dikenal dalam model Givone-

Roesser 1972, model Attasi 1973, model Roesser 1975 

dan model Sontag 1978. 

Para ahli mengaplikasikan untuk memproses data 

dua dimensi dalam berbagai bidang seperti Ilmu Gempa 

Bumi (Seismologi), peningkatan bayangan sinar X, 

bayangan baur, proses gambar digital dan sebagainya. 

Konstribusi lain dapat dijumpai pada model populasi 

sungai (Fornasini 1991), diambil sebagai contoh untuk 

batasan tak-negatif dalam persamaan (2) dan diskritisasi 

persamaan diferensial parsial dari penyerapan gas dan 

aliran air panas (Marszalek, 1984). 
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Sistem positif 2D adalah suatu model bagian yang 

mengambil variabel-variabel bernilai positif. Disini akan 

dibatasi untuk bagian unforced  pada sistem 2D (2) seperti 

yang diberikan persamaan : 

),(),(

),1()1,()1,1(

khHxkhy

khBxkhAxkhx




 (3) 

dimana barisan pasangan kembar indeks bagian lokal 

(local state) ),( x  diambil dalam daerah positif 

},,2,1,0R{R niix
n

x
n 

 dengan Z, kh  

sedangkan A dan B matriks-matriks tak-negatif berukuran 

nn . Kondisi awal (initial condition) ditetapkan oleh 

nilai-nilai tak-negatif dari bagian lokal pada himpunan 

terpisah (separation set) }),{(0C ziii  . Pilihan 

berbeda untuk kondisi awal dapat dianggap pada batas 

}0),0{(}0)0,{(  jjiiS  

 

 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Sistem linear diskrit 2D dalam bentuk (2) disusun 

oleh matematikawan Italy, Ettore Fornasini dan Giovanni 

Marchesini (1978) dengan artikel: State-Space 

Realization Theory of Two-Dimensional Filters, 

sedangkan sistem finite memory untuk sistem positif 2D 

diperkenalkan oleh Bisiacco (1985) dengan menyebutkan 

polinomial karakteristik 1)2,1(,  zzBA , berlaku untuk 

setiap 
1z

 dan 
2z . Pengertian lain untuk menyebutkan 

sistem (2) sebagai sistem separable, yaitu jika dapat 

ditulis polinomial karakteristik sebagai 

)2).(1()2,1(, zzrzzBA  , dikemukakan oleh Ettore 

Fornasini dan Giovanni Marchesini (1993).  

Selanjutnya dengan merujuk pada artikel Pairs of 

Matrices with Property L oleh Motzkin dan Taussky 

(1952), yang telah mendefinisikan pasangan matriks 

),( BA  ke dalam sifat-sifat L, kemudian dengan artikel 

dari Ettore Fornasini dan Maria Elena Valcher (1996), 

dengan dukungan beberapa litelatur menyusun sifat-sifat 

spektral dan struktur kombinatorik pada sistem positif 2D. 

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

  

Sifat-sifat Spektral dan Struktur Kombinatorik pada 

Sistem Positif 2D 

Dalam proposisi berikut disajikan perkalian Hurwitz 

dan perkalian elemen-elemen dalam suatu monoid bebas 


  yang dibangun oleh A dan B. 

 

Proposisi 1 

Misalkan ),( BA  pasangan matriks tak-negatif berukuran 

nn  maka pernyataan-pernyataan berikut saling 

ekuivalen 

(i). 1)2,1(,  zzBA  

(ii). BA  nilpoten 

(iii). 
i

A ш Bj
 nilpoten untuk setiap )0,0(),( ji  

(iv). ),( BAw  nilpoten untuk setiap }1{


w  

Bukti : 

Akan dibuktikan )()( iii  .Ambil zzz  21  maka 

)det(1))(det( nIzBAnI   yaitu dipenuhi jika 

0 BA . Jadi 0)( 


BA  untuk suatu Z  atau 

BA  nilpoten terbukti. 

 

Akan dibuktikan )()( iiiii  .Untuk setiap n  

berlaku 

i
A

ji 
 ш


)( BAB

j
  

karena BA  nilpoten dan tak-negatif maka 
i

A ш

0B
j

 dimana nji   , akibatnya 
inA ш

0Bjn
. Dengan memperhatikan hubungan 

i
A(0  ш


n

B
j

)
in

A ш 0B
jn

 )0,0(),(  ji  maka 
i

A( ш

0) 
n

B
j

  atau 
i

A ш B
j

 nilpoten terbukti. 

 

Akan dibuktikan )()( iviii  .Misalkan iw 
1

 dan 

jw 
2

. Perkalian Hurwitz ke- ),( ji .  

i
A ш ),(),(

2,1
BAwBAw

jwiw
B

j



  sehingga 

i
A( ш 0)],([) 

n
BAw

n
B

j
untuk suatu Zn . Karena 

i
A ш B

j
 nilpoten atau 

i
A( ш 0) 

n
B

j
 maka 

0)],([ 
n

BAw , yaitu ),( BAw  nilpoten }1{


w  

terbukti. 

 

Kemudian, akan dibuktikan )()( iiv  . Menggunakan 

teorema Levitzki, 
),( BAw

 nilpoten maka dengan 

transformasi similaritas matriks-matriks A dan B direduksi 

ke bentuk matriks-matriks segitiga. Polinomial 

karakteristik: 



n

i
ziiBziiAzzBA 1

)211()2,1(,
.  

Ambil zzz  21 , diketahui BA  nilpoten maka 

1
1

))(1()2,1(, 



n

i
ziiBiiAzzBA

 terbukti.  

Jadi (i), (ii), (iii) dan (iv) saling ekuivalensi  

 

Definisi 2 

Suatu pasangan matriks ),( BA  berukuran nn  

dikatakan ko-gradien ke pasangan ),( BA , jika terdapat 

suatu matriks permutasi P sehingga 

AP
T

PA   dan BP
T

PB   

 

Struktur kombinatorik  sistem finite memory dari 

pasangan-pasangan matriks tak- negatif dijelaskan secara 

lengkap pada proposisi berikut ini. 
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Proposisi 3 

Pasangan matriks tak-negatif ),( BA  berukuran nn  

finite memory jika dan hanya jika  ),( BA  ko-gradien 

untuk suatu matriks segitiga atas nilpoten tak-negatif. 

Bukti : 

)( Telah diketahui pada proposisi 1, jika ),( BA  finite 

memory maka )( BA   nilpoten akibatnya )( BA   

tereduksi dengan demikian terdapat matriks permutasi P 

sehingga  BAPBA
T

P  )( . Akan ditunjukkan 

bahwa  BA   matriks segitiga atas dengan diagonal 

nol. Misalkan 1  nilai karakteristik dari matriks BA  

dan R)(1 nVx   vektor karakteristik yang bersesuaian 

dengan 1  sehingga 111)( xxBA   dan 111 x
t

x . 

Anggap matriks permutasi itu sebagai 

),...,2,1(1 nxxxP   sehingga  















22)(0
11)(

1)(1 BA

BA
PBA

T
P  

dengan 01 x
t

ix , 1i . Dan seterusnya akan didapat 

1,,4,3
1,1

)( 


 nk
k

P
kk

BA
T

k
P  . 

Sekarang bila matriks ortogonal 








20

0

P

I
berukuran 

nn  sedemikian hingga  



















20

0

1)(1
20

0

P

I
PBA

T
P

T

P
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33)(00
22)(0

11)(

BA

BA
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Jika dilanjutkan diperoleh matriks permutasi   
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karena BA  nilpoten maka  
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Jadi ),( BA  ko-gradien untuk suatu matriks segitiga atas 

tak-negatif , terbukti. 

)( Dari bentuk matriks di atas maka 0)( 
n

BA  

untuk suatu Zn  atau BA  nilpoten, menurut 

proposisi 1 pasangan ),( BA  finite memory terbukti  

  

Dalam menganalisis pasangan separable tak-negatif, 

dilakukan mengikuti alur yang sama dengan finite 

memory. Suatu dekomposisi spektral separable diringkas 

sebagai berikut: 

 

Proposisi 4 

Misalkan ),( BA  pasangan matriks positif berukuran 

nn  maka pernyataan-pernyataan berikut saling 

ekuivalen 

(i). )2().1()2,1(, zszrzzBA   

(ii). ]det[].det[])(det[ BzIAzIzBAI   

(iii). 
i

A ш B
j

 nilpoten untuk setiap 0, ji  

(iv).
 

),( BAw  nilpoten untuk setiap }1{


w  

sehingga 2,10  i
i

w  

(v). Terdapat suatu matriks tak-singular 
nn

T


C  

sehingga ATTA
1ˆ 

  dan BTTB
1ˆ 

  merupakan 

matriks-matriks segitiga atas dan 0]ˆ[ 
hh

A  

sehingga berlaku 0]ˆ[ 
hh

B . 

 

Bukti : 

Akan dibuktikan )()( iii  . Jika 

)2(]2det[)2,1(,01 zsBzIzzBAz  , 

dan jika  

)1(]1det[)2,1(,02 zrAzIzzBAz  .  

Diambil zzz  21 , maka 

])(det[)2,1(, zBAIzzBA 
 

]det[].det[)2().1( BIAzIzszr 
 

 terbukti. 

Kemudian, akan dibuktikan )()( iiiii  . Dimulai dengan 

memperhatikan matriks  









B

A
M

0

0

 
]det[]det[].det[])(det[ MzIBzIAzIzBAI   

sehingga M dan BA  mempunyai polinomial 

karakteristik yang sama, akibatnya 

1))(()(  h
h

BAtr
h

Mtr  (4) 

perhatikan bahwa 
hji

h
BA


 )(

i
A ш B

j
merupakan 

linieritas dari operator trace.  

tr
hji

h
Btr

h
Atr


 )()(

i
A ш B

j
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Diketahui 
 hjiji

tr
,0,

i
A ш 10  hB

j
 sehingga 

pasangan ),( BA  tak-negatif. Akhirnya untuk h  

i
Atr ((0  ш

i
Atr

v
B

j
())  ш ) 0

jv
B   

untuk , 1; 1, 2,i j    

maka 
i

A( ш  0


B
j

 atau 
i

A ш B
j

 nilpoten untuk 

setiap 0, ji  terbukti. 

Bukti )()( iviii   mirip dengan pembuktian )()( iviii   

pada proposisi 1  terbukti. 

Akan dibuktikan )()( viv  . Karena ),( BAw  nilpoten 

}1{ w , 2,10  i
i

w  menurut proposisi 1 

pasangan matriks tak-negatif ),( BA  finite memory dan 

menurut proposisi 4 ),( BA  ko-gradien untuk suatu 

matriks segitiga terbatas ke atas, maka terdapat 
nn

T


C

sehingga ATTA
1ˆ 

  dan BTTB
1ˆ 

 dimana Â  dan 

B̂  matriks-matriks segitiga atas. Sekarang akan 

ditunjukkan 0]ˆ[0]ˆ[ 
hh

B
hh

A  menggunakan 

perluasan teorema Levitzki. Misalkan 
nn

BA


C,  dan S 

himpunan semua perkalian matriks pada semigrup 

}1
2

,1
1

,),({ 


 wwwBAwS
 

}ˆˆ.ˆ,ˆˆ.ˆ{ BBBAAA  . 

Menurut Levitzki ),( BAw  nilpoten jika dan hanya jika 

),( BA  separable dan merupakan matriks segitiga melalui 

suatu transformasi similaritas. 





n

h

j
hh

A
i

hh
A

j
B

i
AtrBAwtr

1
0)]ˆ[()]ˆ[()]ˆ.[]ˆ[()),((  (5)          

Persamaan (5) benar jika 0]ˆ[ 
hh

A  maka 0]ˆ[ 
hh

B ;

nh ,,2,1   terbukti. 

Akan dibuktikan )()( iv  . Karena Â  dan B̂  masing-

masing matriks segitiga atas maka nilai-nilai eigen 

mereka dapat di order sebagai spektra 

)0,,0,0,ˆ,,22
ˆ,11

ˆ()ˆ(  nnAAAA   

dan  

)ˆ,,1,1
ˆ,0,,0,0()ˆ( rrBnnBB    

sehingga untuk setiap C,   didapat  

))ˆ,,2,2
ˆ,1,1

ˆ,ˆ,,22
ˆ,11

ˆ()ˆˆ( rrBnnBnnBnnAAABA   

 
BA ˆ()ˆ(    

jadi Â dan B̂  mempunyai sifat L, dketahui )ˆ,ˆ( BA  

separable karena BBAA  ˆ,ˆ  maka ),( BA  separable 

terbukti. 

Dengan demikian (i), (ii), (iii), (iv) dan (v) saling 

ekuivalensi  

  

Struktur kombinatorik pasangan-pasangan matriks 

separable sangat menarik dan mudah ditentukan sebagai 

akibat lemma berikut. 

Lemma 5 

Jika 0A dan 0B  pasangan matriks separable 

berukuran nn  maka BA  tereduksi.  

 

Proposisi 6 

Pasangan matriks tak-negatif ),( BA  berukuran nn  

separable jika dan hanya jika terdapat matriks permutasi P 

sehingga AP
T

P  dan BP
T

P  terpecah ke dalam matriks 

segitiga blok  

  



























ttA

A

A

A









00

220
11

ˆ

 
 



























ttB

B

B

B









00

220
11

ˆ  (6)           

dimana 0iiA  maka 0iiB .  

Bukti : 

)(  Jika salah satu dari pasangan ),( BA  adalah matriks 

nol maka trivial. Jika pasangan ),( BA  tak-nol dan 

separable menurut lemma 5 maka BA  tereduksi se-

hingga terdapat matriks permutasi ),...,2,1(1 nxxxP  . 

Misalkan 
1  nilai karakteristik dari BA  dan 

)R(1 nVx   vektor karakteristik yang bersesuaian dengan 

1  sehingga  

111 xAx   dan 1
11
x

t
x . 

Matriks ortogonal 
1P

 berukuran )1()1(  nn ,  

11111)(1 BP
T

PAP
T

PPBA
T

P   



















220
1211

220
1211

B

BB

A

AA
 

dimana 









220
1211

11 A

AA
AP

T
P  untuk 0

1
,1  x

t
ixi  

dan 









220
1211

11 B

BB
BP

T
P . 

Jika diteruskan pada akhirnya akan didapat, 








 
nnA

nnAnnA

nPnnA
T
nP

0

,11,1
11,11

 
dan  








 
nnB

nnBnnB

nPnnB
T
nP

0

,11,1
11,11  

Sehingga 

 11,1111,111)1,11,1(1  nPnnB
T
nPnPnnA

T
nPnPnnBnnA

T
nP  
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Kemudian akan diperoleh matriks permutasi  
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0

30

0

20

0

1
nP

I

P

I

P

I
PP   

Sehingga diperoleh (6). Dengan melakukan cara yang 

sama seperti di atas didapat BP
T

P  seperti pada (6) 

sehingga 

BP
T

PAP
T

PPBA
T

P  )(  





























nnBnnA

BA

BA









00

22220
1111

 

menurut proposisi 4 (v) 0iiA  maka berlaku 0iiB , 

terbukti. 

)(  Jelas menurut proposisi 4 )()( iv  , terbukti  

 

Masalah invers spektral untuk pasangan-pasangan 

matriks-matriks tak-negatif dapat ditetapkan dengan 

membuat pertanyaan sebagai berikut : apa syarat perlu 

dan cukup untuk suatu polinomial dalam dua variabel 





0 211)2,1(

ji

j
z

i
zijpzzp ke polinomial karakteris-

tik dari pasangan matriks tak-negatif ),( BA ? Berikut 

lemma yang buktinya merupakan algoritma untuk 

memecahkan masalah invers spektral 2D. 

 

Lemma 7 

Misalkan ]2,1[
0 211)2,1( zzR

ji

j
z

i
zijpzzp 


 ;         

r dan s bilangan-bilangan bulat yang memenuhi 

1)deg(,)(
2

deg,)(
1

deg  srpspzrpz  maka 

terdapat pasangan matriks ),( BA  berukuran 

)1()1(  srsr  yang memenuhi  

)2,1()2,1(, zzpzzBA 
 

(7) 

setiap koefisien ijp tak-negatif dan setiap elemen ),( BA  

dapat dipilih tak-negatif. 

 

Proposisi 8 

Jika semua koefisien-koefisien ijp  dalam polinomial 

]2,1[
0 211)2,1( zzR

ji

j
z

i
zijpzzp 


  tak-negatif, 

maka terdapat pasangan matriks tak-negatif ),( BA  

dengan BA  tak-tereduksi sehingga  

)2,1()2,1(, zzpzzBA  dipenuhi. 

Bukti : 

Misalkan spzrpz  )(
2

deg,)(
1

deg dan yang pertama 

)deg( psr  , menurut lemma 7 dapat dikonstruksikan 

dua matriks tak-negatif A dan B berdimensi 

)1()1(  srsr  sehingga memenuhi 

)2,1()2,1(, zzpzzBA  . Dalam matriks BAM  , 

paling sedikit terdapat elemen tak-nol rk
k

m ,
,1

 dalam 

baris pertama dan elemen tak-nol 1,1im  adalah 1 dengan 

bilangan-bilangan bulat positif 1,  srji . Digraph 

)(MD  merupakan suatu path dari vertex i  ke vertex j 

dengan 1,  srji  dua bilangan bulat positif. Jika 

ji   maka trivial, tetapi jika ji   maka terdapat 

 ),,1(,),1,(),,1(,),2,1(),1,{(    kkkiiii
 

)},1(,),2,1(),1,( jjsrsrsr    

untuk itu matriks M tak-tereduksi. Jika srp )deg( , 

anggap )2,1( zzp  mempunyai derajat formal 1r  dalam 

1z
, kemudian dengan mengulangi konstruksi seperti pada 

lemma 7 akan didapat matriks tak-negatif berdimensi 

sr   terbukti. 

Jelas bahwa M tak-tereduksi, sebab andaikan M tereduksi 

maka berlaku 0][ ij
k

M  untuk suatu bilangan bulat 

positif k, padahal diketahui bahwa 1][ ii
k

M  

kontradiksi, jadi M harus tak-tereduksi dengan demikian 

bukti lengkap  

  

Syarat cukup untuk memecahkan masalah invers 

spektral adalah masalah invers spektral 1D. Keadaan 

khusus yang harus menjadi perhatian : 

1. Dalam 



n

i
zizp

1
)11()0,1(   dan 





n

i
zizp

1
)21()2,0(   dimana iii  ,R,  

dan memenuhi syarat Suleimanova untuk 

memecahkan masalah invers spektral 1D 

201  ii  dan 0
1




n

i
i  (8) 

201  ii  dan 0
1




n

i
i  

2. Faktor-faktor )2,1( zzp  ke dalam perkalian faktor 

linier sebagai  

)211(
1

)2,1( zizi

n

i
zzp  


  (9) 

Ketika (8) dan (9) dipenuhi maka masalah invers spektral 

2D terpecahkan dan suatu penyelesaian ),( BA  dapat 

dibangun dengan BA  tak-tereduksi. 

Dengan menggunakan lemma 7 dan proposisi 8, 

akan dilakukan reduksi untuk membuktikan koefisien-

koefisien ijp  pada )2,1( zzp  tak-negatif, diberikan 

dalam proposisi berikut 

 

Proposisi 9 

Misalkan i dan nii ,,2,1,   bilangan-bilangan real 

yang memenuhi (8) maka dalam polinomial 








n

i

n

ji

j
z

i
zijpzizizzp

1 1 211)211()2,1(   semua 

koefisien-koefisien ijp tak-negatif. 
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Sebagai akibat dari proposisi-proposisi di atas 

tersedia algoritma untuk memperlihatkan contoh tak-

trivial dari pasangan positif. 

 

Contoh 1 

Misalkan diberikan polinomial :  
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2

2

11)211()2,1(
zzz

zzzzp , 

disini akan ditentukan pasangan matriks ),( BA  

berukuran 44 , dengan jumlahan tak-tereduksi yang 

memenuhi (7). Pasangan ),( BA  mempunyai sifat L dan 

nilai-nilai eigen mereka mengikuti orde spektra 

)0,41,21,1()(  A  dan )0,0,21,1()(  B , 

kemudian )2,1( zzp  dapat ditulis kembali sebagai 
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menggunakan koefisien-koefisien dari bentuk-bentuk 

linear untuk konstruksi matriks-matriks A dan B menurut 

lemma 7 maka 
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memenuhi )2,1()2,1(det zzpzzL   maka diperoleh 





















0000

214310

818501

08100

A  

dan 





















0100

212100

818500

08100

B . 

 

 

KESIMPULAN 

 

Dari pembahasan dapat disimpulkan bahwa : 

1. Dekomposisi spektral dari pasangan matriks finite 

memory dan separable sistem 2D dapat dibentuk 

seperti ditunjukkan pada proposisi 1 dan proposisi 5.   

2. Pasangan matriks ),( BA  tak-negatif  berukuran 

nn  yang finite memory dan separable berturut-

turut dengan syarat : BA  tereduksi dan 0, BA , 

merupakan syarat perlu agar pasangan-pasangan 

tersebut ko-gradien ke suatu matriks segitiga atas. 

3. Pasangan ),( BA  mempunyai sifat L dimana A 

matriks diagonal dengan elemen-elemen berbeda 

dan B matriks tak-negatif sesuai dengan partisi A 

maka ),( BA  akan ko-gradien ke suatu matriks 

segitiga atas. 

4. Invers spektral 2D pasangan matriks ),( BA  dapat 

dipecahkan jika memenuhi syarat-syarat 

Suleimanova untuk invers spektral 1D dan 

polinomial : 





n
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zizizzp
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