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ABSTRACT

Integral inequality of Gronwall-Bellman is known as an integral inequality which consists of
differential and integral forms. Integral inequality of Gronwall-Bellman involving several
functions that some definite condition hold and integral values of these functions. In addition,
the integral inequality of Gronwall-Bellman shows that if a function is bounded to a certain
integral values then that function is also bounded for the other conditions, that is the

exponential of

integral. Furthermore, by adding some specific conditions the integral

inequality of Gronwall-Bellman can be extended to the case of power functions.
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PENDAHULUAN

Dalam perkembangan ilmu Matematika, ketak-
samaan memainkan peran yang sangat penting, khususnya
dalam bidang analisis. Banyak teori-teori tentang
ketaksamaan yang dikembangkan, diantaranya yang
sudah dikenal adalah ketaksamaan segitiga, ketaksamaan
Cauchy-Schwarz, ketaksamaan Holder dan ketaksamaan
Minkowoski.

Teori ketaksamaan lain yang cukup penting adalah
ketaksamaan integral. Ketaksamaan ini merupakan salah
satu teori yang sangat dibutuhkan dalam studi persamaan
diferensial karena dapat digunakan untuk meyelesaikan
masalah nilai batas serta dapat menganalisis eksistensi,
ketunggalan dan stabilitas dari solusi persamaan
diferensial tersebut.

Salah satu ketaksamaan integral yang sangat dikenal
adalah ketaksamaan integral Gronwall-Bellman. Ketak-
samaan integral Gronwall-Bellman terdiri dari dua bentuk
yaitu bentuk diferensial dan bentuk integral. Kedua
bentuk ini pertama kali diperkenalkan oleh Thomas
Hakon Gronwall pada tahun 1919 dalam tulisannya yang
berjudul “Note On The Derivatives With Respects To A
Parameter Of The Solutions Of A System Of Differential
Equations”. Dalam tulisannya Gronwall hanya mampu
membuktikan bentuk diferensial sedangkan sedangkan
bentuk integralnya dibiarkan tanpa bukti. Kemudian pada
tahun 1943 bentuk integral (yang diperkenalkan oleh

Gronwall) berhasil dibuktikan oleh Richard Bellman.
Oleh karena keberhasilannya maka ketaksamaan ini
dinamakan sebagai ketaksamaan integral Gronwall-
Bellman.

Secara umum, konsep ketaksamaan integral
Gronwall-Bellman melibatkan beberapa fungsi yang
memenuhi syarat tertentu dan nilai integral dari fungsi-
fungsi tersebut. Di sisi lain, ternyata dengan menambah-
kan beberapa syarat lagi maka ketaksamaan integral
Gronwall-Bellman dapat diperluas untuk kasus fungsi
berpangkat.

Berdasarkan paparan di atas, maka dalam penelitian
ini akan dibahas tentang ketaksamaan integral Gronwall-
Bellman untuk fungsi berpangkat.

TINJAUAN PUSTAKA

Pada tahun 1919, T. H Gronwall menemukan konsep
ketaksamaan integral ~saat sedang  mempelajari
ketergantungan sistem persamaan diferensial terhadap
parameter. Ketaksamaan ini kemudian dikenal sebagai
ketaksamaan integral Gronwall. Selanjutnya pada tahun
1943 dalam bukunya yang berjudul “Stability Theory of
Differential Equations” R. Bellman menggunakan
ketaksamaan Gronwall untuk menyusun sifat-sifat ketak-
samaan yang baru, yang dikenal sebagai ketaksamaan
integral Gronwall-Bellman.
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Drumi Bainov dan Pavel Simeonov (1991) dalam
bukunya yang berjudul “Integral Inequalities and
Applications” mengkaji ulang ketaksamaan integral
Gronwall-Bellman sehingga lebih sederhana dan mudah
dimengerti. Drumi dan Pavel juga membahas aplikasi dari
ketaksamaan  Gronwall-Bellman dalam  persamaan
diferensial.

Kemudian H. EI-Owady, A. Ragab dan A.
Abdeldaim (1999) dalam jurnalnya yang berjudul “On
Some New Integral Inequalities of Gronwall-Bellman
type” menyusun sifat-sifat ketaksamaan yang baru
khususnya untuk fungsi berpangkat.

Dengan menggunakan dua sumber utama di atas dan
didukung oleh beberapa literatur yang lain, maka peneliti
mencoba menyusun penelitian tentang “Ketaksamaan
Integral Gronwall-Bellman Untuk Fungsi Berpangkat”
dengan harapan dapat mudah dimengerti.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibahas beberapa teorema yang
memperlihatkan sifat-sifat dari ketaksamaan integral
Gronwall-Bellman dan dilanjutkan dengan membahas
perluasan dari ketaksamaan ini untuk fungsi berpangkat.

1. Ketaksamaan Integral Gronwall-Bellman

Teorema 1.1 berikut ini merupakan bentuk integral
yang diperkenalkan oleh Gronwall dan berhasil
dibuktikan oleh Bellman. Teorema ini sangat penting dan
juga menjadi dasar dalam pengembangan ketaksamaan
integral Gronwall-Bellman.

Teorema 1.1.
Misalkan u:R—-R dan b:R —>R . Misalkan juga

u(t) dan b(t) adalah fungsi kontinu yang non negatif

untuk t > o dimana « € R. Jika a > 0 adalah konstanta
dan berlaku

u(t)§a+jb(s) u(s)ds,

t>2a (1

~

maka

u(t)saexp@b(s)dsj, t>a @

Bukti :
i Jika a>0 maka dari
diperoleh

u(t)
a+.[b(s) u(s)ds

Misalkan 7 > o maka Persamaan (3) dapat ditulis sebagai

u(r)
a+jb(s) u(s)ds

Persamaan (1) dapat

<1, tz2e 3)

<1

Selanjutnya kalikan b(z) terhadap kedua ruas maka
?(T) U(T) < b(z’)
a+_[b(s) u(s)ds

diperoleh

d .
—In(a+_fb(s) u(s)ds]g b(z)

dr ’

Integralkan kedua ruas dari o ke t maka diperoleh
t d T t

—In| a+|b(s)u(s)ds [dz < |b(s)ds
J-L i a+fots)uis)es | ar< o)
t

In(a+:|jb(s)u(s)dsj < _oi:b(s)ds

In(a+jb(s)u(s)dsj—ln(a+0) jb( )ds
[ ar
(a+

b( )u(s)ds]—lnag {b(s)ds
o(5)u(5)s |

R ey ¢ R C—y

<

b(s)ds

I
[+ oo (s)dsJ

exp| In

< exp(jb(s)ds}

(a+ gb(sj U(S)"S] ) p(f b(s)dsj

a+ib(s)u(s)ds < aexp@b(s)dsj

Berdasarkan Persamaan (1) dan hasil di atas maka
diperoleh

u(t)< aexp@b(s)dsj , t2a

ii. Jika a = 0 maka untuk setiap £ > 0 berlaku

u(t) <o+ [b(s) u(s)s

Dengan menggunakan hasil Bagian i. maka diperoleh
u(t)< eexp(jb(s)dsj

Selanjutnya jika & — 0 maka diperoleh u(t)=0.o

Selanjutnya dalam pembahasan ini setiap fungsi yang
diberikan merupakan fungsi bernilai riil. Sifat berikut ini
memperlihatkan akibat yang bisa diperoleh dari Teorema
1.1 di atas jika terdapat dua konstanta dalam ketak-
samaan.
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Akibat 1.2.
Misalkan u(t) dan b(t) adalah fungsi non negatif

untuk t>¢a dimana « e R . Jika a>0 dan y adalah
konstanta,

serta berlaku
u(t) < ae” +Ie”("s) b(s)u(s)ds, tza (4
maka ’

u(t) < aexp(—y(t—a)+.:|:b(s) dsj, t>a ()
|n(a+Ib(s)u(s)ds]
—In(a+;fb(s)u(s)dsj§ ;fb(s)ds

Bukti :
Dari Persamaan (4) dapat diperoleh

u(t) <ae™™ +Je’“”s b(s)u(s)ds

u(ty<e™” (aey" +je“ b(s)u(s) ds]
e"u(t) < ae™ + [€b(s) u(s) ds
Misalkan w(t)=e"u(t) maLa diperoleh
w(t) < ae” +jb(s) w(s) ds
Berdasarkan Teorema 1.1. m;ka diperoleh
w(t) < ae™ exp[jb(s) dsj

Karena w(t) = e"u(t)maka
u(t) < ae’'e” eprb(s) ds]

sehingga terbukti u(t) < ae” exp[jb(s) dsj atau

u(t) < aexp((—y(t—a))+:i:b(s) dsj .

Teorema 1.3. berikut ini merupakan bentuk
diferensial yang diperkenalkan dan dibuktikan oleh
Gronwall. Sama seperti Teorema 1.1. di atas, teorema ini
sangat penting dalam pengembangan ketaksamaan
integral Gronwall-Bellman.

Teorema 1.3.
Misalkan b(t) dan f(t) adalah fungsi kontinu untuk

t>a dimana e <R dan v(t) adalah fungsi yang

terdiferensiasi untuk t> o .
Jika berlaku

vi(t) < b(t) v(t)+f(t) ,tza (6)
dan
v(a) < a,dimana a konstanta )

v(t) <a eprb(s) dsj
“ ©

t

+[(s) exp@b(r) er ds

a

Bukti :
Misalkan s>« maka dari Persamaan (6) dapat diperoleh

v'(s)-b(s)v(s) < f(s)
[v'(s)-b(s) v(s)]eprb(r) drj

< 1(s) exp@b(f) dfj
(9o Jo0) 0 | -5(5) (s oo o

<1 (s) expOb(T) dz-)
cm{pere] < vrmfire)

Integralkan kedua ruas dari o ke t maka diperoleh

;f%[v(s)exp@b(r) dr):| ds
< jf(s) exp(!b(r) dr) ds

a

t

v(s)exp@b(f) dfj

a

< ;[f(s) exp(Jjb(r) drj ds
v(t)exp@b(r) drj_v(a)expﬁb(r) df)
< j £(s) exp@b(f) drj ds
(0o (0)-v(a)os o) o
< j (s) exp@b(f) dfj ds
v(t) < v(a)exp@b(r) dr]
+I f(s) exp@b(f) dfj ds
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Karena v(a) < a maka terbukti

v(t) < aexp(J:b(s) dsj+j £(s) exp@b(f) dTJ és o

a

Teorema 1.4.

Misalkan b(t) dan u(t) adalah fungsi non negatif yang
kontinu pada J =[e, 8] dimana a,feR. Jika a>0
dan berlaku

u(t) < a+j-b(s)u(s) ds] , t,t e 9)
maka tu

u(t) < aexp(jb(s) |ds|] , tt el (10)
Bukti : ‘D

Nilai mutlak pada Persamaan (9) akan menjamin

Ib(s) u(s) |ds| bernilai non negatif, sehingga dengan
Teorema 1.1. maka Teorema 1.4. terbukti.

Teorema 1.5.
Misalkan a(t), b(t) dan u(t) adalah fungsi kontinu

pada J =[a,p] dimana @, feR dan b(t) adalah

fungsi non negatif pada J.
Jika berlaku

u(t) < a(®)+ [b(s) u(s) ds , te
maka

u(t) < a(t)
+ja(s) b(s) exp(jb(r)dr) ds , tel

(11)

(12)

Bukti :

Misalkan v(t):jb(s) u(s) ds, maka

u(t) < a(t)+v(t)
dan jelas bahwa v(« )= 0. Selanjutnya
v'(t)=b(t) u(t)
< b(O)[a(t)+v(0)]
=b(t) v(t)+ a(t)b(t), tel
Misalkan bahwa f (t)=a(t) b(t) maka
v'(t) <b(t)v(t)+f(t).

Dengan menggunakan Teorema 1.3. diperoleh

v(t) < V(a)exp@b(r) dfj
+If(s)exp(!b(r)drjds

v(t) < (O)exp(:i:b(r) dfj
+J:a(s) b(s) exp@b(r) dfj ds
v(t) < ;[a(s) b(s) exp@b(r) dr] ds

Karena u(t) < a(t)+v(t) maka terbukti

u(t) < a(t)+ [a(s) b(s) eprb(r) drj s o

Berdasarkan Teorema 1.5 dapat diperoleh beberapa
akibat yang dperlihatkan dalam sifat-sifat berikut ini.

Akibat 1.6.
Misalkan jika dalam Teorema 1.5. fungsi a(t) juga
merupakan fungsi tidak turun dalam J, maka berlaku

u(t) < a(t) exp@b(s)dsj ted

Bukti :
Karena a(t) juga merupakan fungsi tidak turun dalam J
maka Persamaan (12) dapat ditulis sebagai

u(t) < a(t)+a(t)j:b(s) eprb(f)dr] ds
1+_Ib(s) exp@b(f)dfj dsj

SER

t

exp@b(r)dTD

exp@b(r)er—expﬁb(f)d’jjj
exp(O)—eXp@b(T)erj
1_1+exp@b(7)dfn

_a(t) exp@b(r)drj

atau dapat ditulis

u(t)Sa(t)eprb(s)dsJ, ted o

~a(t)
~a(0)

=a(t)| 1-

=a(t)| 1-

=a(t)| 1-

~a(t)

Akibat 1.7.
Misalkan b(t) dan u(t) adalah fungsi kontinu pada

J=[e,p] dimana @, BeR.
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Jika b(t) adalah fungsi non negatif pada J dan a adalah
konstanta serta berlaku

u(t) < a+jb(s)u(s) ds , teld

maka

u(t) < aexp@b(s)dsj tey

Bukti :
Jelas dengan menggunakan Akibat 1.6.

Akibat 1.8.
Misalkan u(t) adalah fungsi kontinu pada J =[a, g]
dimana «,f R . Jika a dan b>0 adalah konstanta

serta berlaku

u(t) < a+.|.bu(s)ds , teld

maka

u(t)< ae™™ , tel

Bukti :
Berdasarkan Akibat 1.7 diperoleh

u(t) < aexp@b ds]

=aexp(b(t-a))

—ae’"™ O
Akibat 1.9.
Misalkan a(t), b(t), c(t)dan u(t) adalah fungsi
kontinu pada J =[e, B8] dimana «, BeR . Jika b(t)

dan c(t)adalah fungsi non negatif pada J dan berlaku

a(t) < a(t)+ [(b(s) u(s) +e(s)) s

(13)
maka

u(t) < |;S:[Li[l)]a(s)+!c(s) ds:l exp@b(s) dsj ey

(14)
Bukti :
Dari Persamaan (13) dapat diperoleh

u(t) < a(t)+ [b(s) u(s)ds+ [c(s) ds

u(t)< Sse[uue]a(s)+jc(s)ds+jb(s)u(s)ds

Misalkan A(t) = sup a(s)+jc(s) ds maka hasil di
se[a.t] «
ditulis

atas dapat

u(t) < A+ [b(s) u(s) ds

menjadi

Karena A(t)= sup a(s)+J.c(s) ds adalah fungsi

selat
a

tidak turun pada J maka berdasarkan Akibat 1.6.
diperoleh

§(t) < AY) exp@b(s) dsj ey

atau terbukti bahwa

u(t) < [Ssege]a(s)+‘[c(s) ds} exp@b(s) dsj
untuk te J o

Sifat berikut ini merupakan penyempurnaan dari
Akibat 1.9.

Teorema 1.10.

Misalkan a(t), b(t), c(t) dan u(t) adalah fungsi
kontinu pada J =[e, B] dimana «, BeR . Jika b(t)
adalah fungsi non negatif pada J dan berlaku

u(t) < a(®)+ [(b(s)u(s)+e(s)) ds, ted @9

maka

a(t)=a(t)+ {[a(s) b(s)+c(s)]

exp@b(r) dTJ} s, te

[ I—

(16)

Bukti :
Misalkan v(t):.f[b(s) u(s)+c(s)] ds maka

u(t) < a(t)+v(t) dan jelas bahwa v(a)=0 .
Selanjutnya

v'(t)=b(t) u(t)+c(t)
<b(t) [a(t)+v(t)]+c(t)
= b(t) v(t)+a(t) b(t)+c(t)

Misalkan f (t)=a(t) b(t)+c(t) maka

v'(t)=b(t) v(t)+ f(t) sehingga  berdasarkan
Teorema 1.3. diperoleh
v(t) < v(a)exp(_[b(r) drj

+j f(s) exp(jb(r) drj ds

v(t) < (O)eprb(r) drj
+[la(e) o)) exp(jb(r) dfj "
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v(t) < j[a(s) b(s)+c(s)] exp(jb(r) drj ds

a s

Karena u(t) < a(t)+v(t)
maka didapat

u(t) < a(t)
+[[a(s) b(s)+c(s)] exp(jb(r) drj ds
Akibat 1.11.

Jika pada Teorema 1.10 fungsi a(t) adalah fungsi tidak
turun maka berlaku

u(t) < a(t)exp@b(r) drj
+Ic(s)exp@b(r) dT] ds

Bukti :

01 a0+ Ja(6)o(5)o fo(r) o
+Ic(s)exp@b(f) dfj ds

00 a()-a(0)] b(s)oo o) or |
+Ic(s)exp@b(r) drj ds

Dengan menggunakan hasil pada Akibat 1.6 maka
diperoleh

u(t) < a(t)exp@b(r) drj
+£c(s)eprb(r) dTJ ds o

Akibat 1.12.
Jika pada Teorema 1.10, fungsi a(t) diganti dengan

konstanta d maka berlaku

u(t) < dexp@b(r) dfj
+}@km@ﬂﬂdgm,teJ

Bukti :
Jelas dengan menggunakan Akibat 1.11.

Akibat 1.13.
Misalkan u(t) adalah fungsi kontinu untuk t> &

dimana ¢eR . Jika b>0, a, ¢ dan y=b adalah
konstanta dan berlaku

u(t) < ae”" +Ie”("s) [bu(s)+c]ds, t=a (17)

maka

u(t) < e

(1), tza
-

(18)

Bukti :

u(t) < ae’ exp('[bdr]+'|.e7('s)c exp(]bdr] ds
=ae""“exp(b(t-a))

- Je’y(”)c exp(b(t-s)) ds

t
= g gl je”("s)c ) o

a

t
= ae" 4 Ic e ds

a

t
_ gt .[C ) 4o

_ el +( c e(n-,v)o-s)j t
(7-b)

_ el | € b7t-a)
(7-b)

¢ (1_ e(“’”("“))

(r-b)

ae(bfr)(lfa) 4

Sehingga

(e ) taa

u(t)<ae® 4
y—b

Akibat 1.14.

Misalkan u(t) adalah fungsi kontinu pada J =[a, g]
dimana «, f €R. Jika b >0, a, dan c adalah konstanta
dan berlaku

u(t) < a+j(b u(s)+c)ds, ted

maka
u(t) < ae" +§(e"("“) -1), tel
Bukti :

Dengan menggunakan Akibat 1.13. dan diambil y» =0
maka diperoleh
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u(t) < a4 . (1_6@4)«1))

y—b
c
_ ae(bfo)(tfa) " (1_ e(be)(tfw))
0-b
c
— aeb(lﬂz) _ E (1 _ eb(tfa) )

et c Q) g
(o)
sehingga u(t) <ae’"™ + %(eb("“) —1) ted o

Teorema 1.15.

Misalkan u(t) dan b(t)
J=[e, B] dimana a, R sedangkan a(t) dan q(t)
fungsi yang terintegral Rieman pada J. Misalkan juga
b(t) dan q(t) adalah fungsi non negatif pada J.

fungsi  kontinu pada

ika u(t) < a(t)+a(t) [b(s)u(s) ds, ted

maka

0= a()+a()] Ja(s)(s)
exp(jb(r)q(r)drjds] te]

S

(19)

Bukti :
t
Misalkan v(t)=_[b(s)u(s) ds maka

u(t) < a(t)+a(t)v(t)

dan jelas bahwa V(o) = 0. Selanjutnya
v'(t)=b(t)u(t)

<b(t)[a(t)+a(t)v(t)]

=b(t)a(t)v(t) + a(t)b(t)
Misalkan h(t) =b(t)q(t)dan f(t)=b(t)a(t) maka
v'(t) < h(t)v(t) +f(t)
Teorema 1.3. diperoleh
v(t) < _fa(s)b(s)exp(jb(r)q(r) drj ds, ted.
Karena u(t) < a(t)+q(t)v(t) maka diperoleh

u(t) < a(t)+q(t)
(ja(S)b(s)exp(j.b(r)q(r) df) dsj

dimana teJ o

sehingga  berdasarkan

2. Ketaksamaan Integral Gronwall-Bellman Untuk
Fungsi Berpangkat
Dalam Bagian 1. sebelumnya telah diperlihatkan
sifat-sifat dasar dari ketaksamaan integral Gronwall-
Bellman. Dalam bagian ini akan diperlihatkan beberapa
sifat-sifat ketaksamaan integral Gronwall-Bellman yang
baru khususnya untuk fungsi berpangkat.

Teorema 2.1

Misalkan u(t) adalah fungsi yang positif dan kontinu
pada J =[0, ). Misalkan juga b(t) adalah fungsi non
negatif yang kontinu pada J. Jika p>2 dan a adalah
konstanta positif serta berlaku

t
uP(t) < a+.[b(s)u(s) ds, tel 1)
0
maka
1
a qt q
u(t)s{a"+—jb(s)ds} , teld 2
P3
dimana p—gq=1.
Bukti :

Berdasarkan (1) , diferensialkan U (t) terhadap t

Sl ()] s%[a+ib(s)u(s) ds}

pu(t) <b(t)u(t) maka pu'®? (t)<b(t)
Integralkan kedua ruas dari 0 ke t

t t
J'pu“”z) (t)dt < jb(s)ds
0 0

p (p-2)+1
R
() < ib(s)ds

karena p—q=1 maka q = p—1 sehingga dapat ditulis

t t
sJ'b(s)ds
0 0

t t
sjb(s)ds
0 0

t

ou'(t)

q
Berdasarkan (1), uP (0) < a maka u?(0) < a” sehingga

p P v .1
u(t) < —=a’ +|b(s)ds
q () q ,([()

Kedua ruas dikalikan dengan q, sehingga diperoleh
p

+4
p

- |la

ui(t)<a

o ta—

b(s)ds
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kemudian kedua ruas dipangkatkan 1 sehingga
q

q

a t 1
diperoleh y ( a’f ﬂj
P2

Teorema 2.2
Misalkan u(t) dan b(t) adalah fungsi non negatif yang
kontinu pada J =[0,%) . Misalkan juga a(t) adalah

fungsi positif, monoton, tidak turun dan kontinu pada J.
Jika p > 2 adalah konstanta dan berlaku

)< ar +jb )ds, ted ©)

maka

u(t) < a(t)[1+%;[b(s) a

dimana p—-q=1.

Bukti :

Karena a(t) adalah fungsi positif, monoton, dan tidak
turun maka Persamaan (3) dapat ditulis sebagai

)= o) ) e

( ) i < 1+jb(s)_ﬂ}ds

q(s)ds}q, ted @

_w_pshj'b(s)— u(s) :lds

_a(t)_ < _a(““)(s)
SO 4 o) — 26|
) <o g e
_ﬂ_p< +t s)a™(s u(s) S
BoI R CC el
Misalkan
t :&
m(t) a0 (5)
maka
teld

m®(t) < 1+jb(s)a"‘(s)m(s)ds :

Berdasarkan Teorema 2.1 maka dapat diperoleh

<_+gt s)a(s sa €
m(t)_lpjb() ()d},t.] (6)

00 [0 b e g
ms 1+%_(|;b(s)a (s)ds} ,ted

1

‘q(s)ds}q ted o

Teorema 2.3

Misalkan b(t) dan f (t) adalah fungsi non negatif yang
kontinu pada J =[0,) . Jika v(t) adalah fungsi non
negatif yang terdiferensiasi dan memenuhi

v'(t) <b(t)v(t) + F()v° (1), ted @)
maka berlaku
v(t) < exp“b(s)dsJ

° ®)

{vq (O)+qj; f(s) exp[—qub(r)drjdsf

dimana O < p<ldan p+q=1.
Bukti :

V()
q
z‘(t)=(v‘“(t))v'(t)
<v () (b(t)v(t) + f(D)V (1))

=v'(t)b(t)+ f (v (1)

_ VqT(t)b(t)+f(t)v°(t)
atau z'(t) < gb(t) z(t)+ f(t).

Berdasarkan Teorema 1.3 maka diperoleh

(1) < z(O)eprqb(s)dsj

0

+Ef(S) eXp@qb(r)drjds
v'(t)
g

Misalkan z(t) =

, maka

Karena z(t) =

() %O)exr{iqb(s)dsj

q
+I (s) expuqb(r)drjds
(1)< v (0o av(e)es |
+ qi f(s) exp@qb(z-)drjds
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.
o
(o}l
o (<)o Jan(e)ar e

0

. (O)exp(jqb(s)dsj+ exp(jqb(s)ds]

0 0

[qif(s)exp[—iqb(r)drjds}

t

= exp('[qb s)ds

0

{vq (0)+qi f (s)exp[—iqb(r)drjds}

sehingga diperoleh

V(1) < exp(qj b(s)dsj

0

{vq(o)+qu( exp[ qu drjds}

0

)dr+jlqb(7)drjds

S

1
Pangkatkan kedua ruas persamaan di atas dengan —

q
maka diperoleh

)< o] gb@ds]f

{vq (0)+qf ¢ (s)exp£—qu(r)dedsF

0 0

e
{vq (0)+qf ¢ (s)exp{—qj.b(r)dr]ds:lq

0 0
atau dapat ditulis

V(1) < exp@b(s)dsj
{vq(o)+qj:f(s) exp[_qib(r)erdsF -

Teorema 2.4

Misalkan u(t) , b(t) dan c(t) adalah fungsi non
negatif yang kontinu pada J =[0,%) . Jika a adalah
konstanta non negatif dan untuk 0 < p <1 berlaku

0

u(t)sa+Ib(s)(up s)+jc(r)u(r)drjds ©

dimana t € J , maka

u(t)< a+ jb(s) k(s) exp[ic(r) dr]ds (10)
dimana

k(t)= {apq + qub(s) exp(_qj‘c(r) dfj dsjq

dan

p+g=1 11)
Bukti :

Diferensiasikan u(t) terhadap t pada Persamaan (9)
maka diperoleh

u'(t) < b(t)[u"(t) + _:[c(s) u(s)ds j ted (12

Misalkan v (t)=u’(t) + fc(s)u(s)ds, ted maka
0
Persamaan (12) menjadi

u'(t) < b(t)v(t)
Selanjutnya jelas bahwa

v(0)=u’(0)

<a’f

(13)

Diferensiasikan v(t) terhadap t maka diperoleh
v'(t)=puP?(t)u'(t)+c(t)u(t)a

< pu (1) [p(O)v(D)] +e(t)u(t)
Karena u(t) < v(t)
v'(t) < pvPr(t) [b(t)v(t) ]+c(t)v(t)

=pvP(t)b(t) +C(t) (t)

atau

vi(t) < c(t)v(t)+pb(t) v (t) (14)
Dari Persamaan (14) dan berdasarkan Teorema 2.3 maka
untuk t € J diperoleh

v(t) < eprc(s) dsj

0
1

(vq (0)+ pq‘:‘)‘b(s) exp(—qj;c(r) dr] ds]q
SeprC(s) dsj

0
1

(a"q+ pa[b(s) ex (_qic(r) drj ds]q
b

Dimana t € J
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sehingga

K(t) = (a"“ ; pq_:[b(s) exp(—qic(r) dTJ dqu

Selanjutnya, substitusikan hasil di atas ke Persamaan (13)
maka diperoleh

0 (t) < b()k (1) exp@c(s) dsj

Integralkan Persamaan (15) dari O ke t terhadap kedua

ruas sehingga diperoleh
t

_[[%(u(s)) ds < Ei:b(s)k(s) exp(jc(r) dr]ds

(15)

u(t) < a+jb(s)k(s) exp@c(r) erds, teJ O

0

KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan, maka dapat diperoleh beberapa

kesimpulan sebagai berikut :

1. Ketaksamaan integral Gronwall-Bellman merupakan
salah satu teori ketaksamaan yang terdiri dari
beberapa sifat, dimana sifat-sifat tersebut melibatkan
beberapa fungsi yang didefinisikan sebagai fungsi
tertentu dan nilai integral dari fungsi-fungsi tersebut.
Dalam hal ini jika fungsi-fungsi tersebut terbatas
terhadap nilai integral tertentu maka fungsi tersebut
juga terbatas pada kondisi lain, yakni terhadap
eksponensial dari integral tersebut.

2. Sifat dasar dari ketaksamaan integral Gronwall-
Bellman hanya melibatkan dua fungsi yang
didefinisikan sebagai fungsi tertentu dan satu
konstanta. Sifat dasar tersebut kemudian dapat
dikembangkan dengan melibatkan lebih dari dua
fungsi serta beberapa konstanta yang terbatas pada
interval tertentu.

Di sisi lain, dengan menambahkan beberapa syarat
lagi yaitu pangkat dari suatu fungsi atau konstanta, maka

ketaksamaan integral tersebut menghasilkan beberapa
sifat baru khususnya untuk fungsi berpangkat.
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