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ABSTRAK

Dalam aljabar, semiring merupakan suatu struktur yang serupa dengan ring, tetapi tanpa syarat
bahwa setiap elemen harus memiliki invers terhadap operasi penjumlahan. Jika pada ring,

<R, +> adalah grup komutatif atau grup abelian maka pada semiring, (S, +> hanya membentuk
monoid komutatif, yang berarti setiap elemennya tidak perlu memiliki invers terhadap operasi

penjumlahan.
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PENDAHULUAN

Himpunan R = & merupakan ring jika terhadap
operasi penjumlahan, R grup abelian, terhadap operasi
pergandaan R tertutup dan asosiatif, serta memenuhi
distributif kiri dan kanan.

Jika pada ring R, dilepas satu aksioma yaitu
keberadaan elemen invers terhadap operasi penjumlahan,
maka diperoleh struktur baru yang dikenal dengan nama
semiring.

Walaupun hanya dilepaskan satu aksioma, namun
hal ini membuat perbedaan yang sangat mendasar antara
ring dan semiring. Hal-hal tersebut yang melatarbelakangi
penelitian ini.

TINJAUAN PUSTAKA

Istilah ring pertama kali diperkenalkan oleh David
Hilbert (1862-1943), tetapi sebatas pendekatan definisi
yang masih abstrak. Himpunan R dikatakan ring jika
terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan yang
didefinisikan padanya, R memenuhi sifat-sifat yaitu
terhadap operasi penjumlahan, R adalah grup abelian,
terhadap operasi pergandaan R memenuhi sifat tertutup
dan asosiatif serta terhadap operasi penjumlahan dan
pergandaan R memenuhi sifat distributif Kkiri dan
distributif kanan. (Fraleigh, 2000)

Dari ring R dapat dibentuk struktur baru yang
dinamakan semiring jika dilepaskan satu sifat yaitu
keberadaan elemen invers terhadap operasi penjumlahan.
(Kandasamy, 2002). Semua ring adalah semiring, tapi
sebaliknya belum tentu berlaku. (Kandasamy, 2002).

Definisi 1 (Semigrup)
Himpunan S = & merupakan semigrup terhadap operasi
biner "=" jika memenuhi sifat tertutup dan asosiatif.

Himpunan S yang membentuk semigrup terhadap operasi
biner * =" dinotasikan dengan <S, *>

Definisi 2 (Semigrup Komutatif)
Diberikan himpunan S =& . Himpunan S merupakan

semigrup komutatif jika <S, *> memenuhi sifat komutatif
terhadap operasi " =".

Definisi 3 (Monoid)
Himpunan <S*> merupakan semigrup dengan elemen

identitas jika S memuat elemen netral terhadap operasi
n*u’ yaitU

(3ees)(vses)[exs=s*e=g]

Selanjutnya, <S, *> disebut monoid.
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Definisi 4 (Ring)
Himpunan R= dengan dua operasi biner,
penjumlahan " +" dan pergandaan ." disebut

mempunyai struktur suatu ring, selanjutnya R disebut
Ring (Gelanggang) jika memenuhi aksioma-aksioma:

I. Terhadap penjumlahan <R,+> merupakan grup

abelian, yaitu

1. Tertutup
(Va,beR)(3'ceR)a+b=c

2. Asosiatif
(Va,b,ceR)(a+b)+c=a+(b+c)

3. Ada elemen netral
(3eeR)(VaceR)eta=a+e

4. Setiap elemen R mempunyai invers
(VaeR)Y@—-—aeR)a+(—a)=(—a)+a=0

5. Komutatif
(VabeR)a+b=b+a

Il. Terhadap pergandaan <R, > memenubhi sifat

6. Tertutup
(Vva,beR)3!ceR)a-b=c

7. Asosiatif
(VabceR)(a-b)-c=a-(b-c)

. Distributif

8. Distributif Kkiri
(Va,b,ceR)a-(b+c)=a-b+a-c

9. Distributif kanan
(Va,b,ceR)(a+b)-c=a-c+b-c

HASIL DAN PEMBAHASAN

Semiring
Definisi 1
Diberikan himpunan S =& . Pada S didefinisikan
operasi-operasi biner " +" dan ".". Himpunan S disebut

semiring terhadap kedua operasi biner tersebut jika
memenubhi :

i. <S, +> adalah monoid komutatif.

ii. <S, > adalah semigrup.

iii. Distributif kanan dan kiri.

Himpunan S yang membentuk semiring terhadap operasi
"+ dan " dinotasikan (S,+,").

Contoh 1
Himpunan semua bilangan riil positif dan nol merupakan
semiring terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan
bilangan riil.
Bukti :

Misalkan R’ himpunan semua bilangan riil positif
dan nol.
i. <R°,+> adalah monoid komutatif

a. Tertutup
(Vrl, I, e R‘))[r1 +r, € R°]

b. Asosiatif

(Vrl,rz,r3 € R”)[(rl+r2)+r3 =r1+(r2 +r3)]
c. Terdapat elemen identitas

(EIO e RO)(Vr e R°)[O+r =r+0= r]
d. Komutatif

(Vrl,r2 eR”)[rl+r =r +r]

,=h*h
i <R°, > semigrup
a. Tertutup
(Vrl,r2 E R(’)[rl-r2 € R°]
b. Asosiatif

(Vrl,rz,r3 c R°)[(rl-r2)~r3 :rl-(rz-rg)]

iii. Hukum distributif
a. Distributif Kiri

(Vrl, r,T, € R")[r1 ~(r2 +r3)
b. Distributif kanan

0
(vrl,rz,geR )[(rl+r2)~r3=r1-r3+r2-r3]

Il
-
—
+
-
—
| I—

Definisi 2
Semiring (S,+,-) disebut semiring komutatif jika

semigrup <S, > adalah semigrup komutatif.

Contoh 2

Himpunan pada Contoh 1 merupakan semiring komutatif,
karena pada himpunan semua bilangan riil positif dan nol,
sifat komutatif berlaku terhadap operasi pergandaan.
Definisi 3

Semiring (S,+,) disebut semiring dengan elemen
identitas jika didalam (S, +,-), (S, ) monoid, yaitu

(31eS)(vses)[l-s=s-1=5]

Contoh 3
(R°,+,-) merupakan semiring komutatif dengan elemen

identitas 1 karena didalam (R°,+,~), <R°, > monoid

komutatif, yaitu :
a. Terdapat elemen satuan

(er’)(vrer)[1r=r-1=1]
b. Komutatif
(Vr;,rZERO)[f'l~r2:r2‘l'1]

Definisi 4
Semiring (S,+,) disebut semiring berkarakteristik m
jika
(VS €S \{O}) [ms = s+s+..+5=0]
NS

m suku
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Jika tidak ada m e Z" yang memenuhi maka karakteristik
(S.+,-) adalah nol.

Contoh 4
(R° . +,~) merupakan semiring berkarakteristik nol.

Bukti :
Telah diketahui (R°,+,-) merupakan semiring.

Ambil sebarang r € R’ \{O} .

Diperoleh

m-r=r+r+.+r=0
—
m suku

Karena tidak ada bilangan bulat positif m yang memenuhi
m-r =0 dimana r € R" maka karakteristik R’ adalah
nol. Dengan demikian terbukti (R°, +,-) merupakan
semiring berkarakteristik nol.

Definisi 5

Misalkan himpunan S merupakan semiring dan P < S
dengan P = <J. Himpunan P disebut semiring bagian dari

S jika P merupakan semiring terhadap operasi-operasi
yang didefinisikan pada S.

Contoh 5
Telah diketahui (2°,+:) , (Q°+) dan (R’ )
masing-masing merupakan semiring berkarakteristik nol
dan Z° = Q" < R". Dengan demikian Z° merupakan
semiring bagian dari Q° dan R°.
Definisi 6
Semiring (S, +,-) disebut strict semiring jika

(VSl,s2 eS)[sl+s2 =0=5 =0Ans, =O]

Contoh 6

(R° , +,-) merupakan strict semiring.

Bukti :

Telah diketahui (R°,+,-) merupakan semiring.

Ambil sebarang r,r, e R’.

Akan

0

ditunjukkan  untuk setiap r,r,eR

: jika
r+r,eR’ makar=0danr,=0.

Andaikan r =0 atau r, #0.

Karena r, 0 maka r, +r, = 0 dan karena r, # 0 maka
r+r,=0

Sehingga kontradiksi dengan r, +r, =0.

Jadi terbukti jika r +r, =0 maka r, =0 dan r,=0.

KESIMPULAN

Dengan berpegang pada definisi-definisi yang ada
dapat diambil kesimpulan sebagai berikut.

Karena terhadap operasi penjumlahan, suatu
himpunan yang membentuk semiring hanyalah
merupakan monoid komutatif dan bukan grup komutatif
atau grup abelian, maka setiap elemen dalam himpunan
itu tidak perlu memiliki invers terhadap operasi
penjumlahan yang didefinisikan padanya. Sehingga
himpunan yang membentuk semiring bukanlah grup.
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