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ABSTRACT

This paper was a review about theory of Henstock integral. Riemann gave a definition of
integral based on the sum of the partitions in Integration area (interval [a, b]). Those
partitions is a o&-positive constant. Independently, Henstock and Kurzweil replaces &
positive constant on construction Riemann integral into a positive function, ie &x)>0 for
every xe[a, b]. This function is a partition in interval [a, b]. From this partitions, we can
defined a new integral called Henstock integral. Henstock integral is referred to as a
complete Riemann integral, because the basic properties of the Henstock integral is more

constructive than Riemann Integral.
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PENDAHULUAN

Sekitar tahun 1670, Kalkulus berhasil ditemukan,
dan tokoh-tokoh matematika yang berperan dalam
penemuan Kalkulus adalah Newton dan Leibniz. Kedua
tokoh  ini  berhasii  mengembangkan  Teorema
Fundamental, yaitu mengenai antiderivatif. Kemudian A.
Cauchy (1789-1857) mulai mengembangkan teori
tersebut, dan berhasil meneliti tentang integral dari fungsi
kontinu.

Pada tahun 1854, Bernhard Riemann mulai
memperhalus definisi yang digunakan oleh Cauchy, dan
Riemann pun mengadakan penelitian tentang integral
fungsi diskontinu. Riemann berhasil menemukan suatu
metode khusus dari integral yang sangat simpel untuk
didefinisikan, sehingga metode integral itu disebut
integral Riemann.

Kemudian pada tahun 1875 Darboux berhasil
memodifikasi integral Riemann dengan mendefinisikan
integral atas dan integral bawah sehingga terdefinisi suatu
integral baru yang ekuivalen dengan integral Riemann.
Teori integral yang dikemukakan oleh Darboux masih
memiliki kekurangan.

Pada tahun 1902 Henry Lebesgue (1875-1974)
menemukan suatu pendekatan baru untuk integrasi, yang
mana metode tersebut mengatasi kekurangan-kekurangan
yang dimiliki oleh integral-integral sebelumnya, terutama

mengatasi kekurangan pada integral Riemann. Metode
integral tersebut sering disebut integral Lebesgue.

Kemudian, secara terpisah ada beberapa tokoh yang
melakukuan penelitian tentang teori integral (terutama
integral Riemann) dan berhasil mendefinisikan teori-teori
integral yang lebih konstruktif. Tokoh-tokoh tersebut
adalah Arnaud Denjoy (1912), Oscar Perron (1914),
Ralph Henstock dan Jaroslav Kurzweil pada dekade
1950-1960. Secara mendasar, metode integral yang
ditemukan oleh para tokoh-tokoh tersebut ekuivalen,
namun integral Henstock (Henstock-Kurzweil) lebih
unggul dibandingkan integral Denjoy-Perron.

Berdasarkan hal ini maka penulis sangat tertarik dan
menganggap perlu untuk mengulas kembali tentang
definisi dari integral Henstock dan sifat-sifat dasar
integral yang berlaku pada integral Henstock.

TINJAUAN PUSTAKA

Dekade 1950-1960, masing-masing secara terpisah
(independen)  vyaitu Henstock  dan Kurzweil
mendefinisikan integral baru. Teori integral tersebut
merupakan generalisasi dari integral Riemann dengan
mengubah konstruksi ¢ pada integral Riemann, sehingga
dibentuk suatu partisi yang baru pada daerah
pengintegralannya. Dengan demikian formula tersebut
lebih konstruktif (Thobirin, 1997). Teori integral tersebut


mailto:lexyjz@gmail.com

Barekeng Vol. 6 No. 2 Hal. 7 - 15 (2012) I EEE——_—_— s

juga lebih mudah dari integral Denjoy maupun integral
Peron. Pada umumnya, teori tersebut disebut integral
Henstock-Kurzweil yang sering juga disebut integral
Henstock sangat mudah dibandingkan integral Lebesgue
dan definisinya agak berbeda dari integral Riemann.
(Schechter, 2001).

Berikut ini akan diberikan beberapa pengertian dan
sifat yang akan digunakan dalam pembahasan.

Teorema 1 (Teorema Heine-Borel) [Royden (1987)]
Jika g liput terbuka suatu himpunan tertutup dan terbatas

F dalam R, sedemikian sehingga FclU{O:Ocp} maka
terdapat liput terbuka bagian berhingga untuk F.

Integral Riemann

Jika a dan b adalah bilangan riil dengan a<b maka
terdapat bilangan riil x; sehingga a<x;<b. Karena x;<b
tentu terdapat bilangan riil x, sehingga memenuhi
X1<x,<b. Karena X,<b maka terdapat bilangan riil Xs
sehingga memenuhi x,< Xs<b. Proses ini jika diteruskan
akan diperoleh bilangan-bilangan xy, x,, X3, ...X, Sehingga

A= X< X <X< ...<X,=b

Jadi untuk setiap interval tertutup [a,b] dapat dibentuk
himpunan

D= {a = Xg o Xy Xy oo X, = b}
dengana=X;<X; < X< ... <X, =h

Sehingga dapat dibentuk definisi partisi Riemann seperti
di bawabh ini.

Definisi 2
a). Untuk setiap bilangan riil a dan b dengan a<b
himpunan terurut

D= {a:xo,xl,xz,...,xn =b;§1,§2,...,§n}
dengan
A=Xp< X < X< ...

<X,=bdan & e [xH,xi]
disebut partisi Riemann pada [a, b]
Titik x; dengan i =0, 1, 2, ..., n pada D disebut titik
partisi (partition point) dan & e [xi_l,xi] disebut
titik tag (tag point).

b). Norma D, dinotasikan dengan ||D|| adalah bilangan

i =1,2,...n}

c). Suatu partisi Riemann D; pada [a,b] disebut

maks{ X, — X 1
penghalus partisi Riemann D, pada [a,b] jika

D, < Dy, artinya setiap titik partisi dalam D, termuat
juga di dalam D (D, lebih halus dari D).

Dengan adanya partisi pada [a,b] (partisi Riemann)
maka didefinisikan integral Riemann seperti berikut ini.

Definisi 3 (Integral Riemann)
Suatu fungsi f:[a,b] — R dikatakan terintegral Riemann

jika ada bilangan A sehingga untuk setiap ¢ > 0 terdapat &
> 0 sehingga jika

D= {a = Xgs X Xy oo Xy = b;ejl,fz,...,fn}
Partisi Riemann pada [a,b] dengan ||D|| <sberlaku

(D)X 1(&)(xx.)-A

i=1
Selanjutnya bilangan A disebut nilai integral Riemann
fungsi f pada [a,b] dan dinotasikan dengan

<&.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Bagian ini akan dibahas mengenai integral Henstock yang
sering pula disebut integral Riemann Lengkap (Complete
Riemann Integral) beserta sifat-sifatnya.

Integral Henstock

Sebelum diuraikan mengenai integral Henstock terlebih
dahulu dibahas tentang partisi. Karena integral Henstock
didasarkan atas adanya partisi pada daerah
pengintegralannya. Partisi tersebut adalah partisi-& yang
dapat dilihat pada definisi berikut ini.

Definisi 4
Diketahui fungsi positif :[a,b] — R . Diberikan sebuah
partisi D={a=xo, X1, ..., X=b; &.&,,...& } pada [a,b]
yang memenuhi

S _6(§i )<Xi-1S G<X<g +5(§i ) !
untuk setiap i =1, 2, ..., n dinamakan partisi-o
(&partition atau &-fine partition) pada [a,b].
Lebih singkat, partisi D dapat ditulis {[u,v];&}.

Karena integral yang akan didefinisikan berkaitan
dengan pengertian partisi-6, maka akan diperlihatkan
tentang eksistensi dari partisi-o tersebut pada sebuah

selang tertutup [a, b] :

Teorema 5
Untuk setiap fungsi positif 5:[&1, b]—>]Rterdapat suatu

partisi-o pada [a, b].
Bukti
Misalkan &:[a,b] — R fungsi positif.
Untuk setiap e [a,b], &(&)>0 sehingga dapat dibentuk
liput (u,v) yang memenuhi
5—5(§)<u< §<v<§+5(§)

yaitu Ié,sehingga dapat dibuat keluarga S§={I§}.

o= {|5|I§GS§,§e[a,b]}
merupakan liput terbuka dari [a,b], yaitu
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CU'é

Iéea
Menurut Teorema 1 (Teorema Heine-Borel) terdapat liput
terbuka bagian berhingga yaitu

n

{Iél’lfz""'lén}ca sehingga [a,b]cUIé .

j=1
Ambila< g <&, <..<& =D

Oleh karena I{;_ Na |

57 &, sehingga dapat diambil

1 .
Xj1€ Ing N Ii; dengan x,-_lzg(uj +vj_l), j=2,..n

dan ambil X, = a dan x,=b.
dengan x;.; untuk setiap j =2, ...,n,

Ui < G < X1 < §<
Jika diambil xo = a dan x, = b maka diperoleh:

a=X <X <..<X,=b
dengan sifat

£-0(&)<x 2 & =x, <€ +5(E))

Untuk setiap j=1, 2, ...,n
Jadi diperoleh

P= {a:xo,xl,...,xn =b}
dengan sifat

51—5(51 )<Xi—1S§JSXJ<§j+5(§j) .

Berikut ini akan diperlihatkan sifat dari partisi-&
yang akan dipergunakan dalam pembahasan selanjutnya.

Teorema 6
Misalkan &, &, & masing-masing merupakan fungsi

bernilai riil positif pada [a,b] dengan
5(&)=min{s,(¢).6,(¢)}. & [ab]

Jika D partisi- pada [a,b], maka D juga merupakan

partisi-&; dan partisi-; pada [a, b].

Bukti
Misalkan D partisi-& pada [a, b] yang diberikan oleh
=b; &, &, ..., &}

D={a=xgXg, ..., X

dengan ¢ 5({,Z )<x 1<§ <x <§ +5(§) =1,2,..,N
Karena 5 { }

maka

5(¢) = 0,(¢) atau 6(¢) < 5, (¢).

Akibatnya

& —o (‘fu) <G _5(§ )<Xu 458

<x<&+8(&) <& +6,(£)

dan juga
&-0,(5)=&-0(5)<x

3xi<§i+5(;)s; +6,(&)
untuki=1,2,...,n

Jadi D merupakan partisi-¢; dan partisi-d; pada [a,b] dan

terbukti pula bahwa D partisi-& lebih halus dari partisi-o&;
dan partisi-o,. O

Dengan menggunakan partisi-o seperti didefinisikan
pada Definisi 4, Henstock membangun integral Riemann
Lengkap yang selanjutnya disebut integral Henstock,
yang didefinisikan seperti berikut ini.

Definisi 7
Suatu fungsi f:[a,b] — R dikatakan terintegral Henstock

jika ada bilangan A sehingga untuk setiap ¢ >0 terdapat
fungsi (£)>0 pada [a,b] sehingga untuk setiap partisi-&

D= {a:xo,xl,xz,...,xn :b;§1,§2,...,§n}
Pada [a,b] berlaku

n

(D)Z f ((fi )(xi —xi_l)—A

i=1
A disebut nilai integral Henstock fungsi f pada selang
[a,b] dan dinotasikan dengan

b

A:(H)_[ f (x)dx.

a

<&

dan(D)Zn: f (fi )(xi —xi_l) dinamakan jumlah Riemann

i=1
yang bersesuaian dengan partisi-o D pada selang [a, b] .

Sifat-Sifat Integral Henstock

Pada bagian ini akan dibahas beberapa sifat sederhana
dari integral Henstock yang mana sifat-sifat tersebut
merupakan sifat-sifat integral yang berlaku untuk integral
Henstock.

Teorema 8 (Sifat ketunggalan integral Henstock)
Jika fungsi f:[a,b] >R terintegral Henstock pada

[a,b], maka nilai integral itu tunggal.

Bukti
Diberikan ¢ > 0 sebarang. Karena f terintegral Henstock

pada [a, b] maka terdapat bilangan riil A; dan fungsi
positif 51:[a,b]—>]R sehingga untuk setiap partisi-&;

Dlz{[u,v];é} pada [a,b] berlaku

(D)X f(&)(v-u)-a|<~

2
Misalkan f juga terintegral Henstock pada [a,b] dengan

nilai integral A,, terdapat fungsi positif 52:[a, b]—)R
sehingga untuk setiap partisi-& D, ={[u,v];§} pada
[a,b] berlaku

[(D,) 2 1 (&)(v-u)-A,| <

2
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Didefinisikan fungsi positif & :[a, b] — R dengan

5(¢)=min{5,(£).5,(¢)}, ¢ < [ab]
Menurut Teorema 6, jika D:{[u,v];f} partisi-o pada
[a,b], maka D juga merupakan partisi-; dan partisi-G;
pada [a,b].
Sehingga diperoleh :

A=Al =[A-(D)Xf(£)(v-u)
+(D) 21 (&)(v-u)- A

< |A=(D) 21 (&)(v-u)|
(D)X 1 (£)(v-u)-A]

= (D)2 F(&)(v-u)-A
(D)2 1 () (v-u)- A

& &
< —+ —=¢
2 2
Karena ¢ > 0 diambil sebarang, maka terbukti A; = A,.
Jadi nilai A; tunggal. O

Seperti halnya integral Riemann, sifat kelinieran
juga berlaku pada integral Henstock, dan sifat ini
diungkapkan dengan teorema di bawah ini.

Teorema 9

Jika fungsi-fungsi f dan g masing-masing terintegral
Henstock pada [a,b] dengan demikian maka f+ g dan of
untuk « bilangan riil juga terintegral Henstock pada
[a,b] dan berlaku

(i). (H)i(f(x)+g(x))dx=(H)_Tf(x) dx

b
H)Ig(x) dx
b b )
(ii). (H)jaf(x)dx:a(H)jf(x)
Bukti
Diberikan &> 0 sebarang.
(). Mlsalkan

( )If()dx_Adan(H J.g =B.

a
Terdapat fungsi &,(¢£)>0 pada [a,b] sehingga
untuk setiap partisi-o; D1={[u,v];§} pada [a,b]
berlaku

(D)X (2)(v-u)-A] < &

2

(ii).

dan juga terdapat fungsi &,(£)>0 pada [a,b]
sehingga untuk setiap partisi-o&, DZ:{[u,v];f}
pada [a,b] berlaku

|(2,)2 9 ()

Didefinisikan fungsi & :[a,b] - R dengan

()= min{0,(£)., ()} . £ [a.0].

Berdasarkan Teorema 6, jika D = { [u,v];g} partisi-

&
v—u)—B‘ < E

& pada [a,b], maka D juga merupakan partisi-o;

dan partisi-&; pada [a,b]. Karena itu untuk

sebarang partisi- pada selang [a,b] berlaku
(D) 2(f +9)(§)(v-u)-(A+B)
= (D) 2(1 (£)+9(£))(v-u)~(A+B),
=[(D) (1 ()v-u)+ o()(v-w)-A-8
(D)X (é‘)(V u)
(D)2 9(¢)
=|(D) 27 (&) V—U)—A
+(D) X g(£)(v-u)-8|
<|(P) Xt (£)(v-u)-A|
+(0) X a(&)(v-u) -

AB‘

& &
< —+ - =¢
2 2
Sehingga f + g terintegral Henstock pada [a,b], ini

berarti f + g terintegral Henstock ke A + B dengan
b

(H) (£ (x)+g(x))ex=A+B

a

—(H)I

Jika o = 0 maka jelas of terlntegral Henstock ke 0.
Untuk o # 0.

Pilih fungsi &, (&) >0 pada [a,b],

dx+ H)Ig(x)dx

sehingga untuk setiap partisi-& Ds ={[u,v];§}
pada [a,b] berlaku

‘(DS)Zf (&)(v-u —A‘ < |Z|

Misalkan D ={[u,v];§} sebarang partisi-&; pada

[a.],

maka

(D)X et ()(v-v)-an)

Sinay | Tolakua



Barekeng Vol. 6 No. 2 Hal. 7 - 15 (20712) | —— 11

Sehingga

of terintegral Henstock ke «A dengan
b

b

H)jaf(x)dx:aAm(H)jf(X)dx O

a

Lemma berikut ini adalah suatu kriteria untuk
menyelidiki suatu fungsi terintegral Henstock tanpa
mengetahui nilai integralnya. Kriteria ini sering disebut
juga Kriteria Cauchy.

Lemma 10

Fungsi

f:a,b] >R terintegral Henstock pada [a,b]

jika dan hanya jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat fungsi

5(¢)

D:{[u,

> 0 pada [a,b] sehingga untuk sebarang partisi-&

v];f} dan D':{[u',v'];g'} pada [a,b]

berlaku

\(D)Zf(g)(v_u)_(o')zf(;)(v' _u')\< P

Bukti
(M)

Syarat cukup.
f:[a.b] > Rterintegral Henstock pada [a,b].

Diberikan & > 0 sebarang. Terdapat &:[a,b] » R
sehingga untuk sebarang partisi-& D :{[u,v];g}
pada [a,b] berlaku

() 1 (@v-v)-A <

b
dengan A= (H)I f (x)dx

dan D= {[u v] §}
partisi-5 pada [a,b] berlaku juga
(OIZ i)

maka

(@)X ()v-0)-(0) Xt (£)(v -v)

= (D)2 1 ()(v-v) -A

A-(D) 21 (£)(v -v)
£)(v-u) -4

JikaD = {[u v;

< o)X (

(i)

wfa-(E)Z e () -v)
= ()X ()v-u) A
[(2) 2 () -v)-A

& &
< —+ =g
2 2
Syarat perlu.

Misalkan {e,}, & >0 untuk setiap neN adalah
barisan monoton turun yang konvergen ke 0
(gn —>O).

Diketahui bahwa untuk setiap &, terdapat o,
s,(£)>0, ée[a,b],

sehingga untuk setiap partisi-o,

Dn:{[u,v];.f} dan D;:{[u',v'];él} pada [a,b]

berlaku

(B) X ()v-v)

_(Dn)z f (cf')(v' —u')‘ <&
(D) f(&)(v-u) untuk
setiap neN dibentuk barisan fungsi positif {5n}
dengan 51(§)=51'(§) dan
5,(&)=min{s,,(¢).5,(¢)} n=23.4, .. @

Ambil sebarang bilangan asli m dan n dengan
m > n, terdapat

partisi-&, D= { [u,v];f} dan

partisi- o, D= { [u,v];§} ;
berdasarkan (a) maka &, < &, yang berarti partisi-

Om lebih halus dari partisi-d,.
Sehingga dipenuhi

“[(0) T 1 (&)v-v)
(X (O-u)<a

Karena s, —0, berarti {Sn} merupakan barisan
Cauchy. Karena S, merupakan bilangan riil, berarti
barisan {S,} konvergen. Misalkan S, — S, maka

Definisikan S, =

untuk setiap £>0 terdapat bilangan asli N; sehingga
untuk setiap n>N; berlaku

&
< —

dan untuk setiap £>0 di atas terdapat bilangan asli
N, sehingga untuk setiap n>N, dipenuhi

&
&< —

Ambil N = maks{Nl,Nz}.
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Ambil & < &y, dan partisi-6 D :{[u,v];g} pada
[a,b] yang lebih halus dari partisi- 5, ~ataupun
partisi- 5.

Sehingga untuk sebarang partisi-& D :{[u,v];é}
pada [a,b] berlaku

(D)2 (£)(v-u)-s|

= @)Xt (E)v-u)-(,) X (&) v-u)
+(D, )2 F(&)(v-u)-|

< (D)X f()(v-u)-(D,) 2 ()(v-u)
+[(0,)X f (£)(v-u)-3|

<&+ S, -S|
&

< —+ — =g
2 2

Jadi terbukti f terintegral Henstock ke S pada [a, b]. O

Selanjutnya teorema-teorema di bawah ini
menunjukkan berlakunya sifat-sifat umum integral pada
integral Henstock. Seperti halnya berlaku pada integral
Riemann, teorema berikut ini berlaku juga pada integral
Henstock.

Teorema 11
Jika fungsi f terintegral Henstock pada [a,c] dan pada
[c,b], dengan a<c<b, maka f juga terintegral Henstock

pada [a,b] dan berlaku

(1) () ox= (1)

D e O

f (x)dx+(H)j. f (x)dx

Bukti.

C

Misalkan (H)I f (x)dx:A dan (H) f(x)dx:B.

O T

a
Diberikan sebarang £>0.

Terdapat fungsi positif &:[a,c]—>R sehingga untuk
setiap partisi-o; Dlz{[u,v];g} pada [a,c] berlaku

‘(Dl)zf(f)(V—u)—A‘<g

Terdapat fungsi positif 52:[c,b]—>R sehingga untuk
setiap partisi-& D2={[u,v];§} pada [c,b] berlaku

(D,)> F(£)(v-u)-B|< g

Didefinisikan fungsi positif 5:[a, b] — R dengan

min{él(zj),c—g}, jikag e[a.c)
5(;‘): min{él(c),é2 (c)} jikaéec
min{52 (5),5—0}, jikag e (c,b]

Ambil sebarang partisi-o D = { [u,v];é‘} pada [a,b].

Kemungkinan yang terjadi:

(i). ¢ merupakan salah satu titik partisi.

(if). c bukan merupakan salah satu titik partisi.
Maka
(i). Jika c merupakan salah satu titik partisi.

Ambil partisi-& D = { [u,v];g} pada [a,b] sehingga
¢ merupakan salah satu titik partisi.
Jika D' = { [u,v];f} merupakan subpartisi-o& dari

D:{[u,v];f} pada [a,c]| dan D’ :{[u,v];é}
merupakan subpartisi-o dari D :{[u,v];g} pada

[c.b] maka D' merupakan partisi-&; dan D’

merupakan subpartisi- 5.
(ii). Jika c bukan merupakan salah satu titik partisi, maka

terdapat {[u,v];;‘} sehingga ce [u,v].
Kemudian kita buat partisi-& D" yang memuat
([u,c],g‘) dan ([c,v],c) jikau<é<c<y
atau
([u,c],c) dan ([c,v],g) jijkau<c<é<v
Dengan demikian partisi-& D"= { [u,v];f} pada
[a,b] merupakan penghalusan partisi-&

o={[u}e).

Sehingga diperoleh

(@)X f(£)(v-u)~(a+8)
<|(@) 21 (£)(v-v)
+(0,) 21 (£)(v-u)-A-|
<|() 21 (&)(v-u)-A|
+(0) 21 (&) (v-u)-8]

< i + i =&
2 2
Jadi fungsi f terintegral Henstock ke A + B pada
[a, b], dan berlaku
b c b
(H)I f (x)dx=(H)I f (x)dx+(H)I f (x)dx
Cc

a a

Terbukti O

Dengan adanya Teorema 11 di atas maka untuk
menentukan bahwa suatu fungsi terintegral Henstock atau

tidak pada [a,b] dapat diperlihatkan  melalui
keterintegralan fungsi tersebut pada interval-interval
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bagian yang banyaknya berhingga dalam [a,b] yang
tidak saling tumpang tindih sehingga gabungannya sama
dengan [a,b].

Teorema 12
Jika f:[a,b] >R terintegral Henstock pada [a,b] maka
f juga terintegral Henstock pada setiap selang bagian

[c.d]<[ab].

Bukti
Diberikan sebarang &>0. Menurut Lemma 10, dapat

dipilih fungsi positif 5:[a,b] — R, sehingga untuk setiap
partisi-& D:{[u,v];f} dan D':{[u',v'];f} pada
[a,b] berlaku

\(D)z F(&)(v-u)-(0) D (&) (v _u')\< P

Ambil sebarang partisi-6 D; dan D, pada [c,d] masing-
masing dengan jumlah Riemann S; dan S,.

Ambil juga partisi-6 Ds; pada [a,c]u[d,b] dengan
jumlah Riemann Sj.

Diperoleh P=D,uD, dan P =D,uD, merupakan
partisi-§ pada [a,b], masing-masing dengan jumlah
Riemann S; + Sz dan S, + Ss.

Diperoleh

(D)2 F ()(v-u)-(D,) X (£)(v-u)
= |S1 - Sz|
=1S,+5,-S, -S|

= |(5,+8,) (5, +5,),

=|(P) X () (v-u)-(P) X (&) (v-v)

Menurut Lemma 10, f terintegral Henstock pada [c,d] O

Teorema 13

Jika f (x) =0 hampir dimana-mana pada [a,b], maka f
b

terintegral Henstock pada [a,b] dan (H )J- f (x)dx =0.

a

Bukti
Diketahui f(x):O hampir dimana-mana pada [a,b],

berarti terdapat Xc[a,b] dengan ,u(X)zO sehingga

f (X){= 0, Jikaxg X

# 0, JikaxeX
Selanjutnya didefinisikan

X,={xe[ap]|i-1<|f (x)|<i}, i=12..

sehingga y(Xi):O, sehingga berlaku X :U X .
i=1
Untuk setiap £>0 dan setiap i, terdapat barisan selang

terbuka {Iij} sehingga XiCUIij dengan
i

u(1y)<e2 i
Didefinisikan &(&)>0 pada [a,b] sehingga:
(). (6-6(£).6+8(¢))c), ika geX,,i=12,..
(ii). (&) diambil sebarang, jika & ¢ X,,i=1,2, ...
Jika D :{[u,v];f} sebarang partisi-& pada [a,b] maka

diperoleh
(D)X (&) v-v) < ;f(é)(v—u)

< Yig2 i
i=1

<é

Terbukti  f terintegral Henstock pada [a,b] dan

b

(H) [ £ (x)ax=0 O

a

Teorema 13 tersebut merupakan kejadian khusus
pada integral Henstock yang tidak berlaku pada integral
Riemann. Selanjutnya berdasarkan Teorema 13 diperoleh
akibat berikut.

Akibat 14
Jika f terintegral Henstock pada [a,b] dan g(x)=f (x)

hampir dimana-mana pada [a,b] maka g terintegral

Henstock pada [a,b] dan

(H)Tg(x)dx:(H)T f (x)dx

Bukti
Misal fungsi h = g —f, diperoleh h(x) =0 hampir dimana-

mana pada [a,b], menurut Teorema 13 di atas maka h
b
terintegral Henstock pada [a,b] dan (H)Ih(x)dx =0.

a
Karena h dan f terintegral Henstock pada [a,b] ,
dan g = h + f, berdasarkan Teorema 9, diperoleh g
terintegral Henstock pada [a,b] dan

(H)jlg(x)dx = (H)jlh(x)dx+(H)j. f (x)dx

b

=0+ (H) [ f(x)ax

a
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Berikut ini merupakan teorema yang digeneralisasi
dari sifat yang berlaku pada integral Riemann.

Teorema 15
Jika f dan g masing-masing terintegral Henstock pada

[a,b] dan jika f(x)sg(x) hampir untuk semua

Xe [a,b] maka

Bukti
Dengan tidak mengurangi keumuman dapat dianggap

f (x)<g(x) untuk setiap x [a,b].
Ambil sebarang £>0. Terdapat fungsi &,(£)>0 pada
[a,b] sehingga untuk setiap partisi-&; D; :{[u,v];é}

pada [a,b] berlaku
b

(0) 21 ()(v-u)=(H)[ f (x)ax

&
<~
% 2

dan terdapat fungsi &, (£)>0 pada [a,b] sehingga untuk
setiap partisi-&, D, = { [u,v];é‘} pada [a,b] berlaku

(0% 0(2)(v-1)-(+) o (x)e
Definisikan fungsi :[a,b] —R dengan

5(5)2 min {51(5)'52 (5)}

Menurut Teorema 6, jika D ={[U,V];(§} partisi-& pada

&
<=
2

[a,b], maka D juga merupakan partisi-&; dan partisi-&,
pada [a,b] .
Jadi untuk sebarang partisi-o D = { [u,v];g} pada [a,b]

berlaku

&
<~
2

(D)3t (£)v-—u) ()]  (x)on

dan

sehingga
b

(F)[ F()ax=" = (D)X (&)(v-v)

a

diperoleh
b

b
(H) [ £ (x)ax < (H) [g(x)ax+e
a a

Karena sebarang £>0, maka

(H)Tf(x)dxi(H)ig(x)dx O

Misalkan fungsi f:[a, b] — R terintegral Henstock

pada [a,b]. Berdasarkan Teorema 12, untuk setiap X €

[a)]

[a,x]c[a,b]. Sehingga dapat didefinisikan fungsi

fungsi f juga terintegral Henstock pada

F:[a,b] > R dengan

X

F(x)=(H)]  (t)at, a=x=b,

a
dan selanjutnya F disebut fungsi primitif Henstock fungsi

f pada [a,b] . Dengan demikian definisi integral Henstock
dapat pula ditulis sebagai berikut.

Definisi 16

Fungsi terukur f dikatakan terintegral Henstock pada
[ab] jika ada fungsi F:ab]—>R sehingga untuk
setiap ¢ > O terdapat fungsi positif & &:[a,b] >R
sehingga untuk setiap partisi-o D = { [u,v];é} pada [a,b]
berlaku

(©)2t ()(v-v)-F (ab)
=[(0) 2 ()(v-u)~F(uv)

dengan F (u,v) =F?v)—F (u).

Teorema berikut ini merupakan sebuah sifat dari
integral Henstock yang sering disebut sebagai Lemma
Henstock.

Teorema 17 (Lemma Henstock)

Jika fungsi f terintegral Henstock pada [a,b], yaitu
terdapat fungsi F:[a,b] — R sehingga untuk setiap &> 0
terdapat fungsi positif &, &:[a,b] >R sehingga untuk
setiap partisi-o D = { [u,v];g} pada [a,b] berlaku

(0)3 F()v-—u)-F (uy)] <=

maka untuk setiap partisi bagian D; dari D berlaku

‘(Dl)z f (9:)(\/_”)_ F (U.V)‘ <2¢
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Bukti
Ambil sebarang partisi-6 D = { [u,v];g} pada [a,b] .
Ambil D, sebarang subpartisi-& dari D, sebut :
3,=[u.v] jika ([u,.v,]:¢ )eD,
I =[uk ,vk] jika ([uk ,vk];§k ) eD-D,
Karena f terintegral Henstock pada [a,b] dan I, c[a,b]

untuk setiap k, menurut Teorema 11, f terintegral
Henstock pada Iy untuk setiap k.
Sehingga untuk setiap ¢ >0 terdapat fungsi positif &,

8, [a,b] - R sehingga untuk setiap partisi-c
D= { [u,v];g} pada Iy berlaku

(0) 3 F () v-u)-F (uv)] <2
Jadi D = D1U(U ij.

Diperoleh

(D)2 1 (£)(v—u)~F (uv)

KESIMPULAN

Dari uraian ini dapat disimpulkan bahwa:

Pendefinisian integral Henstock didasarkan atas
partisi-6, dimana partisi tersebut merupakan sebuah
fungsi positif 6(x)>0 untuk setiap xe[a,b]. Partisipasi
diperoleh dengan menggantikan konstanta positif & pada
konstruksi integral Riemann.

Sifat-sifat dasar yang berlaku pada integral Riemann
berlaku pada integral Henstock, yang mana sifat-sifat
dasar integral Henstock lebih konstruktif.
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