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REGULARISASI SISTEM SINGULAR DENGAN OUTPUT UMPAN BALIK u=Fy +v
(Regularization of a Singular System by Feedback Output u = Fy +v)

ELVINUS RICHARD PERSULESSY
Jurusan Matematika FMIPA Universitas Pattimura Ambon
JI. Ir. M. Putuhena, Kampus Unpatti Ambon

ABSTRACT
(E,A,B,C,D) as a singular system is given. E, A, B and C are real constant matrices if E=I, | is a
identify matrix, then (E,A,B,C) is a normal system. A unique solution of a singular system exists if
(E,A) is regular. A singular system which is regular and the index is not more than one can be

simplified to a normal system.

The regularization of a singular system by feedback output u = Fy + v is investigated in this paper.
Furthermore a sufficient and necessary condition of the existence of F such that (E, A+BFC) is
regular and the index is not more than one is represented.
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PENDAHULUAN

Diberikan sistem linier singular time invariant
Ex(t)= Ax(t)+ Bult)
y(t)=Cx(t)
dengan variabel state X(t)e R" , variabel input
u(t)e R™, variabel output y(t)eR”, E,Aec R™,
BeR™, CeR™ dan m<n, p<n. Sistem (1)
dapat ditulis sebagai (E, A, B, C).

Eksistensi dan ketunggalan penyelesaian dari
sistem (1) terjamin jika matriks pencil (E, A) regular,
yaitu terdapat skalar o € C sehingga |aE — AI #0.
Menurut Dai (1989:7), kondisi yang diperlukan agar
matriks (E, A) regular adalah dapat ditemukannya dua
matriks tak singular Q dan P yang memenuhi
QEP =diag(l, ,N)
QAP = diag(A, 1, )

n+n,=n, A eR"™ dan NeR™™
adalah  matriks  nilpoten  berindeks h  yaitu
N" =0, N" %0. Indeks sistem (1), dilambangkan

dengan ind (E, A), didefinisikan sebagai indeks matriks
N .

dengan

Diberikan umpan balik berbentuk
Jika (3) disubsitusikan ke (1) diperoleh sistem

EX=(A+BFC)X+ BV oomororrirnssssenssvonse )
dengan matriks pencil (E, A+ BFC).
Sistem (1) yang regular dan berindeks tidak lebih

dari 1, mempunyai penyelesaian x(t): P{Xlﬁtﬂ dengan
t

X,

x,(t)=e™ x, + }eAi(t‘”)Blu(r)d 3
0

X, (t)=—-B,u

dan syarat awal x,(0)= X, .

Selanjutnya akan ditinjau suatu kondisi yang menjamin
eksistensi matriks F sehingga (E, A+ BFC) regular
dan ind (E, A+ BFC)<1.

LANDASAN TEORI

Jika A adalah matriks berukuran mMxn dengan
rank I, maka terdapat S, yaitu matriks yang kolom-

kolomnya membangun ruang null A dan S, merupakan

matriks dengan rank kolom penuh. Untuk matriks A
terdapat R dan S sedemikian  sehingga

RAS 0 Dapat dipilih S st 0
= @ . 1Pt = .
0 of PR APER o 1

Defenisi 2.1 (Goldberg, 1991: 391)

Misalkan A matriks real berukuran mxn.

Bilangan real taknegatif o disebut nilai singular dari
matriks A jika ada vektor taknol u € R™ dan ve R"
sehingga AvV=oU dan A'u=o0V.

Teorema 2.2 (Goldberg, 1991: 395)

Jika A matriks real berukuran mxnN maka terdapat

matriks  orthogonal U eR™™ dan V eR™"

sedemikian hingga
A=USVT
dengan S € R™" berbentuk
S :diag(Z,O):diag(0'1,02,03,...,0r,0,...,0)

dimana o,,0,,...,0, adalah nilai-nilai singular dari A.
Lemma 2.3 (Chu et.al, 1998)
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Matriks pencil (E,A)regular dan ind(E,A)<1
jika dan hanya jika
rank[E AS.]=n.
Lemma 2.4 (Chu et.al, 1998)
Jka E € R™ dan BeR™™ dan rank(B)=r, <n

maka terdapat matriks-matriks orthogonal Q, U dan V
sedemikian hingga

2, 00 0 o
UEV = 221 222 O ! UBQ = ZB 0
0 0 O 0 0

(e+h—Tep)

dengan E,, € R™ mempunyai rank kolom

penuh dan Y, € R(2 )X(wh) 5 o R agalah
matriks diagonal definit positif.

Regularisasi Sistem Singular dengan Output Umpan
Balik u=Fy+v.

Jika
I’eb :rank[E B] s rec:rank|: :| ) rb:rank(B) dan

E
C
E B
r,. = rank
C 0

maka generalisasi dari Lemma 2.4 adalah

Teorema 3.1
Diberikan E e R™, Be R™™, C e R™".

Terdapat matriks-matriks orthogonal U , V , Q dan W
sedemikian hingga

Y, 0 0 0
Z:21 ZZ 223 0
UEV=l2, 0 2, O
S, 0 0 0
0 0 0 o
0 0
B, 0
' 11 Z:C 0
UBQ=|B, 0|WCV =
’ 0 O
B, 0
Dengan >,,2.,,2.. matriks yang masing-masing
berukuran

(r+r -t

ebc

)x(r 41—,

ebc

(ry-n)x(ry-1) ) dan

(Tupe =Ty ) X(Tupe =Ty ) . Esy matriks dengan rank baris
be —Teb — rec)x(rebc - r-eb) |

[BlT B, B; ] adalah matriks taksingular berukuran

penuh  berukuran (re +r

e
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I, X1, , dan [ClTl Cle] adalah matriks berukuran
px(r,—1,).

Bukti :

Diberikan E € R™, Be R™™.

Menurut Lemma 2.4, terdapat matriks-matriks orthogonal
lj, \7 dan Q yang masing-masing berukuran nxn,
NnXn dan mXm sehingga

Y, 00 0 0
UEV=|Y, ¥, 0[,UBQ=|X, O
0 0 0 0 0

~

dengan E,, € R™+*5 %) matriks dengan rank kolom
penuh, >, € R(fe0) () gan g € R™®.
Misalkan V :[\71 \72} dengan \71 eM(mh)

~

nX(N—ry,+1 = | 2 5 ~\7
V, e ("fth) E—[E22 O] dan B =CV, dengan
é e"bx(“*reb”b) dan é EPX(”*"eh”b)_
Menurut Lemma 2.4, terdapat matriks orthogonal u”
berukuran I, X1, V™ matriks (n—ry,+1,)x(n-ry+1)

dan W matriks pXp sehingga

: >, 0 0
A\ [ 2 «\T
(V) (E) (V) == =5 O
0 0O O
Z2 Z:23 0
aauU'EV =/ 0 X, O
0 0 O
. 0 O]
=\ T ~ =\ T
(V) (E) (u7) =]t o
0 o0
atauwév*:{o 2 0
0 0 0

dengan matriks EST3 mempunyai rank kolom penuh dan
berukuran

« . . E
(rankB) x[rankE +rankB — rank{ A:D
B

matriks Y. berukuran rankB x rankB.

Jika diambil
E .
Yy, = ranklzé}— rank(B),
7. = rank(é),

Yy, = rank(é)— Y,
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maka X, € | Y. €™ adalah matriks-matriks

diagonal definit positif dan EJ; €***2 matriks dengan

rank kolom penuh.

Jadi, jika diambil U =diag(l,U", 1)U  dan
V=V diag(I,V*) maka
I 0 O
UEV =0 U” ouAEv{I \”
0 0 |
'Y, 0 0 0]
Zl 0 Z:21 Z2 z23 0
=|U'E, UEV'|=|Z, 0 X, 0
0 0 Xy 0 0 0
10 0 0 0]
(1 0 0]
UBQ=|0 U" 0|UBQ
0 0 1
(1 0 o]0 o0
=10 U" 0||X, O
0 0 1[0 ©
0 0]
=|lU"X; O
0 0]
Karena U~ orthogonal dan ZB taksingular maka
Uy, - :: taksingular dan berukuran 1, X1, .
B3
Selanjutnya
wev :WCV{I 0*}{% Ze O}
0oV C, 0 0 O
dengan WC\71 = {Cﬂ} matriks berukuran
C21
px(r,—r,).
Karena

E B
I, = rank
<o

Rt
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™

=rank

>

M

N

[

o
o o O (en)

M Q

LY
S

o O O
[os

o

o O
o O O

= rank

o O o
[os Y

0
= rank X, +rank X, +rankB

maka z, =rank B =r, (1, = )—F =, — .

Karena berakibat

r, =rank ¥, +rank E.

rank E=r, —rank ¥, =r

Selanjutnya s

Diperoleh,

E ) -
r, =rank =rank U ok \
C 0 I1]C

—I

el

p T 1

i\
o

o
W, © M

B

E
=rank 2, +rank :l

E
Akibatnya, rank[ A} —rank 2, =1, —r, +1,.
B

Jadi diperoleh

~

E
y, = rank{é} rank( )

=r.—r n -

" My T 1y =T
=Ty

ebc ec

+r, -,

ebc*

e
, =ran (E
=r,—r,+ -, +T,

eb ebc

:reb re rebc

Karakterisasi rank matriks E + BGC diberikan oleh
teorema berikut.

Teorema 3.2
Jka E€R™, BeR™, CeR™", maka untuk
sebarang  bilangan bulat r yang  memenubhi
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My —Te —Tpe ST<Min{r,,r.} ada G, eR™"
sehingga

rank (E +BG,C)=r

Atau, ekuivalen dengan

{rank(E+BGC)\G c Rm“’} =S

ebc
dimana S, ={r|reZ,reb—re
Bukti :

Menurut teorema 3.1, untuk EeR™" , BeR™™,
C € R”" terdapat matriks orthogonal U , V , Q dan
W sehingga

fye STSMIN(1,1, )}

¢~ lehc = eb? 'ec

> 0 0 0 00
1
Su L T 0| 50
UEV=|Y, 0 %, O UBQ=|B, 0
>, 0 0 0 B, 0
0 0 0 0 10 0]
WCV = Co 0 2 0
C, 0 0 0
Untuk sebarang GeR™? , misalkan
G=Q'GW" =| .' .°|maka
G, G,

rank (E + BGC ) = rank[E B]LI) g}[é}

I 0 I
=rank[UEV UBQ] S
0 QGW' |jwcv
Y, 0 0 0
221 +Blélcll + Blé2C21 Z“2 223 +Blé1CC O
= rank Z31 +BZé1C11 + BZéZCZI 0 233 +BZé1CC O
Y. +B.GC,+BG,C, O BGC. O
0 0 0 0

Karena 2, dan ., tak singular maka diperoleh

Y, 0 0 0]

0y, 0 0
rank(E+BGC)=rank| 0 0 Y, +B,GC, 0
0 0 BGC O
00 0 0
Menurut  teorema 3.1, rankX,=r, +r dan
rank >, =n +r,—r,..
Akibatnya,
B,G,C
rank (E +BGC) = rank X, +rank X, +rank Zsﬁf He
BSGlcC
B,GC
:reb+rec_rebc+rank Z33+A2 v ...(5)
BSG1CC
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+B,GC ~
Z:33 AZ 1~C :A+|:
BSGlCC

~ |E
dengan A= [ 33}
0

(rebc - rec)x(rebc - r-eb)'

Karena [BlT B, B;]Tzu*ZB dan 2.

taksingular maka dipilih

s {3
Ul M | — 0

Dengan X e RU® %" ~) aqajah suatu matriks yang
memenuhi

O<i=rank X Smin(fy, —Fg T =T ) oreeereeeeens (8)

e

B ~
BZ}Gl Ye .(6)

Selanjutnya, {
3

berukuran

X
Akibatnya, dari (6), (7) dan X = {xl

rank |:233 +?ZG].CC :|

} diperoleh
2

B,G,Cc

A _Bz 1\ 0] |0 =)
=rank| A+ BJZB (U) {X_{ADZC c
_ BB T [ o0
~ o 1 o] | *
=rank| A+ 00 I B, || B, X, —Eg
- B, || B, X,

~ [X, -E
=rank| A+| ? 33D

L X2
=rank X
S 9)
Akibatnya dari (8) dan (9) diperoleh
0 < rank L +?261CC
BSG1CC
<min (rebc A reb) ................................. (10)

Dari (5), (10) dan misal F = rank(E + BGC)
diperoleh

0<r- fop — Tec t lenc <min (rebc ~loe Tope — r.eb)
kata

“leg e — I’eb)

Dengan lain,

[y + T — e ST SMIN(r

ebc — ebc

Diberikan

|
™
o L
0
£
o o — O
o — O O
— O O O

maka diperoleh :
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| 00O
Yugvouey| 0100
- -Ylc, 01 0
0 0 0 1
(¥, 0 0 O]
z21 Z2 Z23 0
=12y 0 25 O
2, 0 0 O
10 0 0 0]
dengan é21 =E,,—E; > Cy dan
- -1
E31 - E31 - E33 Z:c C11

| 00O
2 n 0 1 00
WCV =WCV o
2.C;, 01 0
0 0 0 I
C11 0 Zc 0
:{Cﬂ 0 0 o}
A A, A AL
Selanjutnya N b A e By
UAV =1 Ay A, Ay Ay
Ar Ap As A
A A As Al
Teorema 3.3
Jika rank[E  ASg. B]:rank[E ASEC}:
Cc 0
dengan S.. matriks yang kolomnya membangun ruang
_zl A14_
| E By Ay
null dari {C} maka A, dan E, A,

0 A,

C, O
masing-masing matriks denga_n baris p(_enuh dan rank
kolom penuh.

Bukti
Diketahui rank[E  AS.. B]=n, maka

REGULARISASI SISTEM SINGULAR

rank[E AW 'S¢, B]

—rankU[E AW 'S, B]

=rank|UEV AW 'S

= rank

=nN.

Karena R:[BlT B, B; ] dan 2, taksingular

Zl 0
E21 z2
E, O
E, O
0 0

0
E2
E3
0
0

3

3

0

o O o o

V 0 0
01 0
000Q
UBQ]
A, 0 0]
A24Blo
A, B, 0
A, B, 0
A, 0 0]

dengan rankr, dan rankr, +r, , maka diperoleh

0 0
R O|=n

2, 00 O
rankl 0 0 0 O
0 00 A,

Akibatnya, rank A,, =n—r, atau Ay, matriks dengan

rank baris penuh, dengan A, matriks berukuran

(n—ry)x(n-r,).

0 0
rank >, +rank A,, +rank R=n.

E AS.
Karena diketahui rank c 0 =N maka

N7 -1
k| B AWIS,
C 0
U o NS ||V
_ rank E AWIS. [[V 0
0 Wlc 0 0 I
[UEV UAW s
= rank ) B¢
‘wev 0
(>, 0 0 0 A,]
E21 Z“2 E23 0 A24
E3l 0 E33 0 A34
=rank|E, 0 0 0 A,
0 0 0 0 A,
0 0 %X 0 0
C, 0 0 0 0]
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Karena >, dan X. tak singular maka

I zl O O O A14 ]
E21 ZZ E23 0 A24
E31 O E33 0 A34
rank E, 0 0 0 A,|=N
0 0 0 0 A,
0O 0 > 0 0
C, 0 0 0 0
_21 A14_
i E3l A34
Akibatnya, rank| E, A, [=n—rankX,-rank X,
0 A,
1Cy 0]
:n_rb_rec_reb
Zl A14
Karena matriks By A berukuran
E41 A44
0 A,
C, O
(n+p+r,—f—r)x(n—-r-r,—r,) maka

matriks tersebut merupakan matriks dengan rank kolom
penuh.

Selanjutnya, kondisi yang menjamin eksistensi umpan
balik U= Fy +V diberikan oleh teorema berikut.
Teorema 3.4

Diberikan E , AeR™ , BeR™ , CeR™" |

m<n, p<n maka terdapat F € R™" sedemikian
sehingga (E, A+ BFC) regular dan

ind (E, A+ _BFC) <1 jika dan hanya jika
E AS

rank[E AS; B]=rank l=n.
0 CS,

Bukti
Menurut Lemma 2.3 :

(E,A+ BFC) regular dan ind (E,A+_BFC)£1

e rank[E (A+BFC)S, |=n

e rank[E (AS. +BFCS;)|=n

erank([E AS.]+BF[0 CS.])=n

Menurut teorema 3.2, terdapat F sedemikian hingga

memenuhi rank([E AS.]+BF[0 CSE]) =n
ekuivalen dengan

E AS
n<min| rank[E AS.. B],rank N I (11)
0 Cs,

dan
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rank[E AS.. BJ]+
E AS
rank El-
0 Cs,
E AS B
rank E
0 CS, 0
<n.
Dari (10) menyatakan bahwa n<rank[E AS_. B]
dan n < rank EAS)
0 Cs,
Karena E berukuran nxn maka
rank[E AS.. BJ]<n dan rank E AS <n
0 Cs,

Terbukti bahwa

E AS
rank[E AS; B]=rank ®|=n.
0 Cs,

KESIMPULAN

Dari pembahasan di atas dapat diambil kesimpulan
sebagai berikut.
Untuk sistem singular

EX(t) = Ax(t)+Bu(t)
y(t)=Cx(t)
dengan E,AcR™, BeR™, CeR", m<n,
p<ndan r,<r,, berlaku :

ec —
terdapat matriks F € R™"  sedemikian sehingga
(E, A+BFC)regular, ind (E, A+_BFC)<1 jika dan

hanya jika rank[E AS B]—rank EAS =N
val e PR es |
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