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ABSTRAK

Matriks didefinisikan sebagai susunan persegi panjang dari elemen-elemen yang diatur
dalam baris dan kolom. Matriks dengan elemen-elemen penyusunnya merupakan bilangan
kompleks dikenal dengan matriks bilangan kompleks. Salah satu bentuk khusus dari
matriks bilangan kompleks adalah matriks Skew Hermitian beserta sifat-sifatnya yang
menjadikan matriks tersebut berbeda dengan matriks real. Penelitian ini membahas
bagaimana mengetahui bentuk dari matriks Skew Hermitian, serta sifat-sifat aljabar matriks
yang berlaku pada matriks Skew Hermitian, dengan tahapan penelitian sebagai berikut:
mengubah matriks Hermitian menjadi matriks Skew Hermitian dengan cara mengenakan
operasi pergandaan skalar i (bilangan imajiner) pada matriks Hermitian, menyusun sifat-
sifat dasar matriks Skew Hermitian berdasarkan sifat dan definisi dari elemen-elemen
penyusunnya. Hasil penelitian menunjukan bahwa sebuah matriks bujursangkar merupakan
matriks Skew Hermitian jika setiap elemen-elemen penyusunnya merupakan bilangan
kompleks beserta transpose konjugatnya dan matriks tersebut identik dengan negatif
matriks transpose konjugatnya. Keterkaitannya dengan bentuk matriks lainnya juga

merupakan suatu sifat yang berlaku pada matriks Skew Hermitian.

Kata kunci : bilangan kompleks, konjugat transpose, matriks, matriks Hermitian

PENDAHULUAN

Dalam perkembangan aljabar telah ditemukan
beberapa bentuk matriks khusus dengan sifat-sifatnya
yang dapat digunakan untuk meneliti perkembangan
aljabar matriks. Salah satu diantaranya adalah bentuk
khusus dari matriks bilangan kompleks beserta sifat-
sifatnya yang menjadikan matriks tersebut berbeda
dengan matriks real. Salah satu bentuk dari matriks
bilangan kompleks adalah matriks Hermitian yang
ditemukan pada tahun 1855 oleh Charles Hermite, yang
menyatakan bahwa suatu matriks Hermitian adalah suatu
matriks kompleks berukuran n x n yang memiliki nilai
yang sama dengan matriks transpose konjugatnya, dengan
diagonal utamanya adalah bilangan real.

Seperti diketahui bahwa operasi matriks tidak
terlepas dari operasi-operasi penjumlahan, operasi
pergandaan, dan operasi pergandaan skalar. Pada matriks
Hermitian pun berlaku operasi-operasi tersebut, salah satu
diantaranya adalah operasi pergandaan skalar. Jika pada

matriks Hermitian dikenakan operasi pergandaan skalar i
(bilangan imajiner), menghasilkan suatu matriks yang
baru, dimana negatif matriks tersebut sama dengan
matriks transpose konjugatnya, dan elemen pada diagonal
utamanya adalah bilangan imajiner murni. Bentuk matriks
baru ini yang dikenal dengan matriks Skew Hermitian.
Selanjutnya dengan memperhatikan elemen diagonal
utama  beserta elemen  transpose  konjugatnya,
mengakibatkan adanya perbedaan bentuk dan sifat-sifat
dari matriks Skew Hermitian jika dibandingkan dengan
matriks Hermitian dan matriks lainnya. Hal inilah yang
melatarbelakangi peneliti untuk melakukan penelitian
dengan judul Sifat-sifat Dasar Matriks Skew Hermitian.

TINJAUAN PUSTAKA

Matriks adalah suatu konsep dasar dalam dunia
Aljabar yang pertama digunakan pada tahun 1850 oleh
Sylvester, yang mendefinisikan matriks sebagai susunan
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elemen-elemen dalam bentuk bujursangkar. Kemudian
pada tahun 1855 Charles Hermite memperkenalkan
matriks Hermitian sebagai bentuk dari matriks bilangan
kompleks.

Dengan merujuk pada buku Schaum’s Outlines
Aljabar Linier Edisi Ketiga, matriks dapat dibedakan
menjadi matriks-matriks khusus diantaranya matriks
transpose, matriks simetri, matriks simetri miring, dan
lain-lain. Selain bentuk-bentuk matriks di atas, dalam
jurnal Lecture Notes For Math 623 Matrix Analysis,yang
disusun oleh Michael E. O’Sullivan (April 18,2013)
ditulis tentang matriks Skew Hermitian dengan
keistimewaan dan keunikannya. Berdasarkan sumber
tersebut dan dukungan beberapa literatur lainnya peneliti
mencoba menyusun sebuah penelitian dengan harapan
semoga dapat mudah dipahami.

Definisi 1 (Matriks)

Matriks didefinisikan sebagai susunan persegi panjang
dari bilangan-bilangan yang diatur dalam baris dan
kolom. Matriks A ditulis sebagai berikut:

a1 Qi 0 Qi
4= ”a”" _ a?1 az:z a?n
Am1 Am2 Amn

Susunan di atas disebut sebuah matriks m kali n (ditulis
Anmxn) karena memiliki m baris dann kolom. Sebagai
aturan, kurung siku [ ], kurung biasa ( ) atau
bentuk || || digunakan untuk mengurangi susunan persegi
panjang dari bilangan-bilangan tersebut.

Teorema 1
Jika ukuran matriks A dan B adalah sedemikian sehingga
operasi matriks dapat dikerjakan, maka
@ (@AN" =4
(b) A+B) =A" + BTdan(A—B)" = A" — BT
(c) (kAT = kAT, k skalar
(d) (AB)T = BTAT

Definisi 2 (Matriks Simetris Miring)
Diberikan matriks bujur sangkar A maka matriks simetris
miring adalah matriks yang memenuhi:

—A=AT
Contoh 1
0 3 -4
A=1]|-3 0 5|-A=(-DA
4 -5 0
0 3 -4
=(—1)[—3 0 5]
4 -5 0
0 -3 4
=[3 0 _5]
-4 5 0
0 -3 4
AT =13 0 —5]
—4 5 0
Jadi —4 = AT

Definisi 3 ( Matriks Hermitian )

Diberikan matriks kompleks bujur sangkar A maka

matriks Hermitian adalah matriks yang memenuhi :
A=AT

Contoh 2
3 1-2i 4+7i
A=|1+2i —4 —2i [dan
4 —7i 2i 5
3 14+2i 4-—7i
AT=|1-2i —4 2i
14 + 7i —2i 5
o 3 1-21 4+ 7]
AT=11+21 —4 —21
14 — 71 21 5
o 3 1-2i 4+4+7i
AT = |14 2i —4 —2i | =4
4 —7i 2i 5
Jadi A = AT

Definisi 4 (Vektor)

Vektor merupakan besaran yang mempunyai arah dan
mempunyai panjang (magnitude) dan diberi notasi dengan
huruf tebal, misalnya: v, u, w dan p.

Sebuah vektor a berdimensi n adalah suatu aturan n tuple
dari bilangan-bilangan ditulis sebagai baris (a4, a,, ..., a,)
atau sebagai sebuah kolom

a;
a;
an

a; merupakan komponen-komponen vektor
a;, € Rdani =1,2,..,n.

dimana

Definisi 5 (Ruang Vektor)

Misalkan V sebarang himpunan dan V' # @. Himpunan V
disebut ruang vektor atas lapangan L terhadap operasi
” 4+ "dan ”." yang didefinisikan padanya jika (Vu,v,w €
V)(Vk,l, € L) dipenuhi aksioma-aksioma berikut :
u+vev

2. u+v)+w=u+@ +w)
3. u+0=0+u

4. u+ (—w)=0

5. u+v =v +u
6
7
8
9

Lo

. kuev

. k(lu) = (kDu

. k(uw +v) =ku +kv
.k +Du=ku +1lu
1001u =u

Definisi 6 (Bilangan Kompleks)

Sebuah bilangan kompleks z € C terdiri atas bagian nyata
x = Re(z) dan bagian imajiner y = Im(z) dengan bentuk
z = x + iy. Untuk i sebuah bilangan imajiner i = v—1.
Untuk selanjutnya bilangan kompleks z, = x, + iy,
dengann = 1,2,3, ...

Definisi 7 (Kesekawanan/Conjugation)
Diberikan z € C, z = x + iy maka sekawan z dituliskan
sebagai z dan didefinisikan sebagai 7 = x — iy, 7 € C.
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Definisi 8 (Pembagian Bilangan Kompleks)
Diberikan z,,z, € C, hasil pembagian dua bilangan
kompleks berlaku sesuai dengan:

21 2123

Z; 72

Teorema 2
Operasi-operasi yang didefinisikan pada
kompleks memenuhi hukum-hukum berikut:
(@ Hukum komutatif
(0)zy + 25 = 25+ 2q; i) 212, = 2,24
(b) Hukum asosiatif
(1).z1 + (22 + 23) = (21 + 23) + 235
(ii). z1(2223) = (2122) 23
(c) Hukum distributif
71(2; + 23) = (212, + 2123)
(d) Distributivitas kesekawanan
)z +z,=2,+7;;
(). 27 =2, = 21 — Z3;
(ili). 212z, = 217,
@- 21/2; = 21/ 7,
€ @=z
() zz=(x+iy)(x—iy)
=x2+y?= (Re(z))2 +

bilangan

HASIL DAN PEMBAHASAN

Matriks Skew Hermitian
Definisi 9

Sebuah matriks A € C™™ dengan transpose
konjugatnya A* disebut Matriks ~ Skew Hermitian jika,
—A=4A" dengan elemen-elemen penyusunnya
merupakan bilangan kompleks, dan semua elemen pada
diagonal utama merupakan bilangan imajiner. Elemen
pada baris ke-k kolom ke-l sama dengan negatif konjugat
kompleks dari elemen pada baris ke-lI kolom ke-k, atau
dengan kata lain untuk setiap au;, a; € C dan k,l =
1,2, ...,n, berlaku a;; = =ay,
Matriks Skew Hermitian A dinotasikan dengan:

ai1 Q12 0 Qan
dz1 Az - Qo _ .

A= : : ay, = —ay € C,ax € im(2)
An1 Qnz  *° dpp

Himpunan matriks-matriks Skew Hermitian dengan orde
n dinotasikan dengan SH,,.

Contoh 3
Lo =i 2+
Matriks A = [_2 . 0 ]
i 2+ —2+i
B=|-2+i 0 3 — 2i| adalah matriks Skew
240 -3-2i 0
Hermitian.

Penyelesaian :
Untuk matriks A, dengan mentranspose-konjugatkan
matriks A maka diperoleh:

r_[ -1 =241
AT = 24 0 ]
ar [t —2+
4 [2+l 0 ]
z[—_l —2_+l]
241 0

s_[ 0 —2-01_ _
A _[Z—i 0o 17 A
Karena A*= —A, maka A adalah matriks Skew

Hermitian.
Untuk matriks B, dengan mentranspose-konjugatkan
matriks B maka diperoleh:

i 241 24+
BT =|2+i 0 -3 -2
—2+i 3-2i 0
o l 241 241
B =2+ 0 —3-21
—24+1 3—-21 0
[ 241 241
=2+ 0 —-3-21
—2+4+1 3-2 0
—i —2—i 2—1
B*=|2-i 0 -3+ 2i|=-B
—2—1i 342 0

Karena B* = —B , maka B adalah Skew Hermitian.

Sifat-Sifat Matriks Skew Hermitian
Sifat 1
Untuk sebarang matriks A € C™™ dengan transpose
konjugatnya A* € C™*™, maka berlaku:
(@) A+A"€H,
(b) A— A" € SH,
Bukti :
Ambil sebarang A € C™™ dengan transpose konjugatnya
A* E (Can

a1 Q12 0 Qg (2T apq
P P L
An1  Qn2 - dpp Ain  Qan = QApp
dimana untuk setiap a;;, ay; € C
dan akl = xkl + iYkl y a_kl = xkl - i}/kl dengan k,l =

1,2,...,n.

(@). Dengan menjumlahkan matriks A € C™™ dan
A* € €™ diperoleh:

ay; Qi o QA aj; QAzp o QApg
Az1 QA - Qg A1y Az 0 Ay
A+A =] : R . :
An1 QApz2 0 Qpy Aip  Qzn 0 Qpy
X11 + Y11l Xin + Yinl
_ [*21 +yaul Xon t Yanl
Xn1 + Ynal Xnn T )_’nni ;
X11 =~ Y11l Xn1 — Ynil
X12 — Y12l Xn2 =~ Yn2l
+ : :
X1n — Yinl Xnn — Ynnll

(*1n + Yind) + g = Y1
(xzrz + YZni) + (xnz - Ynzi)

(x11 + Y118 + Ceyq = y140)
_ | Geag +y210) + (g2 — ¥120)

(xnl + ynli) + (xln - ylni) (xnn + ynni) + (xnn - ynni)-

Dimisalkan 4 + A* = B maka,

2x11 by “r bip
A+A*=B = b2:1 23522 bZ'n
bTLl an an‘l’l
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Dengan, Dimisalkan A — A* = C maka,
b12=(x12 +x21)+ (V12 -y21)i bln:(xln +xn1)+V1n —yn1)i 2yl 2C12 . Eln
C: L

b21:(x21 +x12)+ (V21 —Y12)i b2n:(x2n +xn2)+(V2n —¥n2)i A-A"=C = 21: :y22 z-n

‘ ' Cn1 Cn2 2Ynnl
bnl:(xn1 +x10)+Vn1 -y1n)i an:(xnz +x2n)+(Un2=Y2n)i Dengan, " ) "

. . C12=(x15 —%21)+ (V12 +¥21)i C1n=(t1n ~Xn1)+Yin +¥n1)i

UntUk_ i membUktl_kan_ bahwa A+ A *= B adalah C21=(0r31 —%12)+ (V21 +¥12)i Can=(xzn —Xn2)+Van +¥n2)i
Hermitian, cukup ditunjukan bahwa B = B*. : :
Dengan mentranspose-konjugatkan matriks B maka Cn1=(ns ~x1)+ W1 +y1n)i En2=(xtna =X20)+ nz2 +¥2n)i

diperoleh :
2x11 by bny
BT — b,  2xy; by
bln bzn anTL
211

(x12 +x20) + (12 -¥20)i

(xln + xnl) + (yln - Ynl)i

(*n1 + 210) + Yn1 = Y1n)i ]
(xnz + xZn) + (J’nz - yZn)i

2Xpn

2x14 (Kn1 + %10) + WV = Y1)t ]
BT = (x12 +x21) + (12 - ¥21 )t (Xnz + %20) + (Ynz — Y2n U
-(xln + xnl) + (yln_ynl)l ann
2x14 (%n1 + %10) + Vg = Y1)t ]
= (2 +220) + (Y12 -Y2ut (Xnz + %20) + (Yn2 — Y2n U
—(xln + xnl) + (yln - ynl)l ann
2x14 (n1 + 2%10) = 1 Y11 ]
— (12 + %21) — (V12 = Y21)i (%n2 + X20) = nz — Y2ndi
-(xln + xnl) - (yln - Ynl)i zxnn
BT = B*
[ 2x14 (i + 2x00) + V1 — Vi)
— (%21 +x12) + (V21 — Y12)i (X2n + Xn2) + (V2n — Yn2di
-(xn1 + x1n) + (ynl _yln)i ann
2x1; by bin
b 2x b
B* — 2:1 i 22 2n — B
b1 by, 2Xpn
Dengan,
b12=(x12 +x21)+ (V12 —¥21)i b1n=(x1n +xn1)+@1n —Yn1)i
b21:(x21 +x12)+ (V21 —Y12)i bzn:(xzn +Xn2)+Von —Yn2)i
bnl:(xn1 +x10)+n1 —V1n)i bn2=(xn2 +x20)+ (Vn2—Y2n)i

Karna B = B*, maka A + A* = B adalah Hermitian.

(b). Dengan mengurangkan matriks A € C™*™ dan
A* € C™™ diperoleh :
a;1 Qi Qin a1 A1 [
A4 = (21 Q2 don| |Gz Qo2 [
an1 .anZ ©r Annl A1y H Ann ]
X1+ )’111. Xin T Y1nl' X11 — Y111. Xn1 — }’nll‘—
_|*21 t Y2l Xon t Yonl| _ | X12 — Y12l Xn2 = Ynal
Xn1 t+ ynli Xnn + Ynni Xin — Y1ni Xnn — Ynn i

(e1q +y110) — (1 — Y11d)
(%21 + y211) - (x12 = y121)

(xnl + Ynli) - (xln - ylni)

(xln + Y1ni) - (xnl - ynli)—
(x2n + Y2nl) N (%nz2 = Yn2i)

(xnn + ynni) - (xnn ~ Ynn i)-

Untuk membuktikan bahwa A — A" = C adalah Skew
Hermitian, cukup ditunjukan bahwa —C = C™.

Dengan mentranspose-konjugatkan matriks C maka
diperoleh :
2y111 Cn1
cr = | G2 2'}’221‘ Cn2
Cin  Con ZYnni
2y11i (n1 = %10) + Un1 + Y11
_ | Gerz = x210) + iz + y21)i (2 = X2n) + Va2 + Y2ndi
»(xln - xnl) + (}/111 + ynl)i Zynni
2y11, (a1 = *10) + V1 + Y101
- (x12 = 221) + 12 + Y21t (%n2 = X2n) + Uz + Y2n )t
-(xln - xnl) + (Y1n + ynl)l Zynm
2y11, (X1 = *10) + V1 + Y101
= | Gz = x20) + (12 +y200t (2 = X2n) + Wz + Y2udt
f(xln - xnl) + (Y1n + ynl)l Zynm
=211 (1 = *10) = Wn1 + Y1n)i]
— (12 = 221) — 12 + ¥21)i (%n2 = X2n) = Uz + Y2n)i
-(xln - xnl) - (yln + ynl)i _Zynni
cT=c¢"
—2y11; (=x1n + Xp1) = Y1 +Yn1di
_ | (X210 + x12) = (21 +y12)0 (%2 + Xp2) = Vo + Y2)i
(_xnl + xln) - (ynl + yln)i _Zynni
—2y14d C12 Cin
ct = ‘521 —Z}fzzl' Cz:n - _c
Cn1 Cn2 —2Ynnl
Dengan,
C12=(=x13 +%x21)~ Y12 +¥21)i Cin=(-x1n + *n1)—@1n +¥n1)i
C21=(=xp1 + X12)— V21 +¥12)i Can=(-x2n + Xn2)~Van +¥n2)i
Cn1=(—xpq +210)~ n1 +Y1n)i Cn2=(=xn; + X2n)~ V2 +¥an)i
Terlihat bahwa —C=C*. Karna —C =C", maka

A — A* = C adalah Skew Hermitian.

Sifat 2
Suatu matriks A € C™*" dapat dituliskan sebagai jumlah
dari matriks Hermitian dan matriks Skew Hermitian

1 1
A =§(A +A*)+§(A—A*)
Bukti :

Dari sifat 1 diketahui bahwa
A+ A" €H,, danA— A" € SH,

Silaka| Patty | Talakua
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Sehingga
1 1 1
E(A + 4% +§(A —AY) = E((A +AD+(A-4))
= %((A +A) + A - 4))
1
= 51(214)
=(32)4
=Am
Sifat 3

A adalah Hermitian jika dan hanya jika iA adalah Skew
Hermitian

Bukti :

(<)Diketahui iA Skew Hermitian.
Akan ditunjukan A adalah Hermitian.
Ambil sebarang A € SH,

Y11l Qpp Q1n
A= az:l y?zi a2.n
anl an2 ynnl
Sehingga
Yl Qg QAin
a i a
ia=i|® 2 an
anl aTLZ ynnl
[J’niz aot Aqpl ]
- | a1l Yoal? aznl |
| ayi api Yomi2l
Dimisalkan iA = B maka,
—Y11 bz bin
iA=B = b1 =Y byn
bnl an * _ynn
Untuk  membuktikan bahwa iA =B adalah

Hermitian cukup ditunjukan bahwa B = B*, by, =
by , bix. € Re(z)
Dengan mentranspose-konjugatkan matriks B maka

diperoleh :

[—Y11  ba1 bnq 7

BT — by, =y by
L bln b2n _ynn-
[—YV11 D21 bn1

BT — bi; =Yz bn>
L bln b2n _ynn-
T b bu
by, =Y by,
m bZn —Jnn

u ba o bu
by, =Yy by
E E —Ynn

Terlihat bahwa by, € Re(z), dan karena by, = by, ,
maka matriks B* dapat ditulis menjadi

—Y11 bz bin 7
B* = b2:1 _:YZz bzzn - B
bnl bn2 _Zynn-

Karena B = B* maka B adalah Hermitian.

(=)Diketahui A Hermitian .
Akan ditunjukan bahwa iAadalah Skew Hermitian.
Ambil sebarang A € H,

X11 Q12 ain
4= a:21 x?z a?n
. anl an2 xnn
Sehingga
X11 Qg2 Ain
. az1 X2 a,
A =if . . .
anl anz Xnn
X110 Qqpl Ayl
Ayl Xyl Qaypl
anli anZi xnnl
Dimisalkan iA = C maka,
Y11l €12 Cin
, c i Cy
id =C = 2:1 yfz on
C?’ll Cn2 * ynni
Untuk membuktikan bahwa iA = Cadalah Skew
hermitian cukup ditunjukan bahwa C =-C*,

Crt = =Ci » Crc € Im(2)
Untuk matriks C, dengan mentranspose-konjugatkan
matriks Cmaka diperoleh :

(Y11l €21 Cn1 ]
cT = Ciz Yool Cn2
Cin  Con Vanll
[V11l €21 Cn1
_ c l C
T — 12 y.zz 1.12
| Cln C2n Ynnl_
Vi1l €21 Cn1
_ | 612 Y22t Cn2
Cin  Con Ynnl
—Vi11l C21 Cn1
_| 612 Y22l Cn2
Cin  Con —ynni
[ Vi1l —C2q —Cm1
—C* = €12 Y22l Cn2
—Cin  —Con Vanl
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Terlihat bahwa ¢y, € Im(z), dan karena cy; = —Cy,

maka matriks —C* dapat ditulis menjadi

Y11l €12 Cin
€21 Va2l Con

- = : : : =C
Cnl Cn2 ynnl

Karena C = —C*, maka C adalah Skew hermitian.
Dari(<)dan (<) maka sifat 3 terbukti.

Sifat 4

Diberikan A, B matriks Skew Hermitian

a) A + B adalah Skew Hermitian

b) Jika AB = BA (berlaku sifat
ABadalah Skew Hermitian

c) Jikace R,maka cA adalah Skew Hermitian

komutatif) maka

Bukti :

Diketahui A, B adalah matriks Skew Hermitian.

Akan ditunjukan:

a) A + B adalah matriks Skew Hermitian
Ambil sebarang matriks A4, B € SH,,

Dengan,
a1l Ay Bl by bip
A= azy “zzl b21 .3221 ban
An1  QAn2 annl : ﬁnni
Maka
a1l ap Ain P11l biz bin
a Ayl o a b i b
A+B= 2:1 :22 fn + 2:1 ,322 Z:n
An1  QAn2 Annl bpi  bpy Brni
ay i+ Piil a;p+ by Ay + bip
_| Gt by1 gl + Bl azn + ban
an1 + bnl Ap2 + b‘nZ anni + Bnni
Dimisalkan A + B = C maka,
Y11l €12 Cin
c= 02:1 y?zi C%n
Cn1 Cn2 Ynni

Untuk membuktikan bahwa A + B = C adalah Skew
Hermitian, cukup ditunjukan bahwa ¢ = —C*
Dengan mentranspose-konjugatkan matriks C diperoleh:

[V11l €21 Cn1

cT = C12 Va2l Cn2
[ C1n Con ynni

V11l C21 Cn1

_ c l o

T = 12 V?z r}Z
Cln C2n )/nn"_
[Y11l €21 Cn1 ]

| G112 V22l Cn2
Cin Con Ynnll

—Y11l C1 Cn1
| 12 —Y22! Cn2
Cin Con —Ynnl
Y11l —C1 —Cn1
—C* = —Ci2 V22l ~Cn2
—Cin _E Vnni
Karena ¢y, = =Cy. , ¢ € Im(z) maka matriks —C* dapat
ditulis menjadi
Y1l €12 Cin
_cr = | Va2l Con | _ c
Cnl CTlZ ynni

Karna C=-C* , maka A+ B =C adalah Skew

Hermitian

b) Jika AB = BA (berlaku sifat komutatif) maka AB
adalah Skew Hermitian.
Ambil sebarang A,B € SH,

a1l Ay Ain
a21 azzi o aZTl
A= : : . |.B
anl an2 anni
P11l by b1y
by Paat bon
lel bn2 ﬁnni
il agp Qin 1[B11l b1z bin
a oyl A || b i b
AB = 2:1 22 : 2:1 .3?2 2n
An1  Aan2 Apnil L by by Brni
1if1al + -+ aypbpy a11ibip + - + a1 funi
+ aznbny Az1bin + -+ Az Pni

Az i+
anlﬁlli + et annibnl anlbln +-t anni.Bnni
Jika hasil kali ABn x n matriks C, maka

n
Cij = Z aikbkji = 1,2, ...,le = 1,2, W, n

=1

Sehingga Z =1 Qb € C (sifat  tertutup terhadap
pergandaan pada bilangan kompleks).
Dengan cara yang sama diperoleh:
P11t biz bin 1[Y11l @12 Qin
BA = b2.1 ﬁ?zi bZ‘n a%1 y%zi a?n
by by, Bonidln1  Qno Yanl

B11i@1n + -+ + bipQupl
by1a1p + -+ bopapyl

Biiiagii+ -+ bipany
byray1i+ -+ bypan;
bpiagri + -+ Bpplian bp1ain + -+ Bppl@nnl

Jika hasil kali BAn x n matriks D, maka
n

Dij = Zaikbkji = 1, 2, ey

k=1

nj=12,..,n
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Sehingga

Z bixayj € C

(sifat tertutup terhadap pergandaan pada bilangan
kompleks).
Dari kedua hasil kali matriks di atas, elemen-elemen
penyusunnya haruslah merupakan bilangan kompleks
dengan negatif transpose konjugatnya. Untuk sebarang
a;by; € C berlaku:

n

Cij = z Qieby; = aubyj + aibyj + - + Qb

k=1
_ailblj - aizsz -t ainbnj

= =ay;bj; — Az;bj — -+ — Apibjy

= —bj1y; — bjp Ay — =+ — bjnQy;

= (—1)(Ej16_l1i + bjp@y; + -+ + bjpay;)

= (- 1)Zbkakl

Karena AB = BA dlperoleh
l] Zblkak]

Cij = Z Qirby; =
( 1)Zbkak1 - ( 1)Za]kbkl

dari kedua persamaan diatas dlperoleh

n
Z Qiebyj = Z byay; = (—1) z bjr Qi
k=1 k=1

k=1
n
=(-1) Z jk by

=1
Karena elemen-elemen penyusunnya merupakan bilangan
kompleks dengan negatif transpose konjugatnya, maka
AB = BA juga merupakan matriks Skew Hermitian.

¢) Ambil sebarang A € SH,,. dan c skalar

Vi1t Q2 0 Qan
_ |21 Y22t vt Q2n
cA=c| . .
anl anZ ynni
Cyi1l  Caygp Cain
Ca21 Cyzzi CaZn
Can1 Canz Cynni

diperoleh ca;; € C (sifat tertutup terhadap pergandaan
pada bilangan kompleks). Ambil sebarang ca;; € C
karena a;; = —a; makaca;; = —ca;;. Sesuai definisi 1
maka cA € SH,,. m

Sifat 5

Jika A € SH, maka (Ax, y)
(Cnxl_

Bukti :

Ambil sebarang A € SH,,dan x, ye € (C“Xl
a1l Qg Ain
Az Qi v Gp

= (x, ATy) untuk setiapx,y €

A=

An1  Aan2

apl A vt Qp [x1] [

Qz1  Qpl  * Aop [ |Xx2] |V2
(Ax,y) = ( : : . : )

Ap1 Qpo Apnid Xnl n

dllixl + alzxz + A + alnxn y]_
alel + azzixZ + A + aznxn }72
=< ; A7 >

Ap1X1 + ApaXxy + -+ appixpyl [n

= (@110%; + Q%5 + -+ QX)) Yy
+ (alel + azzixz + A
+ aznXxn)y2 + (An1 Xy
+ ApoXy + 0+ annlxn)Yn

= aix1 Y1 + QXY + o+ QX
+ az1x1y, + axixy, +
+ AonXnY2 + An1X1Yn
+ AQpaXo Yy + o0+ annixnyn

= a1l Y + a4y, + ot XYy
+ apxy: + agixgy; +
T ApaXoYp + 0+ QX Y1
+ AppXpyy + 0+ annixnyn

= x1(ay10y1 + a1y, + -+ Ay V)
+ x3(ay1 + iy, +
+ anzyn) +oeet xn(alnyl
+ Ay, + 0+ anniyn)

X171 a1l  ay
_ X3 QAo azzl ‘I ‘
xn aln aZTl cee annl
=(x,ATy)m
KESIMPULAN

Dari hasil pembahasan dan uraian pada bab-bab
sebelumnya maka dapat diambil beberapa kesimpulan
antara lain :

1. Sebuah matriks bujur sangkar merupakan
matriks Skew Hermitian jika setiap elemen-
elemen penyusunnya merupakan bilangan
kompleks beserta transpose konjugatnya dan
matriks tersebut identik dengan negatif matriks
transpose konjugatnya.

2. Beberapa sifat-sifat aljabar matriks yang berlaku
pada matriks Skew Hermitian adalah sebagai
berikut:

(i). Pengurangan suatu matriks kompleks
dengan konjugatnya adalah matriks Skew

Hermitian.
(ii). Suatu matriks  kompleks  merupakan
jumlahan dari matriks Hermitian dan

matriks Skew Hermitian.

(iii). Sebarang matriks Hermitian A jika dan
hanya jika iA adalah Skew Hermitian.

(iv). Berlaku sifat tertutup terhadap penjumlahan
2 matriks Skew Hermitian dan terhadap
pergandaan skalar.
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(v). Jika berlaku sifat komutatif pada
pergandaan matriks (AB = BA) maka AB
adalah matriks Skew Hermitian.

(vi). Himpunan  matriks Skew  Hermitian
merupakan ruang vektor R.

(vii).Untuk sebarang matriks Skew Hermitian
berlaku {(Ax,y) = (x,ATy) untuk semua
x,y € C™1,
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