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Abstrak

Distribusi Gamma merupakan salah satu distribusi peubah acak kontinu dengan parameter skala « >0 dan
parameter bentuk S >0dimana o, adalah bilangan riil positif. Pada kondisi tertentu distribusi Gamma
membentuk distribusi-distribusi kontinu yang lain yang kemudian disebut kejadian khusus distribusi Gamma. Oleh
sebab itu, penelitian ini dilakukan untuk mengetahui sifat-sifat distribusi Gamma dan karakteristik dari kejadian
khusus distribusi Gamma dengan cara analisa teori yang diperoleh dari berbagai literatur. Pembahasan distribusi
Gamma meliputi nilai harapan, variansi, fungsi pembangkit momen, fungsi karakteristik, dan estimasi parameter
distribusi Gamma dengan metode momen sehingga diperoleh bahwa kejadian-kejadian khusus distribusi Gamma
yaitu distribusi Erlang, eksponensial, chi-kuadrat, dan beta.

Kata Kunci : Distribusi Gamma, Sifat-sifat Distribusi Gamma, Kejadian Khusus Distribusi Gamma

Abstract

The gamma distribution is one of special continuous random variable distribution with scale parameter « >0 and
shape parameter >0 where «, § is positive real numbers. On some conditions the gamma distribution astablishes
other continuous distributions which are then called special cases of the gamma distribution. Therefore, this study was
conducted to determine the properties of gamma distribution and the characteristics of the special cases of gamma
distribution by analyzed the theories from literatures. The properties of gamma distribution include expectation value,
variance, moment generating function, characteristic function, and estimation of gamma distribution parameters with
the moment method to earn the special cases of the gamma distribution are Erlang, exponential, chi-square, and beta
distributions.
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1. PENDAHULUAN

Dalam teori peluang dan statistika distribusi peluang merupakan suatu pola yang menunjukkan
besarnya peluang yang dapat diperoleh dari suatu percobaan acak. Hasil yang diperoleh pada percobaan acak
tersebut merupakan suatu peubah acak yang dapat diartikan sebagai suatu fungsi dengan ruang sampel
sebagai domain dan kodomainnya ialah himpunan bilangan riil. Pada suatu percobaan acak dengan ruang
sampel S, suatu fungsi X yang mengawankan setiap s S dengan tepat satu bilangan X (s)= x disebut peubah

acak][8].

Suatu distribusi ditandai dengan adanya fungsi densitas yaitu suatu konsep dasar dalam statistika yang
berfungsi sebagai penentu besarnya nilai peluang dalam suatu selang. Fungsi gamma merupakan salah satu
komponen di dalam berbagai fungsi distribusi peluang yang teraplikasikan dalam teori peluang, statistika,
dan kombinatorik [4]. Fungsi gamma diperkenalkan pertama kali oleh seorang matematikawan Swiss
bernama Leonhard Euler (1707-1783) sebagai bentuk generalisasi faktorial untuk bilangan tak bulat [5].
Fungsi gamma dikenal sebagai integral Euler jenis kedua yang terdefinisi untuk suatu bilangan kompleks z
dengan bagian riil yang positif. Hal ini memungkinkan nilai fungsi gamma dapat ditentukan untuk suatu
bilangan riil positif yang tak bulat [4].

Salah satu distribusi peluang yang terkenal dalam teori antrian dan reliabiliatas adalah distribusi
Gamma, yaitu suatu distribusi peluang kontinu yang dinamai berdasarkan fungsi gamma pada fungsi
densitasnya [2]. Distribusi Gamma adalah distribusi kontinu dengan dua parameter «, # yang mempengaruhi
bentuk distribusi Gamma. Hal tersebut menunjukkan bahwa bentuk suatu distribusi tidak hanya ditentukan
oleh peubah acak saja tetapi juga oleh parameternya. Pengaruh parameter «, # pada distribusi Gamma dapat
dilihat dari perubahan yang terjadi pada distribusi Gamma. Jika parameter distribusi Gamma diberikan suatu
nilai atau syarat, maka distribusi Gamma akan membentuk distribusi peluang kontinu yang lain. Distribusi-
distribusi yang terbentuk dari distribusi Gamma antara lain distribusi Erlang, eksponensial dan chi-kuadrat
[6]. Selain itu, distribusi Beta juga merupakan distribusi yang dapat diperoleh dari distribusi Gamma [8].
Distribusi-distribusi ini kemudian disebut kejadian khusus distribusi Gamma atau keluarga distribusi Gamma.

Penelitian ini dilakukan untuk mengkaji tentang sifat-sifat dan kejadian khusus distribusi Gamma serta
menemukan keterkaitan antara distribsui gamma dengan kejadian khususnya. Diharapkan penelitian ini dapat
memberi suatu kajian teoritis tentang sifat-sifat dan kejadian khusus distribui gamma.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan dengan metode studi literatur yaitu dengan mempelajari literatur yang
berkaitan dengan sifat-sifat dan kejadian khusus distribusi Gamma. Penelitian dimulai dengan menentukan
topik dan judul penelitian yang diikuti dengan pengumpulan sumber pustaka. Kemudian dilanjutkan dengan
mempelajari sifat-sifat dan kejadian khusus distribusi Gamma dan menambahkan grafik untuk masing-
masing distribusi menggunakan program Matlab. Penelitian ini diakhiri dengan penarikan kesimpulan
berdasarkan hasil penelitian.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Distribusi Gamma

Suatu peubah acak kontinu X dikatakan berdistribusi Gamma apabila untuk parameter « dan S yang
positif (ditulis X ~ GAM (, ), peubah acak kontinu X memiliki fungsi densitas peluang (fdp) yang
berbentuk

X

L e 0<X<oo 1)

fca B)=1 oA (p)

0 , X lainnya

Distribusi Gamma memiliki fungsi densitas kumulatif (fdk) sebagai berikut:
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Gambar 1. Grafik fdp distribusi gamma Gambar 2. Grafik fdvk distribusi gamma

Pada Gambar 1 terlihat pengaruh parameter g terhadap bentuk kurva fdp distribusi Gamma, yakni
semakin kecil nilai # maka titik puncak kurva semakin tinggi. Sedangkan Gambar 2 terlihat pengaruh

parameter « terhadap bentuk kurva fdk distribusi Gamma, yaitu semakin kecil nilai @ maka kurva akan
semakin melengkung dan terbuka ke arah dalam. Hal ini menunjukkan bawha distribusi Gamma adalah
distribusi yang positif.

3.2. Sifat-sifat distribusi Gamma
Sifat-sifat distribusi Gamma antara lain sebagai berikut:

a. Nilai Harapan dan Variansi

Nilai harapan untuk X, X 2 dan X * dari distribusi Gamma berturut-turut adalah sebagai berikut

E[x]= [xf(x)dx

—00

o0
0

misalkan u = X maka diperoleh x = au dan dx = adu sehingga
(24

E[X]:Z}aﬂi’-‘(ﬁ) (au)ﬂ e Yodu

0

_ J~ aﬂa
0a’T(p)
=af n 4

ufetdu
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misalkan u = X maka diperoleh x = au dan dx = adu sehingga
o

E[Xz]:(za%(m(au)ﬂ”e‘“adu

:T aPa
0a”T(B)
o2

" VY

=a’p? +a?p | (5)

ufeVdu

Selanjutnya berdasarkan Persamaan (4) dan Persamaan (5) diperoleh nilai variansi distribusi Gamma sebagai
berikut:

Var(X )= E[X 2]— (E[X]?
—a’p n

Beriktunya akan ditentukan nilai dari E[X"]. Nilai ini ada untuk memberikan bentuk umum nilai harapan

X ¥ untuk sebarang k yang positif, sehingga penentuan nilai harapan X ¥ akan lebih mudah dilakukan tanpa
harus melalui proses integral yang panjang.

E[X k]= Txk f (x)dlx

_ k1 Ty
_gx aﬁr(ﬁ)x e «dx

misalkan u = X maka diperoleh X = au dan dx = adu sehingga
o

ko7 1 k+B-1 -
E[X ] Iaﬁr(ﬂ)(au) eV adu
_°°01k+ﬂ_10! K+ -1, U
_g—aﬂr(ﬂ)u e "du
k
:%g(kw—nr(ﬂ)
~a [k p-n(s) ©

b. Fungsi Pembangkit Momen dan Fungsi Karakteristik

Teorema 1. Misalkan X ~GAM (a, ). Fungsi pembangkit momen untuk distribusi Gamma adalah
M, (t)=(-at)™”.
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Bukti:
M (t)=Ele® ]

misalkan u = (1 —th maka diperoleh x = 4 dan dx= _du sehingga
(04

p-1
© 1 u —y du
M, (t)= U e
” oaﬂr(ﬂ) i—t l—t
o a
= L fuf e du
o) ¢
a’T(p) = -t
a
—(1—at)ﬁ |

Teorema 2. Misalkan X ~GAM (e, ). Fungsi Kkarakteristik untuk distribusi
8. (t)=(-ait)”.

Bukti. Pembuktian Teorema 2 analog dengan pembuktian Teorema 1.
c. Estimasi Parameter dengan Metode Momen

Langkah 1. Menentukan momen pertama berdasarkan Persamaan (4)

My =y
1n
aff == X
Nia
1 n
_NiE
B

Langkah 2. Menentukan momen kedua berdasarkan Persamaan (5)
Hy =My
2,2, 2, 13 5
a ﬁ +a ,B——in
Nia

dengan mensubtitusikan Persamaan (9) ke Persamaan (10) maka diperoleh

dengan mensubtitusikan Persamaan (11) ke Persamaan (9) maka diperoleh

51

(8)

Gamma adalah

9)

(10)

(11)



52 Royke. et. al. Sifat-Sifat dan Kejadian Khusus Distribusi Gamma .....

Boi[3s)

b= o = n (12)
23,
N

Langkah 3. Menentukan momen ke-k berdasarkan Persamaan (6)

My =My
k

LYt =at [T+ p-nir(p) (13

n=1

Hasil estimasi diatas dapat disebut sebagai estimator yang baik apabila memenuhi sifat tak bias,
efisien, dan konsisten.

1. Tak Bias

Berdasarkan Persamaan (4) diketahui E[X]:aﬁ sehingga E[X]zd[?:aﬂ. Jadi o},[?adalah
estimator tak bias untuk .

2. Efisien

Berdasarkan rumus efisiensi relatif

var(X,) _ éip
R= _h
var(X,) 424,

diperoleh Jika R >1 maka &7/, > &2 . Artinya Var(X, )>Var(X ) sehingga penduga &, /3, lebih

efisien dibandingkan dengan &,,32.
3. Konsisten

A 2
Suatu penduga atau estimator disebut sebagai penduga yang konsisten apabila E[@— E[H]] —0
untuk n— oo, sehingga untuk peubah acak X yang berdistribusi Gamma dengan parameter «, S

tidak diketahui, dapat ditulis E[dﬁ—E[aﬂ]]z —0 untuk n—oo. Karena E[dﬁ—E[aﬂ]]z akan

mendekati nol untuk n menuju tak hingga maka nilai dari lim E[o?[?— E[oc,B]]2 =0. Oleh sebab itu,
nN—o0

a,B disebut penduga yang konsisten untuk «, 5.

Karena hasil estimasi distribusi Gamma memenuhi sifat tak bias, efisien, dan konsisten maka hasil
estimasi di atas dapat disebut sebagai estimator yang baik.

3.3. Kejadian-kejadian Khusus Distribusi Gamma

Kejadian khusus distribusi Gamma adalah distribusi-distribusi yang terbentuk akibat perubahan yang
terjadi pada parameter distribusi Gamma. Kejadian khusus distribusi Gamma antara lain, sebagai berikut:

a. Distribusi Erlang

Distribusi Erlang ialah kondisi khusus distribusi Gamma yaitu ketika parameter S pada distribubsi
gamma hanya boleh bilangan bulat positif. Hal ini mengakibatkan distribusi Erlang memiliki sifat —sifat yang
sama persis dengan distribusi Gamma. Karena kedekatannya, kurva distribusi Erlang juga mengikut kurva
distribus gamma yang dapat terlihat pada Gambar 3. Pada gambar, distribusi Erlang terlihat mengikuti bentuk
distribuis chi-kuadrat pada saat f (x;1,2). Kondisi ini menunjukkan adanya hubungan antara distribusi Erlang
dan chi-kuadrat.
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Gambar 3. Grafik fdp distribusi Erlang

b. Distribusi Eksponensial

Suatu peubah acak kontinu X yang berdistribusi Eksponensial ditulis X ~ EXP(a). Distribusi
Eksponensial sendiri merupakan kejadian khusus distribusi Gamma dengan parameter £ =1, oleh sebab itu
berdasarkan Persamaan (1) maka fdp distribusi Eksponensial adalah

X

1. i
f(x,a)= ;e ,a positif ;0 < x <o (1)
0 , X lainnya

Karena distribusi Eksponensial ialah kejadian khusus distribusi Gamma dengan parameter S =1, maka
berdasarkan Persamaan (4), Persamaan (5), Persamaan (6) dan Persamaan (7) diperoleh

E[X]=«a

E|x?]=242
k
E[X*]=a*]Jk+1-n
=1

Var(X)=a?

Kemudian, berdasarkan Teorema 1 dan Teorema 2, maka fungsi pembangkit momen dan fungsi karakteristik
distribusi Eksponensial adalah M, (t)=(1-ot)™ dan ¢, (t)=(1- ait)™.

Gambar 4 adalah contoh kurva dari fdp distribusi Eksponensial. Gambar ini menunjukkan sifat
eksponensial yang nilainya mendekati nol tapi tidak akan pernah sama dengan no. Terlihat pada gambar di
bawah kurva distribusi Eksponensial saling berpotongan di satu titik pada « >3. Hal ini berarti pada satu

titik x, untuk sebarang « >3 diperoleh nilai distribusi Eksponensial yang sama. Kurva f(x,l) adalah kurva
fungsi eksponensial.
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fix,1)| |
fix,2)
-fix,3)| |
fix,4)
fx.5)| 1
f(x,6)

X

Gambar 4. Grafik fdp distribusi Eksponensial

c. Distribusi Chi-Kuadrat
Distribusi Chi-Kuadrat adalah distribusi Gamma dengan parameter « =2 dan ﬂz% dimana v

bilangan asli.Distribusi Chi-Kuadrat memiliki parameter tunggal v yang disebut derajat bebas. Suatu peubah
acak X yang berdistribusi Chi-Kuadrat (ditulis : X ~ Zz(v)) memiliki fdp sebagai berikut

1
. X2 e?2 0<X<wo
f(xv)=1202p( Y (15)

0 , X lainnya

Karena distribusi Chi-Kuadrat ialah kejadian khusus distribusi Gamma dengan « =2 dan ,[3=X maka

berdasarkan Persamaan (4), (5), (6), dan (7) diperoleh:
E[X]=v

E[Xz]zv2 +2V

E[xk]zzkﬁml—n
n=1 2

Var(X)=2v

Berdasarkan Teorema 1 dan Teorema 2 maka fungsi pembangkit momen dan fungsi karakteristik untuk

distribusi Chi-Kuadrat adalah M., (t)=(L— 2t)2 dan g, (t)= (L 2it).
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Gambar 5. Grafik fdp distribusi Chi-Kuadrat untuk v ganjil Gambar 6. Grafik fdp distribusi Chi-Kuadrat untuk v genap

Pada gambar di bawah ini, menunjukkan bahwa pada dasarnya grafik distribusi Chi-Kuadrat
bergantung pada derajat bebas v. Pada Gambar 5 dan Gambar 6 terlihat bahwa pada v >3 distribusi Chi-
Kuadrat mendekati distribusi normal dan mendekati distribusi Eksponensial pada v = 2. Sedangkan pada saat
v =1, distribusi Chi-Kuadrat disebut berdistribusi normal kuadrat standar.

d. Distribusi Beta

Misalkan X suatu peubah acak kontinu. X dikatakan berdistribusi Beta (ditulis : X ~ BETA(a, B))
apabila memiliki fdp berbentuk

—F(OhLﬂ) x“11-xP* L 0<x<1

f(x:a B)=1T(a)r(8) (16)
0 , X lainnya
3.5
fix:1,2)
3F f(x:2,3)| 4
fix:3.4)
fix:4,5)
251 f1x:5,6)|
f(x:6,7)
) 2 f(x;7.8) | 4
'§1.5-
M
05

0 L " L L L L h X
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

X

Gambar 5. Grafik fdp distribusi Beta

Gambar 7 menunjukkan grafik distribusi Beta yang dipengaruhi dua parameter «, £ . Terlihat bahwa
semakin besar nilai o, f maka kurva distribusi Beta akan semakin ramping dan titik puncak kurva semakin
tinggi. Kejadian khusus distribusi Beta pada f(x;1,2) dimana distribusi Beta membentuk persamaan garis
lurus.

Keterkaitan antara distribusi Gamma dan distribusi Beta dijelaskan di bawah ini.
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Misalkan X, ~GAM (L&) dan X, ~GAM (L g) dimana X,, X, saling bebas. Berdasarkan Persamaan (1)
maka fdp bersama untuk X, X, ialah

1 a-1y, f-1,—(x+x
h(xl’xz)zmxl txfte-bune) (7)

Xy

Dengan menggunakan transformasi Y; = X, + X, dan Y, =

X T X, maka X, =Y,Y, dan X, =Y,(1-Y,),
sehingga diperoleh nilai Jacobian J

Y;. Selanjutnya berdasarkan transformasi beberapa peubah acak
diperoleh fdp bersama untuk Y;,Y, yaitu

afll_ a-1 wipd
g(yl’yz):b (L-y,) yehlg v

M) () (49)

Berdasarkan Persamaan (18) maka diperoleh fdp marginal masing-masing untuk Y; dan Y, berturut-turut

0:(v2)= [9(yz. vz )y,

—00

w1 51
Yo (1—)/2) a+p-1 -y
— (22 _“Y2) d
R
yla+ﬁfle_yl

T T p) 9

95(v2)= [a(y1, v>)dyy
_w yg_l(l_yZ)ﬂ_l a+p-1.-y1
gy
Ta+p) o

“Tarip)t Y @

Berdasarkan Persamaan (19) dan Persamaan (20) dapat diketahui bahwa Y, ~GAM (1,a+ ,B)dan
Y, ~ BETA(a, ).

Berikut ini secara berurutan adalah nilai harapan untuk X, X 2 X K distribusi Beta, yaitu

E[x]= Dfxf (x)dx

—00

- B((j, ﬁ)zx“(l— x)P " dx
:aiﬂ » (22)
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_ a(a+1)
(a+ B+ a+p)

(23)

E[Xk]z Txk f (x)dx

—00

—_

B(a, B)

_Tla+ ) +k)r(s)
(e)0(8) (e + B +k)

_ ax(a+1)x---x(a+k-1)
(a+B)x(a+p+1)x---x(a+p+k-1)

zn:oa+,B+n . (24)

Selanjutnya berdasarkan Persamaan (22) dan (23) maka variansi untuk distribusi Beta adalah sebagai berikut:

Var(X E[x ] (E[X])?

- ap (25)
(o + p+1)a + p)

Teorema 3. Suatu peubah acak X berdistribusi Beta dengan fdp f(x). Fungsi pembangkit momen untuk
distribusi Beta diberikan oleh:

t“Bla+k,p) , =tikd gin

K B(ap) +|§1ﬁnzoa+ﬂ+n

O
Bukti.

Teorema 4. Suatu peubah acak X berdistribusi Beta dengan fdp f(x). Fungsi karakteristik untuk distribusi
Beta diberikan oleh

_°°itk (a+k,8) wﬁkl a+n
¢X(t)_k§o ki Bla,p) kzlkl nHoa+ﬂ+n

Bukti. Pembuktian Teorema 4 analog dengan pembuktian Teorema 3.
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4. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh maka dapat disimpulkan bahwa keterkaitan distribusi Gamma

dengan kejadian khususnya adalah:

a.

Distribusi Erlang adalah distribusi Gamma dengan syarat khusus yaitu parameter £ hanya boleh

bilangan bulat positif
Distribusi Eksponensial adalah distribusi Gamma dengan parameter S=1.

Distribusi Chi-Kuadrat adalah distribusi Gamma dengan parameter & =2dan g = % dimanav bilangan

asli. Distribusi Chi-Kuadrat memiliki parameter tunggal v yang disebut derajat bebas
Distribusi Beta adalah disttribusi kontinu yang dapat dibangun dari dua pubah acak kontinu

X, ~GAM(L,z) dan X, ~GAM(L §) yang membentuky =X—1Xsehingga Y disebut
1+t A2
berdistribusi Beta dengan parameter (o, 3).
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