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ABSTRAK

Dalam penelitian ini adalah berbicara tentang Distribusi, khususnya distribusi Kontinu.
Dimana akan dicari komulan dari distribusi kontinu khususnya distribusi normal dan
distribusi uniform, kemudian setelah mendapat komulan dari masing-masing distribusi,
kemudian komulan dari kedua distribusi akan dibandingkan.

Kata kunci: Distribusi, Distribusi Kontinu,
Komulan.
PENDAHULUAN

Peluang (probabilitas) berawal dari sebuah perjudian
yang dilakukan oleh matematikawan dan fisikawan Italy,
yaitu Girolamo Cardan (1501 — 1576) yang ditulis dalam
bukunya yang berjudul Liber de Ludo Aleae (Book On
Games Of Changes) pada tahun 1565 yang banyak
membahas tentang masalah perjudian. Peluang kemudian
dibahas oleh para ahli hingga sekarang.

Distribusi normal adalah karya dari Abraham de
Moivre yang diperkenalkan pertama kali pada tahun 1737,
kemudian ditulis ulang pada tahun 1738 dengan judul The
Doctrime Of Chances yang membahas tentang
pendekatan distribusi binomial untuk n yang besar,
kemudian dilanjutkan oleh Laplace dalam bukunya yang
berjudul Analytical Theory Of Probability pada tahun
1812, yang sekarang dikenal dengan Teorema De
Moivre—Laplace.

Berbeda dengan peluang yang berawal dari
perjudian, statistika sendiri berawal dari kegiatan
pengumpulan data yang dilakukan oleh John Grannt di
Eropa pada tahun 1662, hal ini merupakan awal
munculnya Statistika Deskriptif. Pada awal abad ke-19
diperkenalkan arti dari Statistika yakni ilmu mengenai
pengumpulan dan Klasifikasi data. Nama dan arti
Statistika pertama kali diperkenalkan dalam bahasa
Inggris oleh Sir John Sinclair, yang kemudian muncullah
jenis-jenis distribusi yang lain yang salah satunya adalah

Distribusi Normal, Distribusi Uniform,

distribusi uniform yang merupakan salah satu distribusi
dengan bentuk distribusi diskrit maupun kontinu.

Dalam statistik, distribusi chi square termasuk dalam
statistik nonparametrik. Distribusi nonparametrik adalah
distribusi  dimana besaran-besaran populasi tidak
diketahui. Distribusi ini sangat bermanfaat dalam
melakukan analisis statistik jika kita tidak memiliki
informasi tentang populasi atau jika asumsi-asumsi yang
dipersyaratkan untuk penggunaan statistik parametrik
tidak terpenuhi. Sedangkan distribusi Normal adalah
distribusi probabilitas yang paling banyak digunakan
dalam berbagai analisis statistika, distribusi ini juga
dijuluki kurva lonceng.

Distribusi normal dan distribusi uniform kerap
digunakan dalam aplikasi-aplikasi statistik di dalam
kehidupan sehari-hari. Dalam aplikasinya harus
memenuhi ketentuan-ketentuan tertentu untuk
menentukan jenis distribusi yang dipakai. Perbedaan
antara distribusi normal dan distribusi uniform membuat
tertarik peneliti untuk mengangkat masalah ini dalam
penelitian dengan judul “Analisis Perbandingan Komulan
Terhadap beberapa Distribusi Kontinu”.

TINJAUAN PUSTAKA
Istilah statistika awalnya berarti sekumpulan

bilangan. Dewasa ini statistika merupakan istilah yang
luas, yang keluasannya akan sulit dibayangkan oleh para
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perumus istilah. Kumpulan bilangan yang asli sekarang
disebut data dan statistika berarti ilmu pengambilan
keputusan (Dudewicz 1995).

Dalam ilmu statistika matematika, teori peluang
(probability theory) merupakan dasar dan pengantar untuk
penyusunan statistika lebih jauh, dimana dipakai pada
penentuan selang untuk distribusi peluang yang terbagi
atas distribusi peluang diskrit dan distribusi peluang
kontinu (Bain 1991).

Dalam penelitian ini lebih ditekankan pada distribusi
peluang kontinu khususnya pada distribusi normal dan
distribusi Chi Square.

1. Deret Taylor

Bentuk umum:
f) = fCz 0)+f(°)+f 2(”

(z — 2p)?
f”'( Zo)

(z—z)* +

2. Deret Mclaurin

Deret Mclaurin merupakan deret taylor dengan z, =0.
Bentuk umum deret Mclaurin:

f”( ) [ (z)
f(2) = f@) + f 2z + =22 + 222 +

3. Fungsi Distribusi

Definisi 1

Jika himpunan semua kemungkinan nilai peubah acak x
adalah himpunan hingga X, X,,...,X, atau tak hingga

X, X,,... Maka x, disebut peubah acak deret, fungsi
f(X)=P(X =X), Xx=X,%,%...

untuk setiap himpunan nilai X, yang akan disebut fungsi
distribusi peluang.

yang dianggap peluang

Teorema 1
Suatu fungsi P(X) adalah suatu fungsi peluang jika dan

hanya jika memenuhi sifat-sifat berikut :
1. 0<P(X)<1,untuk semua x e X

iP(Xi) =1, P(X)=0, jika Vxg(x,X,,...)

Definisi 2

Bila X suatu peubah acak,

didefinisikan sebagai :
F(x)=P(X <x), untuk semuax.

fungsi distribusinya

Teorema 2
Bila X suatu peubah acak, maka fungsi distribusi
khususnya F(x), mempunyai sifat sebagai berikut :

1. F(x) tidak turun yaitu F(x) < F(y), bila x<y
2. F(~w)=lim F(x)=0 dan F(+e0)= lim F(x)=1
karena P(X < o) =1 jadi P(X < o0)=1
3. F(x) kontinu dari kanan yaitu:
LE@F(XJFh): F(x),Vx

3.1. Distribusi Normal

Distribusi normal sering disebut juga dengan distribusi
Gauss, inilah distribusi peluang kontinu yang terpenting
dan paling banyak digunakan. Grafiknya disebut kurva
normal, berbentuk seperti lonceng. Pada tahun 1733, De
Moivre menemukan persamaan matematika untuk kurva
normal yang menjadi dasar dalam banyak teori statistika
induktif.

Definisi 3
Suatu peubah acak x berdistribusi normal z dengan rata-
rata u dan variansi o2 mempunyai fungsi densitas:

f(x) = e_21(xa'u)
dimana —oo < X < o
Distribusi normal dilambangkan dengan X~ N(u,c?),

dimana nilai dari distribusi normal z ditentukan oleh:
XxX—u

oV2m

7z =

o
Dengan mentransformasikan fungsi densitas terhadap z
diperoleh fungsi densitas yang berbentuk:
1 -1 2
— (%)
Z) =—e?2
&=

Untuk z dalam daerah —co < z < 0

Berkaitan dengan sifat yang berlaku untuk sebuah fungsi
densitas, dalam distribusi normal berlaku pula:

—1(x W

a)dx=1

I) f—OOJ\/_TL'
i) Pa<Xx<b)=/["

—1(x—u 2

J)dx

L 0’\/27‘[

3.2. Distribusi Uniform

Definisi 4

Jika x peubah acak yang berdistribusi uniform, jika hanya
jika x mempunyai fungsi densitas sebagai berikut:

1
FOcab) = - ,untuka <x <b

0 ,untuk x yang lain
Dimana —o < X < o
Distribusi uniform dilambangkan dengan

X~ UNIF (a,b)

4. Mean Dan Variansi

Definisi 5

Jika X peubah acak kontinu dengan fungsi distribusi F(x),
maka nilai harapan (mean) dari X diperoleh :

X):TXP(X dx

Teorema 3
Jika X peubah acak dengan fungsi distribusi P(X) dan g(x)
adalah fungsi bernilai real, maka

=Tg(x)P X )dx

Definisi 6
Misalkan X peubah acak kontinu dengan fungsi distribusi
P(X) maka momen ke-k dari X didefinisikan sebagai,

:Tka(X dx
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Definisi 7
Misalkan X peubah acak kontinu dengan fungsi distribusi
P(X) maka momen pusat ke-k dari X didefinisikan
sebagai :

M, =E(X —E(X)) =

(X —E(X)) P(X)dx

g'—.s

Teorema 4
Jika ¢ suatu konstanta dan g(x) dan h(x) nilai harapannya
ada maka

1. E(c)=
2. E(ca(x)=cE(a(x)
5 E(g(x)+h(x))=E(g(x))+E(n(x)

Definisi 8
Variansi dari peubah acak X didefinisikan sebagai
Var (X )=E(X - E(X))*

Teorema 5
Jika X peubah acak dan nilai harapannya ada maka

Var (X)=E(X*)~(E(X))"

Teorema 6
Jika a, b konstanta-konstanta, maka

1. var(a)=0
2. Var(ax)=a'Var(X)
3. Var(aX +b)=a*Var(X)

5. Fungsi Pembangkit Momen
Definisi 9
Jika X peubah acak diskrit maka momen ke-t

M, (t)=E(e")= j (X*P)dx

—o0

disebut fungsi pembangkit momen dari X, jika nilai
harapannya ada untuk semua nilai t pada interval —h<t<h
danh>0.

Teorema 7

Jika fungsi pembangkit momen Mx(t) dari peubah acak

X ada untuk |t|< h dan h >0, maka

E(x ") ada
Dan
k
E(x k):dek(t)
at* |,
Teorema 8
Jika a, b sebagai konstanta dan Y =aX +b, maka
M, (t)=e"M,(at)

6. Fungsi Karakteristik

Definisi 10

Fungsi karakteristik dari peubah acak disebut X dan
didefinisikan sebagai berikut

4,()=E(e")
=E(costX )+i E(sintX )

:jcostxP(X)dx+i .[sintxP(X)dx

untuk semua t

Teorema 9
1. Fungsi konstanta peubah acak X selalu ada

2. ¢,(0)=1 g, (t)=p,(-1)
3.| g, (t)| <1, untuk semua t

Teorema 10
Untuk sembarang konstanta a dan b berlaku
ib
q)(ax+b)( ) el tgox (at)
7. Komulan
Definisi 11

Untuk suatu peubah acak X dengan fungsi ¢,, maka
komulan ke-j ditulis K, dan X, didefinisikan sebagai

o\
koefisien dari m dengan ekspansi Taylor dari deret
j!
pangkat
log(g, (1))

dimana

K, (it)

?, (t):exp(Kl(it)+ 1

K. (it)’
log (¢, (t))zz(; J§| :
j> :
dengan menggunakan deret pangkat exp (x) dimana :
x =it X
maka didapatkan

o, (t)=E(exp(it X))
Cefyai L GEX)?
_E(lﬂtx +T+...J

=1+E(X) |t+( Xlt

1+Z( ) )J

Jadi didapat

log (g, (t )_Iog[1+§ ( ) )JJ

dengan menggunakan persamaan Taylor, maka deret
log(1+X),
yaitu:
log (L+ X) :Z%(—l)k”xk
k>0
maka dengan mengambil

w3 EDCJi)” (XJ)(ut

>0
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didapatkan kesamaan

oate 0)- 52 S ERCI) ]

k>0 j>0

Dari Definisi 11, maka komulan dapat diturunkan
dengan menyatakan koefisien persamaan berikut masing-
masing untuk j=1,2,...dant=0

ZKj(it)j _y kk”{z E(X )(ut }

o M k>0 >0

HASIL DAN PEMBAHASAN

Hubungan Antara Komulan dan Momen Suatu
Fungsi Distribusi

Komulan dari suatu peubah acak x pada suatu fungsi
distribusi memiliki hubungan dengan momen dari fungsi
distribusi tersebut. Hubungan ini dapat dilihat pada
Lemma 1. dan Lemma 2.

Lemma 1

1) K, =E(X

2) K,=E(X?)- E(X))2

3) K, =E(X*)-3E(X)E(X?)+2(E(X))’

9 K,=E(x*)-48(x)E(x")-3(E(x"))
+12E(x )(E(X)) -6E(X*)

Bukti

Dengan menggunakan Definisi 10 dan dengan

menggunakan koefisien persamaan komulan, masing-
masing j=1,2,3,... dant =0, diperoleh:

> 5 g S E I

j>0 J k>0 j>0

Untuk j=1

<it) =3 EU ey

=E(X)ﬁﬂ—%(E(Xﬁtf+“

1

K, =E(X)—E(E(x)z it)+...

K,=E(X)m, untukt=0

1

Untuk j=2
K, ;(It) g(;(_t)kﬂ {E(X)itJr E(X;XIt)Z}

:[E(x)quE(%z(it)zJ—
;pax»m ¥+ E(E(X? Xit) (( X”jq+m

K,=E(X?)-(E(X)) m, untuk t=0

Untuk j=3

3!

K,=E(X?)-3E(X)E(X?)+2(E(X)) m,
untuk t=0
Dengan cara yang sama diperoleh k = 4 dan seterusnya.

f{E(x)mE(xz)(“) +E(X3)(it)3}+
3 )

Lemma 2
L E(X)=K,
2. E(xZ =K, +K?

K, +3K,K, + K}
s K2 +4K K, +6K K, +K*

)
E(X?)=
Bk( )=k

2.

): K, (pembuktiannya jelas);
E 2
3. E

E

) K, +K;? (pembuktiannya jelas);

(X
(X
(X?)=K,+K/?
(X%) =K, +3E(X)E(X?)-2[E(X)]’

=K, +3K, (K, +K,*) - 2K}
E(X®)=K,+3KK, +K?

4. Dengan cara yang sama pada bagian sebelumnya
maka dapat dibuktikan bagian 4.m

Dari Lemma 1 dan Lemma 2, maka diperoleh

hubungan antara komulan dan momen sebagai berikut :
Kk

E(X*)=M, =Z(k_1]|v| ik,

j=i j-1

4.2. Komulan dari Distribusi Normal
Untuk menentukan komulan ke-n dari distribusi
normal, terlebih dahulu harus dihitung setiap momen

E(x j) distribusi tersebut untuk j = 1,2, .... Berikut akan

dihitung komulan dari distribusi normal untuk j = 1 dan
J = 2 berlaku seterusnya untuk setiap j.

Wattimena | Lekatompessy
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[ee]

Diberikan peubah acak x dengan X~N(u,c?)

berdasarkan Definisi 3 diperoleh fungsi densitas EX) = f(o-z + o (z)dz
— —uN\2
o) = LAY .
oV2an
untuk x dalam daerah —oo < x < co. Untuk nilai = f ozp(z)dz + f uo(z)dz
distribusi normal z —o “o
_x-m
Z= o =0 fz¢(z)dz+u fq,’)(z)dz
dapat dibentuk suatu fungsi karakteristik o -
1 2 =0.0+p1
qb(z)—ﬁe z,dan —o <z < o, —0+p
Dapat dilihat fungsi karakteristik ¢(z) merupakan fungsi =pu
genap dengan b 1 _1(x_#)2
1 22 1 _Z2 E(X?) = fo ez\ o /) dx
— = —0e 2 = —=e 2 =
() == wor $(2) )7 ovam
berdasarkan bentuk ini diperoleh °
$'(2) = ~2(2) = [z + w2z
¢"(2) = (2> - D)¢p(2) oo
Selanjutnya dapat dihitung nilai E(Z) dan E(Z?) untuk @
kemudian dapat memudahkan dalam perhitungan momen = f(crzz2 + 20uz + u?)P(z)dz
distribusi normal. o
E(Z) = f z¢p(z)dz = f 02z?¢p(z)dz + f 20uzp(z)dz
- [ ~2p@az + [ woa
= - f(—zdb(z))dz = ¢? fzz¢(z)dz+20u fzq’)(z)dz
= - f ¢'(z)dz + p? f ¢ (2)dz
= —$(2)|%, = 0?1+ 2000+ 2.1
= —¢() — (—¢p(—)) =o%+u?
= —¢p(c0) — (—¢(0)) Berdasarkan Lemma 1 maka:
=0 Untuk j =1
‘ K,=E(X)=u
2y — 2
E@% = fz ¢(2)dz Untuk j = 2
s K, =E(X*)-(E(X))
— 2 _
- [ @ - v+ Doz (it + %)~ ()
- » :'uz e _,UZ
- [ -1p@adz+ [ sz _o?

( " i 4.3. Komulan dari Distribusi Uniform
= f‘b (z)dz + f‘MZ)dZ Untuk menentukan komulan ke-n dari distribusi
—%® - uniform, terlebih dahulu harus dihitung setiap momen

i g)_f_zil‘“’ +1 E(xj) distribusi tersebut untuk j = 1,2, .... Berikut akan
=1 dihitung komulan dari distribusi uniform untuk j =1 dan
Untuk j = 1,2 J = 2 berlaku seterusnya untuk setiap j.
2 1 —1/x-m2 Diberikan peubah acak x dengan X~UNIF(a,b)
EX) = f x eT(T) dx berdasarkan Definisi 4 diperoleh fungsi densitas
Joo 2m 1
dengan mentransformasikan nilai z terhadap x diperoleh f;ab)={b—a Juntuka Sx <b
xX=0z+u o0, untuk x yang lain
dan Untuk j = 1,2
dx = odz ) 1
x E(X)—IQX(E)dX

Wattimena | Lekatompessy



Barekeng Vol. 8 No. 1 Hal. 25 - 30 (2014) | —— 30

b3 —
3(b —a)
_(b*+ab+a®)(b—a)
B 3(b—a)
_ (b*+ab+a?)
=
Berdasarkan Lemma 1 maka:
Untuk j =1
<, =E(x)= &2
Untuk j = 2

K, =E(X?)-(E(X))

((0*+ab+a?) _((a+b)j2
- 3 2

_(b’+ab+a’) (ath)’

3 4

_4(b*+ab+a’) — 3(a+h)?
B 12
_4b® +4ab+4a’ —3a* —6ab-3b’
- 12

b® —2ab—a®
12
_(b-ay

12

4.4. Perbandingan Komulan dari Distribusi Normal
dan Distribusi Uniform

Berdasarkan hasil perhitungan komulan dari
distribusi normal pada subbab 4.2. dan hasil perhitungan
komulan distribusi uniform pada subbab 4.3. diperoleh
masing-masing nilai K; dan K, untuk kedua distribusi
sebagai berikut:
Distribusi Normal

K, =udan K, = o2
dimana nilai K; merupakan nilai rataan pada distribusi
normal dan nilai K, merupakan nilai variansi pada
distribusi normal.
Distribusi Uniform
a+b (b-a)?

K1=_d KZ 12

dimana nilai K; merupakan nilai rataan pada distribusi
uniform dan nilai K, merupakan nilai variansi pada
distribusi uniform.

Jadi nilai K, pada kedua distribusi tersebut pada
dasarnya adalah sama yaitu merupakan nilai rataan pada
kedua distribusi, sedangkan yang membedakan hasil
akhirnya berdasarkan perbedaan fungsi densitas masing-
masing jenis distribusi. Demikian pula hal yang sama
berlaku pada nilai K, yang sama-sama merupakan nilai
variansi dari kedua distribusi tersebut, perbedaan yang
timbul merupakan akibat dari perbedaan fungsi densitas
masing-masing jenis distribusi. Dan berlaku seterusnya
pada nilai-nilai komulan yang lain untuk setiap j dengan
=12, ..

Perbedaan yang mendasar pada fungsi densitas
kedua distribusi tersebut juga menentukan keefektifan
perhitungan analisis komulan pada kedua distribusi. Pada
distribusi normal dengan fungsi densitas lebih rumit
mengharuskan mentransformasikan fungsi densitas x
terhadap z membuat proses perhitungan komulan yang
lebih panjang, sebaliknya jika dibandingkan dengan
fungsi uniform yang fungsi densitasnya sederhana
mengakibatkan perhitungan komulan pada fungsi uniform
menjadi lebih singkat.

KESIMPULAN

Berdasarkan analisis komulan terhadap distribusi
normal dan distribusi uniform yang telah dibahas pada
bab sebelumnya, ditarik kesimpulan sebagai berikut :

1. Nilai komulan ke-j untuk j = 1,2, ... berbeda untuk
setiap distribusi, hal ini dikarenakan adanya
perbedaan pada fungsi densitas masing-masing
distribusi.

2. Untuk distribusi dengan fungsi densitas Yyang
sederhana membuat proses perhitungan komulan
menjadi lebih singkat, sebaliknya untuk distribusi
dengan fungsi densitas yang rumit membuat proses
perhitungan komulan menjadi panjang dan tidak
efisien.

3. Berdasarkan hubungan komulan dengan momen pada
distribusi, maka momen ke-n dari suatu distibusi
dapat dihitung jika telah terlebih dahulu diketahui
nilai setiap komulan ke-j untuk j = 1,2, ...,n
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