BAREKENG: Jurnal Ilmu Matematika dan Terapan
l are en March 2021 Vol. 15 No. 1 Page 077-084
1 g P-ISSN: 1978-7227 E-ISSN: 2615-3017

d :https://doi.org/10.30598/barekengvo|15is§_

FUNGSI ELEMEN KELAS STUMMEL MODULUS TERBATAS TETAPI
BUKAN ELEMEN DARI KELAS STUMMEL

A Function Belongs to Bounded Stummel Modulus Classes But Not in Stummel Classes

Nicky K. Tumalun®

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan Alam, Universitas Negeri Manado
Tondano Selatan, Minahasa, KP 95681, Indonesia

Corresponding author e-mail: ** nickytumalun@unima.ac.id

Abstrak

Di dalam makalah [1] diberikan contoh suatu fungsi yang mempunyai sifat sebagai elemen dari kelas Stummel
modulus terbatas, tetapi bukan elemen dari kelas Stummel. Proses pembuktian sifat fungsi ini terlalu ringkas dan
sulit dipahami. Dengan menggunakan sifat linearitas terhitung integral dan teknik menghitung integral melalui
koordinat polar, sifat-sifat ukuran dan integral Lebesgue, dan observasi sifat-sifat geometris bola terbuka pada ruang
Euclid, ditunjukkan secara detail langkah-langkah pembuktian mengenai sifat fungsi tersebut.

Kata Kunci : Kelas Stummel modulus terbatas, Kelas Stummel.

Abstract

In the paper [1], it was given a function which belongs to the bounded Stummel modulus classes but not in Stummel
classes. The given proof of this function properties in that paper was not obvious and very concise. By using the
countable linearity property of integral, polar coordinate of integration, other properties of Lebesgue measure and
integration, and some observation on the geometric property of the open ball in Euclidean spaces, we prove in detail
the properties of this function.

Keywords: Bounded Stummel modulus classes, Stummel classes.

Article info:

Submitted: 23" October 2021 Accepted: 21 February 2021

How to cite this article:
Nicky K Tumalun, “FUNGSI ELEMEN KELAS STUMMEL MODULUS TERBATAS TETAPI BUKAN ELEMEN DARI KELAS
STUMMEL”, BAREKENG: J. Mat. & Terapan, vol. 15, no. 1, pp. 077-084, Mar. 2021.

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-ShareAlike 4.0 International License.
Copyright © 2021 Nicky K Tumalun

77
@ https://njs3.unpatti.ac.id/index.php/barekeng/ barekeng.math@yahoo.com

sssss


https://ojs3.unpatti.ac.id/index.php/barekeng/
mailto:barekeng.math@yahoo.com
mailto:nickytumalun@unima.ac.id
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

78 Tumalun Fungsi Elemen Kelas Stummel Modulus Terbatas Tetapi .........
1. PENDAHULUAN

Misalkan 0 <@ <n, 1 <p < oo, dan f € L’fOC(IR{"), modulus Stummel (Stummel modulus) dari f
didefinisikan dengan

1

p P
Napf () = sup <L Mdy) , r>0.

XER™ (x,1) |X - yln_a
Himpunan

§a,p = {f € Lll)oc(Rn): na,pf(r) < 00, Vr > 0}

disebut dengan nama kelas Stummel modulus terbatas (bounded Stummel modulus classes). Himpunan

Sa,p = {f € §a,p: ll_r% na,pf(r) = 0}

disebut dengan nama kelas Stummel (Stummel classes). Kelas Stummel akhir-akhri ini cukup menarik
perhatian beberapa peneliti dalam mengkaji hubungan inklusinya dengan ruang-ruang fungsi lain dan
aplikasinya dalam studi regularitas persamaan diferensial parsial eliptik [2, 3, 4, 5].

Perhatikan bahwa kelas Stummel adalah himpunan bagian dari kelas Stummel modulus terbatas, dan
dalam makalah [1] telah ditunjukkan bahwa relasi himpunan bagian ini bersifat sejati, yaitu S, ,, himpunan

bagian sejati dari S a,p- Hal ini dikarenakan fungsi V yang diberikan dalam paragraf berikut.

Misalkan n bilangan asli lebih dari 2, 0 < a < n, dan 1 < p < co. Untuk setiap k bilangan asli lebih
dari sama dengan 3, misalkan x; = (27%,0,...,0) € R™ dan

8% :y € B(x,875)

Vie(y) = {0 Ly ¢ B(xk,8‘k).

Didefinisikan fungsi V: R®™ — R dengan formula

1

Vo) = (Z vk(y)> . (1)
k=3

Fungsi ini muncul dalam makalah [1, p. 552] dan merupakan contoh suatu fungsi yang merupakan
elemen dari kelas Stummel modulus terbatas, tetapi bukan elemen dari kelas Stummel. Fungsi V dalam
makalah ini selalu merujuk pada fungsi yang didefinisikan dengan persamaan (1).

Proses pembuktian V € § ap €tapi vV & S, ,, dalam makalah [1] sukar untuk dipahami, karena begitu
banyak detail-detail penting yang dilewati. Tujuan dari makalah ini adalah menunjukkan secara terperinci
bahwa V € § ap t€tapi V &S,,,. Langkah-langkah terperinci ini merupakan hal-hal yang baru, dan
sepengetahuan penulis belum pernah dipublikasikan.

2. METODE PENELITIAN

Metode penelitian dalam makalah ini adalah telaah pustaka. Penelitian dimulai dengan menentukan
sifat-sifat, berkaitan dengan teori ukuran dan integral Lebesgue, yang dibutuhkan dalam menjawab tujuan
penelitian. Kemudian, melalui sifat-sifat ini, tujuan penelitian akan dibahas secara rinci. Berikut sifat-sifat
tersebut.

Misalkan E himpunan bagian terukur (Lebesgue) dari R™. Notasi |E| menyatakan ukuran dari
himpunan E. Untuk setiap x € R™ dan r > 0, himpunan B(x,r) = {y € R™: |y — x| < r} dinamakan bola
terbuka berpusat di x dengan radius r. Ukuran dari B(x, r) adalah

rTl
|B(x,7)| = wpn-1 —
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dengan w,,_, adalah luas permukaan bola satuan (radius 1) di R™ (lihat [2, p. 92] untuk informasi lebih
lanjut).

Untuk kepraktisan penulisan dalam makalah ini, jika variabel dari suatu fungsi terukur f yang
terdefinisi pada E tidak penting peranannya, maka akan dituliskan

Lfmw=Lﬁ

Dua sifat pertama yang akan diberikan dalam bagian ini adalah sifat integral fungsi identitas [7, p.
336], dan sifat kemonotonan integral terhadap integran [7, pp. 373-374].

Proposisi 1. (Integral fungsi identitas) Jika E himpunan bagian terukur dari R™, maka

f 1=|E|.
E

Proposisi 2. (Kemonotonan integral terhadap integran) Misalkan E himpunan bagian terukur dari R", f
dan g keduannya fungsi terukur yang terdefinisi pada E. Jika f < g hampir di mana-mana pada FE, maka

fireh

Dengan menggunakan Proposisi 1, sifat jumlahan integral terhadap domain [7, p. 374], dan Proposisi
2, diperoleh sifat kemonotonan integral terhadap domain berikut ini.

Proposisi 3. (Kemonotonan integral terhadap domain) Misalkan D dan E dua himpunan bagian terukur dari
R™ dan f fungsi terukur tak negatif yang terdefinisi pada R™. Jika D < E, maka

el

Salah satu fakta penting di sini adalah teknik menghitung integral dengan menggunakan koordinat
polar. Untuk keperluan hal ini, diperlukan pengertian fungsi radial. Suatu fungsi terukur f yang terdefinisi
pada R™ disebut fungsi radial jika terdapat fungsi h: (0,00) — R sehingga f (y) = h(|y|). Teorema berikut
buktinya dapat dilihat dalam [8, p. 79].

Proposisi 4. (Integral koordinat polar) Misalkan r > 0. Jika f fungsi radial dan tak negatif, maka

i
f ﬂw@=f hwmw=%4fmm“Wt
B(0,r) B(0,r) 0

Bagian ini akan ditutup oleh sifat linearitas terhitung integral. Sifat ini berperan penting pada saat
menghitung integral suatu fungsi yang didefinisikan sebagai jumlahan terhitung fungsi-fungsi terukur tak
negative [7, p. 372].

Proposisi 5. (Linearitas terhitung integral) Misalkan E himpunan bagian terukur dari R™. Jika {fi}r-1
adalah barisan fungsi terukur tak negatif dan terdefinisi pada E, maka

fE ka:ZLfk-

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Fungsi terukur f yang terdefinisi pada R™ dikatakan terintegral —p secara lokal pada R", untuk 1 <
p < oo, dan ditulis f € LP (R™), jika untuk setiap x € R™ dan r > 0, maka

loc
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f IfP < oo,
B(x,r)

Lema 1. Fungsi V terintegral—p secara lokal pada R", yaitu V € LY (R™).

loc

Bukti: Diberikan sembarang x € R™ dan r > 0. Menurut definisi V dan Proposisi 5, diperoleh

[ wowra=[ Suma=3 | woaw
B(x,r) B(x,1) k=3 k=3 B(x,r)

Selanjutnya, menurut definisi V;, dan Proposisi 3,

Zf Vk(y)dy=2f 8“"dySZf 8“"f 1dy.
=3 /B(xn) =3 /B(xr)NB(xx,87K) =’'B B(xy,87K)

Proposisi 3 dapat diaplikasikan pada langkah sebelumnya karena B(x,7) N B(xx,87%) € B(x;, 87%).
Menggunakan Proposisi 1, nilai dari ukuran bola, dan ¢ — n < 0, maka

> g f Ldy = ) gk 2nd (gkyn = 2L glemk < o
B(xx,87%) n n k=3

k=3 k=3

(o]

8%k dy =

(xk,8 k=3

Dengan menggabungkan semua informasi di atas, disimpulkan

Wy
f VO)IPdy <22 gemk < oo
B(x,r) n k=3

Lema terbukti. m

Lema 2. Misalkan k bilangan asli dan x € R™. Jika |x — x| = 2(4"‘), maka

f L= POl
—dy :
B(xi, 878 [y — X" n

Bukti: Diambil sembarang y € B(xy,87%), maka |y — x;| < 8. Hal ini berarti
20 < lx—xl S lx—yl+ 1y —xl < lx —yl +87% < |x —y| + 47K,

Menurut ketaksamaan ini, diperoleh

1
207 <lx—yl+4F =24 < x—y| 247D < x —y|70 = e < 4=k,

Dengan menggunakan ketaksamaan terakhir dan Proposisi 2, akibatnya

8ak
———dy < j gak4(n=mk gy = gak4(n-ak J 1dy.
L(xk,s—k) ly — x|n=« B(xy,87%) B(x1,87%)
Menurut Proposisi 1 dan nilai dari ukuran bola, maka
f 1dy = Dn-1 g-kn,
B(x,87%)
Oleh karena itu
ak Wn—1 Wn—1 Wn—1
f — dy < 8ak4(n—a)k 8—kn — 8a(k—n)4(n—a)k — Z(a—n)k_
B(xps—) [y — I n n n

Lema terbukti. m
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Lema 3. Misalkan k bilangan asli dan x € R™. Jika |x — x;| < 2(47%), maka
8ak 3@
——————fj—dy < Wp-1—
-fB(xk,S_k) ly —x|""* "a

Bukti: Karena |x — x;| < 2(47%), maka terdapat dua kemungkinan, pertama 2(87%) < |x — x| < 2(47%),
atau, kedua |x — x| < 2(8"‘). Untuk kemungkinan pertama, diambil sembarang y € B(xk, 8"‘), diperoleh

2(87%) < lx — x| < lx =yl + Iy — x| < lx -yl +87%,
yang berakibat 87% < |x — y|. Selanjutnya diperoleh

— < gn—ak,
|x —y|*~¢

Dengan demikian

8ak
f oA S f grkgn-ak gy = gk f ldy
B(xi8-k) 1Y — xl B(x1,87%) B(x,87%)

30!

— 8nk Wp—1 8_nk — Wp-1

< Wp_q
n n

Untuk kemungkinan kedua, diambil sembarang y € B(x;, 87%). Karena |x — x; | < 2(87%), maka
ly —xl < ly — x| + I — x| < 3(87%),

yang berarti y € B (x, 3(8"‘)). Hal ini berarti B(x,,87%) € B (x, 3(8"‘)). Menurut Proposisi 3, diperoleh

J‘ gak gak gak
B(Xk,8_k) Iy - X|n @ B(X,3(8_k)) |y - xln a B(O,3(8‘k)) |Z|Tl a
Dengan menggunakan Proposisi 4,

gak 3(87%) 1 3(87F) 3@
dz = a)n_18“kf a t"ldt = a)n_18“kf tldt = w,_4 —

0 0

L(os(s-k)) |z |~
Oleh karena itu

8ak 3%
——dy < w1 —.
J;?(xk,is‘k) Iy — x|n—0£ y n-1 P

Berdasarkan kedua kemungkinan yang sudah diperiksa, lema terbukti. m

Fakta sederhana berikut ini dapat dibuktikan dengan prinsip induksi matematika dan digunakan
dalam membuktikan lema di bawah ini. Untuk setiap i bilangan asli, berlaku 2¢ > 2¢=2 + 5/4,
Lema 4. Misalkan k bilangan asli lebih dari sama dengan 3. Jika x,, = (27%,0, ...,0) € R™, maka koleksi
bola-bola terbuka {B (xk, 2(4"‘))}k adalah koleksi himpunan saling asing.

=3

Bukti: Misalkan j, k keduanya bilangan asli lebih besar sama dengan 3, dengan j # k. Asumsikan j < k.
Diperoleh, terdapat bilangan asli i sehingga j + i = k. Akan dibuktikan B (xj, 2(4‘1')) NnB (xk, 2(4"‘)) =
@. Bukti secara kontradiksi. Andaikan B (xj,2(4‘f)) nB (xk,2(4"‘)) # @. Berarti, terdapat y € R"
sehingga |y — x;| < 2(477/) dan |y — x| < 2(47%). Diperhatikan bahwa

. | . 2(4Y) +2
e =27 =27 =y — ] < | -yl + Iy -l <2(47) +2(47F) =%’
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Oleh karena itu

. 24 +2\ 2(4H)+2 ... 1
21—1<2’<< 2% >= e <27+

Akibatnya

. . 5 ; 5
2L < 21—]+1 —< 21—2 -
+7S270 42

Ketaksamaan ini berkontradiksi dengan fakta 2! > 2i=2 +5/4, untuk setiap bilangan asli i. Dengan
demikian, lema terbukti secara kontradiksi. m

Teorema pertama di bawabh ini adalah akibat dari Lema 2 dan Lema 3.
Teorema 1. Jika x € R™, maka
V)IP
————dy < ((n,a) < o,
fRn |x — y|*=*

dengan

3¢ a)
C(n, @) = max anZ(“ nk  On1— nlEZ(“ nk
ki]

Bukti: Menurut definisi V dan Proposisi 5, diperoleh

f v Zf AN Zf g dy
ge X =y «d g X =y < £t Jp (s, -y [y — X"

Karena x € R™, maka terdapat dua kasus, x & Uy-; B (xk, 2(4"‘)), atau, x € Up_3 B (xk, 2(4"‘)). Untuk
kasus pertama, diperoleh |x — x; | > 2(47%) untuk setiap k > 3, dan

2
=% /B, gl |y —

dengan menggunakan Lema 2 dan @ — n < 0. Untuk kasus kedua, maka menurut Lema 4, terdapat tepat satu
bilangan asli j dengan j > 3, sehingga x € B (xj,2(4‘f)) dan x ¢ B (xk,2(4"‘)), untuk setiap k > 3
dengan k # j. Karena |x — x;| < 2(47/), maka

f 8aJ 4y < 3@
T gAY S Wap—1—
B(xj,s—f) |y_x|n a n-1 .

ak ad

Wn—1
dy < Z @Mk < oo,
n—-a
x| n P

menurut Lema 3. Selanjutnya, karena |x — x| = 2(4""-) untuk setiap k = 3 dengan k # j, maka menurut
Lema 2,

ak
f S—dy < Ez(a—n)k_
By, 8-k |y — X[ n
Akibatnya
y= T n—ay Z T on—a %y
£=4 JB(xy, 87 Iy —x["e B(x;,87) ly —x|"=¢ =4 JB(xy, 87K) ly —x|"™¢

k#j
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[ee]

3% w,_

< Wpq— +—— z 2@k < oo,
a n =i

k+j

Berdasarkan kedua kasus di atas,

V()P c gk
=y = Z Ty — % ¥
R™ lx =yl B(xy, 87K) ly — x|

k=3

(00 [ee)
Wn—1 3% wp-1
< max Z 2@k 1 —+ 2(@-nmk
n a n
k=3 k=3
k+#j

Lema terbukti. m
Teorema 1 dan Lema 1 memberikan akibat berikut ini.

Akibat 1.V € § 4.

Bukti: Menurut Lema 1,V € L’l’oc(]R{”). Diberikan sembarang x € R™ dan r > 0. Menurut Proposisi 3 dan
Teorema 1, diperoleh

[ o <[ WO ctna) < oo,
B R

@n lx =yl nlx—y[n®

Karena ketaksamaan terakhir berlaku untuk setiap x € R™, yang tidak bergantung dari C(n, @), maka
1

14621k P :
NapV (1) = sup <f —————dy| < C(n,a)r < oo.
a,p xeR™ \Jp(x,r) |x — yln a

Akibat terbukti. m

Untuk membuktikan fungsi V bukan elemen dari S, ,,, harus ditunjukkan bahwa modulus Stummel
dari V tidak konvergen ke 0, apabila radius bola konvergen 0. Berikut buktinya.

Teorema 2.V & S .

Bukti: Diberikan sembarang r > 0. Menurut sifat Archimedes, terdapat bilangan asli k > 3, sehingga 8% <
r. Hal ini berarti B(xk, 8"‘) C B(xy,r). Oleh karena itu, dengan menggunakan Proposisi 2, Proposisi 3, dan
kemudian Proposisi 4, diperoleh

f V()P dyzf Vi () dy zf Ve ()
B B B

R b 4 e e xp-k) [ — I
(xgm) (xg,1) (x1,87K)

ak
8 Wn—1 Wn-1

d — 80(]( 8—ak —
L(xk,s—k) |l — | Y a a

Menurut ketaksamaan ini dan pengertian modulus Stummel, akibatnya
1

NapV (1) = (L Mdy)5 > (w"‘l)% > 0.

(x,r) Ix - yln_a a

Dengan demikian
1

. Wn—-1\p
ll_r)r(l)na_pV(r) 2( a ) > 0.
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Disimpulkan bahwa V & S ,,. m

4. KESIMPULAN

Kelas Stummel merupakan himpunan bagian dari kelas Stummel modulus terbatas. Hubungan inklusi
ini (relasi himpunan bagian), bersifat sejati. Hal ini dikarenakan, terdapat fungsi V sebagai elemen dari kelas
Stummel modulus terbatas, tetapi bukan elemen dari kelas Stummel. Proses pembuktian sifat fungsi V ini

memerlukan pengetahuan mengenai sifat-sifat integral Lebesgue dan sifat integral fungsi radial dalam
koordinat polar.
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