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Abstrak

Persamaan Euler-Cauchy merupakan salah satu tipe dari persamaan diferensial biasa dengan koefisien variabel.
Pada penelitian ini dibahas metode alternatif yang digunakan untuk menentukan solusi partikular dari Persamaan
Euler-Cauchy tak homogen yang berbentuk polinomial dan logaritma natural. Bentuk umum solusi partikular yang
diperoleh merupakan hasil dari penggunaan matriks segitiga atas Toeplitz. Hasil penelitian menunjukkan bahwa
metode ini dapat menentukan solusi partikular persamaan Euler-Cauchy

Kata Kunci : Euler-Cauchy, persamaan karakteristik, matriks Toeplitz, multiplisitas

Abstract

Euler-Cauchy equation is the typical example of a linear ordinary differential equation with variable coefficients. In
this paper, we apply the alternative method to determine the particular solution of Euler-Cauchy nonhomogenous
with polynomial and natural logarithm form. An explicit formula of the particular solution is derived from the use of
an upper triangular Toeplitz matrix. The study showed that this method could be finding the particular solution for
the Euler-Cauchy equation.
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1. PENDAHULUAN

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau lebih turunan dari variabel tak bebas
terhadap satu atau lebih variabel bebas. Berdasarkan variabel bebasnya, persamaan diferensial
diklasifikasikan menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial [1].

Persamaan diferensial biasa merupakan persamaan diferensial yang memuat satu atau lebih dari
variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas. Persamaan diferensial biasa dapat diklasifikasikan
berdasarkan jenis koefisiennya, yaitu koefisien konstanta dan koefisien variabel. Persamaan Euler-Cauchy
merupakan salah satu jenis persamaan diferensial biasa koefisien variabel [2, 3]. Persamaan Euler-Cauchy
ini pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler dan selanjutnya dikembangkan oleh Agustin Louis
Cauchy [4]. Persamaan Euler-Cauchy mempunyai peran penting dalam suatu permasalahan di bidang fisika
dan teknik diantaranya penyelesaian persamaan Laplace di koordinat polar pada kasus aliran fluida dan
potensial elektrostatik. Selain itu juga persamaan Euler-Cauchy dapat diaplikasi ke klas fungsi analitik [5].

Diberikan bentuk umum dari persamaan Euler-Cauchy pada suatu interval I, yaitu
n

Z a;tly® = b(t)

i=0
dengan y® merupakan turunan ke-i dari y terhadap t, a; € Runtuk i = 0,1,2,---,n, a,, # 0 dan b(t) adalah
suatu fungsi kontinu pada interval I. Persaman Euler-Cauchy dikatakan homogen jika b(t) = 0 dan tak
homogen jika b(t) # 0.

Solusi umum persamaan Euler-Cauchy tak homogen terdiri dari solusi homogen dan solusi partikular.
Ada beberapa metode untuk mencari solusi dari persamaan Euler-Cauchy tak homogen diantaranya Metode
Transformasi Integral [6], Transformasi Laplace [7,8,9], Transformasi Elzaki [10], Metode Koefisien Tak
Tentu [11], Metode Transformasi Diferensial [12], dan Reduksi Order [13]. Pada umumnya penyelesaian
persamaan Euler-Cauchy tak homogen dapat dilakukan dengan mentransformasi koefisien variabel menjadi
koefisien konstanta, kemudian mencari solusi homogen, dan dilanjutkan dengan beberapa metode untuk
mencari solusi partikular, diantaranya Metode Koefisien Tak Tentu [11]. Namun, solusi partikular dari
persamaan Euler-Cauchy tak homogen juga dapat dicari tanpa harus ditansformasikan ke bentuk koefisien
konstanta yang telah dilakukan oleh [14, 15]. Metode yang diperkenalkan oleh [14] dan kemudian diperumum
oleh [15] hanya untuk mencari solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy tak homogen dengan bentuk
polinomial.

Jia dan Sogabe dalam [16] telah menentukan bentuk umum solusi partikular dari persamaan diferensial
biasa dengan koefisien konstanta tak homogen dalam kasus polinomial dan eksponensial. Penelitian [16]
hanya membahas tentang persamaan diferensial biasa koefisien kontstanta dan pada penelitian ini membahas
kasus khusus persamaan diferensial biasa koefisien variable, yaitu persamaan Euler-Cauchy. Pada artikel ini
dibahas metode untuk mencari solusi partikular persamaan Euler-Cauchy tak homogen untuk fungsi
polinomial dan logaritma natural dengan menerapkan metode yang sudah ada yaitu pada literatur [16].

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan studi literatur, yaitu mengkaji buku dan artikel penelitian yang relevan
dengan topik pembahasan penelitian ini. Penelitian ini membahas tentang Metode Alternatif dalam mencari
bentuk umum dari solusi partikular persamaan Euler-Cauchy tak homogen dengan bentuk polinomial dan
logaritma natural. Adapun langkah-langkahnya sebagai berikut ini.

Persamaan Euler-Cauchy tak homogen dengan bentuk logaritma natural ditransformasi ke bentuk
persamaan diferensial biasa koefisien konstanta dan kemudian diturunkan sebanyak m kali. Setelah itu
dikonstruksi ke bentuk Ty = f dengan T merupakan matriks segitiga atas Toeplitz. Selanjutnya mencari y,
yang mana y merupakan entri pertama dari vektor y, (y = T~1f). Kemudian ditransformasikan kembali ke
variabel awal sehingga diperoleh bentuk umum solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy tak homogen
tersebut.
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Tahap selanjutnya mencari bentuk umum dari solusi partikular persamaan Euler-Cauchy tak homogen
yang berbentuk perkalian polinomial dan logaritma natural dengan memanfaatkan bentuk umum dari solusi
partikular persamaan Euler-Cauchy tak homogen yang telah diketahui sebelumnya.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Diberikan persamaan diferensial biasa koefisien konstanta tak homogen
n

Z c;iy® = h(t)e®, h(t) = Z bt (1)
i=0

i=0
dengan c, = 1 dan a adalah konstanta. Persamaan karakteristik yang berhubungan Persamaan (1) adalah

n

p(Q):= z ciAt = 0.

i=0
Pada artikel ini menampilkan bentuk umum solusi partikular dari Persamaan (1) [16] dalam bentuk
Teorema 1 dan 2.

Teorema 1. [16] Jika p(a) # 0, maka
m
y=e® ) dig®(o)
i=0

adalah solusi partikular dari Persamaan (1), dengan
(do - 1

i-1
1 p(l—l)(a)
d;, =— Z ————d;untuki =1,2,---,m
{ b4 G-

dan g(t) = % dengan h(t) = X, b;t.

Teorema 1 menjelaskan tentang solusi partikular dari Persamaan (1) ketika akar-akar dari persamaan
karakteristik p(A4) tidak sama dengan a. Namun ketika terdapat akar-akar persamaan karakteristiknya sama
dengan a dan multiplisitasnya r (r = 1), maka Teorema 1 tidak berlaku lagi karena p(a) = 0 untuk suatu
a € R. Oleh karena untuk mencari solusi partikular dari Persamaan (1) yang mempunyai akar-akar persamaan
karakteristiknya sama dengan « dan multiplisitasnya r (r = 1) dapat menggunakan Teorema 2 berikut ini.

Teorema 2. [16] Jika p(a) = 0 dan a mempunyai multiplisitas r (r = 1), maka

y = eu(t)
adalah solusi partikular dari Persamaan (1), dengan

m
uN () = ) dig®(®)
i=0
do =1

i-1

4 = 7! p(r”‘j)(a)d =
i= _p(r)(a)]ZO(T-F i _})' juntu L= 1,2,...'m

h(t)r!
pM(a)

dan g(t) = dengan h(t) = X7, b;th.

Diberikan persamaan Euler-Cauchy tak homogen

n

> atly® =@ @

i=0



88 Kiftiah, et. al. Metode Alternatif dalam Menentukan ..........

dengan f(t) = (Int)™.

Persamaan (2) ditransformasi ke bentuk persamaan diferensial biasa koefisien konstanta dengan
memisalkan x = In t dan diperoleh

n
D a0 = f@) G)
i=0
dimana f(x) = x™ dan
@x
Ai = Q l'( ) untuk A = O,
; Nra s . Al
dengan QW (1) = X1, a; PP (4, i) dan P(A,i) = o
Selanjutnya Persamaan (3) diturunkan sampai turunan ke-m dan y(™ = m!, sehingga diperoleh
m
ZAi—jy(i) = fU(x), untuk j = 1,2, -, m, “)
i=j

kemudian Persamaan (4) direpresentasikan ke bentuk Ty = f dengan T merupakan matriks segitiga atas
Toeplitz, yaitu

Ay A Ay - Ay
0 Ay, A, Ay,
T=|0 0 4, ~ A,
0 0 0 - A

dan
! 144 T
y= (y,y Y "y(m))
£=(FC0,f/G),fC0,, FM (@)
Misalkan aq = A, # 0, maka matriks T mempunyai invers. Sehingga didapatkan y = T~1f dan diketahui

bahwa entri pertama pada vektor y adalah y. Dengan demikian y dapat diperoleh dari perkalian titik antara
vektor baris pertama dari invers matriks T dengan f, yaitu

m
1 .
y = df O
Ag 4 -
l=

T

dengan
(d():l

i-1
1
idi = ——z Al—]d] untuk i = 1,2,"',77’1.
Ag £ 4
J:

dan selanjutnya ditansformasi ke bentuk awal dengan memisalkan x = In t sehingga diperoleh bentuk umum
solusi partikular dari Persamaan (2), yaitu

1 N P m—i
y = w; d;P(m,i)(Int) (®))

dengan
d0=1

i-1 .
1 Q(l-})(o)
d, =— Z ———d;untuki =1,2,---,m.
IO VAN GRS

Diberikan persamaan Euler-Cauchy tak homogen
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n

> aitiy® = ackf (0 ©)
i=0

dengan f(t) = (Int)™.

Langkah selanjutnya mencari bentuk umum solusi partikular dari Persamaan (6). Pada penelitian ini
solusi partikular dari Persamaan (6) dibagi dalam dua kasus, yaitu Q (k) # 0 dan ketika k merupakan salah
salah dari akar-akar karakteristik dari Q (1) dengan k mempunyai multiplisitas r (r > 1).

Teorema 3. Misalkan Q (k) # 0 maka solusi partikular dari Persamaan (6), yaitu

d;P(m,)(Int)™¢ 7
y = Q(k)z (m, D(In®) ™)
dimana
(do = 1
i-1 .
1 Q(l‘f)(k)
d, =— djuntuk i =1,2,-
i T4 G-
dengan Q(k) = oa;P(k,i) dan P(k,i) = (k L)'
Bukti
Diberikan
n
Z a;tly® = Atk(Int)™.
i=0
Misalkan x = Int, maka
n
ZAiy(i) = Ae**x™ (8)
=0
= h(x)e**
dengan
h(x) = Ax™
@cx
A; = ¢ l( ) untuk A = 0,
dimana QW (1) = ¥, a;PO(A,1) dan P(4,i) =

(/1 1)'
Persamaan karakteristik dari Persamaan (8) adalah

() = ) 4t = ()
i=0

dan
h(x) Ax™
g(x) =
p() ~ Q(k)
Berdasarkan Teorema 1, maka solusi partikular Persamaan (8) adalah
ek 2 dig®(x)
m

=Y alzm)

0

Q(k Z i P(m.i)x™
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dengan
(d(]:l

i—-1 -
_ 1 e
idi = _Q(k) £ =) djuntuk i = 1,2,-

Kemudian ditransformasi ke bentuk awal, diperoleh

y = Q(k)ZdP(m Dnt)™ . m

Kasus ketika m = 0 pada Persamaan (6), maka dapat diperoleh bentuk umum solusi partikularnya,
yaitu
At¥

y =
Q(k)
dimana solusi partikularnya sama dengan solusi partikular dari penelitian [14].

Akibat 4. Misalkan Q (k) # 0 maka solusi partikular dari Persamaan (6) untuk m = 0, yaitu

B Atk
y‘mm
dengan Q(k) = Y-, a;P(k,i) dan P(k,i) = (k l)'
Bukti
Misalkan
B Atk
Y=o
maka
O P(k, )t*tuntuk i = 1,2
Y=——P(, )t untuki = 1,2, ,n.
Y7 T 000
Jadi
n n
a;tly® = Ea tl—P k,i)tk-t
=0 =
Tl
o Q(k)
k n
(k)Ea P(k, D)
Q(k)
n
Zaitiy(i) = At*m.
i=0

Adapun kasus ketika terdapat akar-akar persamaan dari Q(4) sama dengan k dan multiplisitasnya r
(r=1).

Teorema 5. Misalkan Q(k) = 0 dan k mempunyai multiplisitas » (r = 1), maka solusi partikular dari
Persamaan (6), yaitu

P(m l) m—i+r
y= Q(r)(k)z Cm l+T t) (9)

dimana
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(d0=1

B Q(l ]+r)(k)
{d Q(T)(k)z ~itr )'d untuk i = 1,2, -

dan Cm i+r _ (m—i+r)!

dengan Q(k) = X, a;P(k, i), P(k,i) =

(k ), ri(m-i!’
Bukti
Misalkan
Atk < P(m, i) »
Y Q(r)(k)zd" g MO
i=0
maka
m J ;
. . AtF=T P(m,i) .
0 = ZZ cm-itrp(D k,j d: ! In)m—it+r-1
T D) gt g (10
Jadi,
n n m J i
, . Ath=T  P(m,i) ;
_ +rp(l ! —it+r=l
Za tfy(f) _Zajtjzzcm i rp()(k )Q(T)(k)di Crm_i"'r (Int)m~ttr

j=0 j=0 i=0 [=0 '
]
At 5 = P(myi) . .
_ . d: ’ Cm—l+rp(l)(k -)(lnt)m—l+r—l
™ Z“JZ i m—l+Tz ! ']
Q™ (k) j=0 i=0 Cr 1=0
Atk o= P(md) [~ .
— d: ’ Cm—l+r a-P(l)(k ) (ln t)m—l+r—l
0 2 2 g €| QP
QT (k) =R=e) j=0
Atk 5= P(m, i) .
d: Cm i+r (Q(l) (k)) (ln t)m—l+r—l
Q) Z L ~m-itr ,
Q (k) i=0 1=0 Cr
karena Q) (k) = 0 untuk j = 0,1, - T = 1, maka
a]tJyU) Q(T) (k) Q(r) (k) (11’1 t)m

0

J
= Atk(Int)™. m

Contoh 6. Tentukan solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy berikut ini
t2y" —ty' +y = 30t(Int)*.
Penyelesaian:

1) Menentukan solusi partikular dengan Metode Koefisien Tak Tentu.
Diberikan persamaan Euler-Cauchy berikut ini

t?2y" —ty' +y = 30t(Int)* (10)
Misalkan t = e*, maka Persamaan (10) dapat dinyatakan sebagai berikut:
y" —2y' +y =30e*x* (11)
Kemudian persamaan karakteristik dari Persamaan (11) adalah
p(D) =22 -21+1

dan akar-akar persamaan Kkarakteristiknya adalah A, , = A = 1, sehingga diperoleh solusi umum dari
Persamaan (11), yaitu

Yn = (c1 + czx)e”.
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Misalkan y, = x?(Ax* + Bx® 4+ Cx* + Dx + E)e* merupakan solusi partikular dari Persamaan (11),

maka
Vp= (Ax®+ (6A + B)x® + (5B + C)x* + (4C + D)x3 + (3D + E)x? + 2Ex)e*
¥y = (Ax®+ (124 + B)x® + (30A + 10B + C)x* + (20B + 8C + D)x3 + (12C + 6D + E)x?

+(6D + 4E)x + 2E)e*

Kemudian disubstitusikan ke Persamaan (11) diperolehn A =1, dan B =C =D = E = 0. Sehingga
solusi partikular dari Persamaan (11) adalah

yp — x6€x

setelah itu ditransformasi ke bentuk awal, maka diperoleh solusi partikular dari Persamaan (10), yaitu
yp = t(Int)°.

2) Menentukan solusi partikular dengan Metode Alternatif.
Diberikan persamaan Euler-Cauchy berikut ini
t2y" —ty' +y = 30t(Int)*

Diketahui
2

o) = Z a P, = 22— 22+ 1

1=0
dan k = 1 dimana Q(1) = Q'(1) = 0 dan Q" (1) # 0, maka diperoleh r = 2.
do = 1
| 3)
d=——2 2 )

@) 3!

d0=0,d2=0,d3=0,dand4=0.

4
30t p P(4,1)
(2) ™ ~6—i
QP L S
= t(Int)®.
Berdasarkan Contoh 6 dapat dilihat bahwa untuk mencari solusi partikular Euler-Cauchy tak homogen

dengan Metode Alternatif lebih efisien dibandingkan dengan Metode Koefisien Tak Tentu, yang dalam hal
ini metode yang memanfaatkan solusi homogen untuk mencari solusi partikular.

y= (Int)®~*

Contoh 7. Tentukan solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy berikut ini
t3y"" + t2y" = 12t(Int)?.

Penyelesaian:

Diketahui
3

o) = Z aP(A0) = A2 — 222 + 2

i=0
dan k = 1 dimana Q(1) = Q'(1) = 0 dan Q" (1) # 0, maka diperoleh r = 2.

dy=1
2 Q®(1)
“T e s T
Q" ”(1)
e Q(Z)(l)z U URDRE

Q(lzfg 5 :0 d; PC(;? (Ine)*i = % (do (%) (n)* + d, (g) (In6)® + d, G) (In t)z)

=t(nt)* —4t(Int)3® + 12t(Int)2.

y:

Contoh 8. Tentukan solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy berikut ini
5y + t@Wy® 4 3¢3y"" — 8t2y" + 16ty’ — 16y = 840t2(Int)3.
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Penyelesaian:
Diketahui:

5
Q) = Z a;P(A,i) = A5 —92* + 3223 — 562 + 481 — 16

=0
QW) = 1201 — 216

dan k = 2 dimana Q(2) = Q'® = Q"(0) = Q""" (2) = 0 dan Q(2) # 0, maka diperoleh r = 4.

do

d, =

dy

d3

ROV
i=

=1
4 Q)

T o s T
1 .,
4! Q(6—J)(2)
=@ L oy b= =t
j=0
2 .,
4 QU-1N(2)
=— —d, =—(0+0+1)=-1
Q(‘*)(Z)J,:O 7=

840t o P(3,0) (no)7-i 8‘;?;2 <d0 (31_5) (Int)” + d, (13_5) (nt)® +d, (g) (nt)® +d, (?) (In t)s)

=t?(Int)” — 7t?(Int)® + 42t%(Int)® — 210t%(Int)*

4. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan bahwa bentuk umum solusi partikular dari Persamaan Euler-

Cauchy yang diperoleh, merupakan hasil dari penggunaan matriks segitiga atas Toeplitz. Metode Alternatif
ini dapat menentukan solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy tak homogen dengan bentuk polinomial
dan logaritma natural tanpa harus ditransformasi ke bentuk persamaan diferensial biasa koefisien konstanta.
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