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Abstrak 

Persamaan Euler-Cauchy merupakan salah satu tipe dari persamaan diferensial biasa dengan koefisien variabel. 

Pada penelitian ini dibahas metode alternatif yang digunakan untuk menentukan solusi partikular dari Persamaan 

Euler-Cauchy tak homogen yang berbentuk polinomial dan logaritma natural. Bentuk umum solusi partikular yang 
diperoleh merupakan hasil dari penggunaan matriks segitiga atas Toeplitz. Hasil penelitian menunjukkan bahwa 

metode ini dapat menentukan solusi partikular persamaan Euler-Cauchy 

Kata Kunci : Euler-Cauchy, persamaan karakteristik, matriks Toeplitz, multiplisitas 

 

Abstract 

Euler-Cauchy equation is the typical example of a linear ordinary differential equation with variable coefficients. In 

this paper, we apply the alternative method to determine the particular solution of Euler-Cauchy nonhomogenous 
with polynomial and natural logarithm form. An explicit formula of the particular solution is derived from the use of 

an upper triangular Toeplitz matrix. The study showed that this method could be finding the particular solution for 

the Euler-Cauchy equation. 
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1. PENDAHULUAN  

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau lebih turunan dari variabel tak bebas 

terhadap satu atau lebih variabel bebas. Berdasarkan variabel bebasnya, persamaan diferensial 

diklasifikasikan menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial [1]. 

Persamaan diferensial biasa merupakan persamaan diferensial yang memuat satu atau lebih dari 

variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas. Persamaan diferensial biasa dapat diklasifikasikan 

berdasarkan jenis koefisiennya, yaitu koefisien konstanta dan koefisien variabel. Persamaan Euler-Cauchy 

merupakan salah satu jenis persamaan diferensial biasa koefisien variabel [2, 3]. Persamaan Euler-Cauchy 

ini pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler dan selanjutnya dikembangkan oleh Agustin Louis 

Cauchy [4]. Persamaan Euler-Cauchy mempunyai peran penting dalam suatu permasalahan di bidang fisika 

dan teknik diantaranya penyelesaian persamaan Laplace di koordinat polar pada kasus aliran fluida dan 

potensial elektrostatik. Selain itu juga persamaan Euler-Cauchy dapat diaplikasi ke klas fungsi analitik [5]. 

Diberikan bentuk umum dari persamaan Euler-Cauchy pada suatu interval 𝐼, yaitu 

∑𝑎i𝑡
𝑖𝑦(𝑖) = 𝑏(𝑡)

n

i=0

 

dengan 𝑦(𝑖) merupakan turunan ke-𝑖 dari 𝑦 terhadap 𝑡, 𝑎𝑖 ∈ ℝ untuk 𝑖 = 0,1,2,⋯ , 𝑛, 𝑎𝑛 ≠ 0 dan 𝑏(𝑡) adalah 

suatu fungsi kontinu pada interval 𝐼. Persaman Euler-Cauchy dikatakan homogen jika 𝑏(𝑡) = 0 dan tak 

homogen jika 𝑏(𝑡) ≠ 0. 

Solusi umum persamaan Euler-Cauchy tak homogen terdiri dari solusi homogen dan solusi partikular. 

Ada beberapa metode untuk mencari solusi dari persamaan Euler-Cauchy tak homogen diantaranya Metode 

Transformasi Integral [6], Transformasi Laplace [7,8,9], Transformasi Elzaki [10], Metode Koefisien Tak 

Tentu [11], Metode Transformasi Diferensial [12], dan Reduksi Order [13]. Pada umumnya penyelesaian 

persamaan Euler-Cauchy tak homogen dapat dilakukan dengan mentransformasi koefisien variabel menjadi 

koefisien konstanta, kemudian mencari solusi homogen, dan dilanjutkan dengan beberapa metode untuk 

mencari solusi partikular, diantaranya Metode Koefisien Tak Tentu [11]. Namun, solusi partikular dari 

persamaan Euler-Cauchy tak homogen juga dapat dicari tanpa harus ditansformasikan ke bentuk koefisien 

konstanta yang telah dilakukan oleh [14, 15]. Metode yang diperkenalkan oleh [14] dan kemudian diperumum 

oleh [15] hanya untuk mencari solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy tak homogen dengan bentuk 

polinomial. 

Jia dan Sogabe dalam [16] telah menentukan bentuk umum solusi partikular dari persamaan diferensial 

biasa dengan koefisien konstanta tak homogen dalam kasus polinomial dan eksponensial. Penelitian [16] 

hanya membahas tentang persamaan diferensial biasa koefisien kontstanta dan pada penelitian ini membahas 

kasus khusus persamaan diferensial biasa koefisien variable, yaitu persamaan Euler-Cauchy. Pada artikel ini 

dibahas metode untuk mencari solusi partikular persamaan Euler-Cauchy tak homogen untuk fungsi 

polinomial dan logaritma natural dengan menerapkan metode yang sudah ada yaitu pada literatur [16]. 

 

 

2. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini merupakan studi literatur, yaitu mengkaji buku dan artikel penelitian yang relevan 

dengan topik pembahasan penelitian ini. Penelitian ini membahas tentang Metode Alternatif dalam mencari 

bentuk umum dari solusi partikular persamaan Euler-Cauchy tak homogen dengan bentuk polinomial dan 

logaritma natural. Adapun langkah-langkahnya sebagai berikut ini. 

Persamaan Euler-Cauchy tak homogen dengan bentuk logaritma natural ditransformasi ke bentuk 

persamaan diferensial biasa koefisien konstanta dan kemudian diturunkan sebanyak 𝑚 kali. Setelah itu 

dikonstruksi ke bentuk 𝐓𝐲 = 𝐟 dengan 𝐓 merupakan matriks segitiga atas Toeplitz. Selanjutnya mencari 𝑦, 

yang mana 𝑦 merupakan entri pertama dari vektor 𝐲, (𝐲 = 𝐓−1𝐟). Kemudian ditransformasikan kembali ke 

variabel awal sehingga diperoleh bentuk umum solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy tak homogen 

tersebut.  
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Tahap selanjutnya mencari bentuk umum dari solusi partikular persamaan Euler-Cauchy tak homogen 

yang berbentuk perkalian polinomial dan logaritma natural dengan memanfaatkan bentuk umum dari solusi 

partikular persamaan Euler-Cauchy tak homogen yang telah diketahui sebelumnya. 

 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Diberikan persamaan diferensial biasa koefisien konstanta tak homogen 

∑𝑐𝑖𝑦
(𝑖)

𝑛

𝑖=0

= ℎ(𝑡)𝑒𝛼𝑡 , ℎ(𝑡) =∑𝑏𝑖𝑡
𝑖

𝑚

𝑖=0

                                               (1)  

dengan 𝑐0 = 1 dan 𝛼 adalah konstanta. Persamaan karakteristik yang berhubungan Persamaan (1) adalah 

𝑝(𝜆):= ∑𝑐𝑖𝜆
𝑖

𝑛

𝑖=0

= 0. 

Pada artikel ini menampilkan bentuk umum solusi partikular dari Persamaan (1) [16] dalam bentuk 

Teorema 1 dan 2. 

 

Teorema 1. [16] Jika 𝑝(𝛼) ≠ 0, maka 

𝑦 = 𝑒𝛼𝑡∑𝑑𝑖𝑔
(𝑖)(𝑡)

𝑚

𝑖=0

 

adalah solusi partikular dari Persamaan (1), dengan 

{
 

 
𝑑0 = 1

𝑑𝑖 = −
1

𝑝(𝛼)
∑

𝑝(𝑖−𝑗)(𝛼)

(𝑖 − 𝑗)!
𝑑𝑗

𝑖−1

𝑗=0

untuk 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚
 

dan 𝑔(𝑡) =
ℎ(𝑡)

𝑝(𝛼)
 dengan ℎ(𝑡) = ∑ 𝑏𝑖𝑡

𝑖𝑚
𝑖=0 . 

 

Teorema 1 menjelaskan tentang solusi partikular dari Persamaan (1) ketika akar-akar dari persamaan 

karakteristik 𝑝(𝜆) tidak sama dengan 𝛼. Namun ketika terdapat akar-akar persamaan karakteristiknya sama 

dengan 𝛼 dan multiplisitasnya 𝑟 (𝑟 ≥ 1), maka Teorema 1 tidak berlaku lagi karena 𝑝(𝛼) = 0 untuk suatu 

𝑎 ∈ ℝ. Oleh karena untuk mencari solusi partikular dari Persamaan (1) yang mempunyai akar-akar persamaan 

karakteristiknya sama dengan 𝛼 dan multiplisitasnya 𝑟 (𝑟 ≥ 1) dapat menggunakan Teorema 2 berikut ini. 

 

Teorema 2. [16] Jika 𝑝(𝛼) = 0 dan 𝛼 mempunyai multiplisitas 𝑟 (𝑟 ≥ 1), maka 

𝑦 = 𝑒𝛼𝑡𝑢(𝑡) 

adalah solusi partikular dari Persamaan (1), dengan 

𝑢(𝑟)(𝑥) =∑𝑑𝑖𝑔
(𝑖)(𝑡)

𝑚

𝑖=0

 

{
 

 
𝑑0 = 1

𝑑𝑖 = −
𝑟!

𝑝(𝑟)(𝛼)
∑

𝑝(𝑟+𝑖−𝑗)(𝛼)

(𝑟 + 𝑖 − 𝑗)!
𝑑𝑗

𝑖−1

𝑗=0

untuk 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚
 

dan 𝑔(𝑡) =
ℎ(𝑡)𝑟!

𝑝(𝑟)(𝛼)
 dengan ℎ(𝑡) = ∑ 𝑏𝑖𝑡

𝑖𝑚
𝑖=0 . 

 

 

Diberikan persamaan Euler-Cauchy tak homogen 

∑𝑎𝑖𝑡
𝑖𝑦(𝑖) =

𝑛

𝑖=0

𝑓(𝑡)                                                                           (2) 
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dengan 𝑓(𝑡) = (ln 𝑡)𝑚. 

Persamaan (2) ditransformasi ke bentuk persamaan diferensial biasa koefisien konstanta dengan 

memisalkan 𝑥 = ln 𝑡 dan diperoleh 

∑𝐴𝑖𝑦
(𝑖)

𝑛

𝑖=0

= 𝑓(𝑥)                                                             (3) 

dimana 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑚 dan 

𝐴𝑖 =
𝑄(𝑖)(𝜆)

𝑖!
 untuk 𝜆 = 0, 

dengan 𝑄(𝑖)(𝜆) = ∑ 𝑎𝑖𝑃
(𝑖)(𝜆, 𝑖)𝑛

𝑖=0  dan 𝑃(𝜆, 𝑖) =
𝜆!

(𝜆−𝑖)!
. 

Selanjutnya Persamaan (3) diturunkan sampai turunan ke-𝑚 dan 𝑦(𝑚) = 𝑚!, sehingga diperoleh 

∑𝐴𝑖−𝑗𝑦
(𝑖)

𝑚

𝑖=𝑗

= 𝑓(𝑗)(𝑥), untuk 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚,                                       (4) 

kemudian Persamaan (4) direpresentasikan ke bentuk 𝐓𝐲 = 𝐟 dengan 𝐓 merupakan matriks segitiga atas 

Toeplitz, yaitu 

𝐓 =

[
 
 
 
 
𝐴0 𝐴1 𝐴2 ⋯ 𝐴𝑛
0
0
⋮

𝐴0
0
⋮

𝐴1
𝐴0
⋮

⋯
⋯
⋱

𝐴𝑛−1
𝐴𝑛−2
⋮

0 0 0 ⋯ 𝐴0 ]
 
 
 
 

 

dan  

𝐲 = (𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, ⋯ , 𝑦(𝑚))
𝑇
 

𝐟 = (𝑓(𝑥), 𝑓′(𝑥), 𝑓′′(𝑥),⋯ , 𝑓(𝑚)(𝑥))
𝑇
. 

Misalkan 𝑎0 = 𝐴0 ≠ 0, maka matriks 𝐓 mempunyai invers. Sehingga didapatkan 𝐲 = 𝐓−1𝐟 dan diketahui 

bahwa entri pertama pada vektor 𝐲 adalah 𝑦. Dengan demikian 𝑦 dapat diperoleh dari perkalian titik antara 

vektor baris pertama dari invers matriks 𝐓 dengan 𝐟, yaitu 

𝑦 =
1

𝐴0
∑𝑑𝑖𝑓

(𝑖)(𝑥)

𝑚

𝑖=0

 

dengan 

{
 

 
𝑑0 = 1

𝑑𝑖 = −
1

𝐴0
∑𝐴𝑖−𝑗𝑑𝑗

𝑖−1

𝑗=0

untuk 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚
 

 

dan selanjutnya ditansformasi ke bentuk awal dengan memisalkan 𝑥 = ln 𝑡 sehingga diperoleh bentuk umum 

solusi partikular dari Persamaan (2), yaitu 

  

𝑦 =
1

𝑄(0)
∑𝑑𝑖𝑃(𝑚, 𝑖)(ln 𝑡)

𝑚−𝑖

𝑚

𝑖=0

                                                                          (5) 

dengan 

{
 

 
𝑑0 = 1

𝑑𝑖 = −
1

𝑄(0)
∑

𝑄(𝑖−𝑗)(0)

(𝑖 − 𝑗)!
𝑑𝑗

𝑖−1

𝑗=0

untuk 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚.
 

 

Diberikan persamaan Euler-Cauchy tak homogen 



                BAREKENG: J. Il. Mat & Ter. vol. 15 no. 1 pp. 085 – 094, Mar. 2021   89                      

∑𝑎𝑖𝑡
𝑖𝑦(𝑖) =

𝑛

𝑖=0

𝐴𝑡𝑘𝑓(𝑡)                                                                           (6) 

dengan 𝑓(𝑡) = (ln 𝑡)𝑚. 

Langkah selanjutnya mencari bentuk umum solusi partikular dari Persamaan (6). Pada penelitian ini 

solusi partikular dari Persamaan (6) dibagi dalam dua kasus, yaitu 𝑄(𝑘) ≠ 0 dan ketika 𝑘 merupakan salah 

salah dari akar-akar karakteristik dari 𝑄(𝜆) dengan 𝑘 mempunyai multiplisitas 𝑟 (𝑟 ≥ 1). 
 

Teorema 3. Misalkan 𝑄(𝑘) ≠ 0 maka solusi partikular dari Persamaan (6), yaitu 

𝑦 =
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑘)
∑𝑑𝑖𝑃(𝑚, 𝑖)(ln 𝑡)

𝑚−𝑖

𝑚

𝑖=0

                                                             (7) 

dimana 

{
 

 
𝑑0 = 1

𝑑𝑖 = −
1

𝑄(𝑘)
∑

𝑄(𝑖−𝑗)(𝑘)

(𝑖 − 𝑗)!
𝑑𝑗

𝑖−1

𝑗=0

untuk 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚
 

dengan 𝑄(𝑘) = ∑ 𝑎𝑖𝑃(𝑘, 𝑖)
𝑛
𝑖=0  dan 𝑃(𝑘, 𝑖) =

𝑘!

(𝑘−𝑖)!
. 

Bukti 

Diberikan 

∑𝑎𝑖𝑡
𝑖𝑦(𝑖) =

𝑛

𝑖=0

𝐴𝑡𝑘(ln 𝑡)𝑚. 

Misalkan 𝑥 = ln 𝑡, maka 

∑𝐴𝑖𝑦
(𝑖)

𝑛

𝑖=0

= 𝐴𝑒𝑘𝑥𝑥𝑚                                                                         (8) 

= ℎ(𝑥)𝑒𝑘𝑥 

dengan 

ℎ(𝑥) = 𝐴𝑥𝑚 

𝐴𝑖 =
𝑄(𝑖)(𝜆)

𝑖!
 untuk 𝜆 = 0, 

dimana 𝑄(𝑖)(𝜆) = ∑ 𝑎𝑖𝑃
(𝑖)(𝜆, 𝑖)𝑛

𝑖=0  dan 𝑃(𝜆, 𝑖) =
𝜆!

(𝜆−𝑖)!
. 

Persamaan karakteristik dari Persamaan (8) adalah 

𝑝(𝜆) =∑𝐴𝑖𝜆
𝑖

𝑛

𝑖=0

= 𝑄(𝜆) 

dan 

𝑔(𝑥) =
ℎ(𝑥)

𝑝(𝑘)
=
𝐴𝑥𝑚

𝑄(𝑘)
 

Berdasarkan Teorema 1, maka solusi partikular Persamaan (8) adalah 

𝑦 = 𝑒𝑘𝑥∑𝑑𝑖𝑔
(𝑖)(𝑥)

𝑚

𝑖=0

 

= 𝑒𝑘𝑥∑𝑑𝑖

𝑚

𝑖=0

(
𝐴𝑥𝑚

𝑄(𝑘)
)

𝑖

 

=
𝐴𝑒𝑘𝑥

𝑄(𝑘)
∑𝑑𝑖

𝑚

𝑖=0

𝑃(𝑚. 𝑖)𝑥𝑚−𝑖 
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dengan 

{
 

 
𝑑0 = 1

𝑑𝑖 = −
1

𝑄(𝑘)
∑

𝑄(𝑖−𝑗)(𝑘)

(𝑖 − 𝑗)!
𝑑𝑗

𝑖−1

𝑗=0

untuk 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚
 

Kemudian ditransformasi ke bentuk awal, diperoleh 

𝑦 =
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑘)
∑𝑑𝑖𝑃(𝑚, 𝑖)(ln 𝑡)

𝑚−𝑖

𝑚

𝑖=0

. ∎ 

 

Kasus ketika 𝑚 = 0 pada Persamaan (6), maka dapat diperoleh bentuk umum solusi partikularnya, 

yaitu 

𝑦 =
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑘)
 

dimana solusi partikularnya sama dengan solusi partikular dari penelitian [14]. 

 

 

Akibat 4. Misalkan 𝑄(𝑘) ≠ 0 maka solusi partikular dari Persamaan (6) untuk 𝑚 = 0, yaitu 

𝑦 =
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑘)
 

dengan 𝑄(𝑘) = ∑ 𝑎𝑖𝑃(𝑘, 𝑖)
𝑛
𝑖=0  dan 𝑃(𝑘, 𝑖) =

𝑘!

(𝑘−𝑖)!
. 

Bukti 

Misalkan  

𝑦 =
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑘)
 

maka 

𝑦(𝑖) =
𝐴

𝑄(𝑘)
𝑃(𝑘, 𝑖)𝑡𝑘−𝑖 untuk 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛. 

Jadi 

∑𝑎𝑖𝑡
𝑖𝑦(𝑖)

𝑛

𝑖=0

=∑𝑎𝑖𝑡
𝑖
𝐴

𝑄(𝑘)
𝑃(𝑘, 𝑖)𝑡𝑘−𝑖

𝑛

𝑖=0

 

=∑𝑎𝑖
𝐴

𝑄(𝑘)
𝑃(𝑘, 𝑖)𝑡𝑘

𝑛

𝑖=0

 

=
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑘)
∑𝑎𝑖𝑃(𝑘, 𝑖)

𝑛

𝑖=0

 

=
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑘)
𝑄(𝑘) 

∑𝑎𝑖𝑡
𝑖𝑦(𝑖)

𝑛

𝑖=0

= 𝐴𝑡𝑘∎. 

 

Adapun kasus ketika terdapat akar-akar persamaan dari 𝑄(𝜆) sama dengan 𝑘 dan multiplisitasnya 𝑟 

(𝑟 ≥ 1). 
 

Teorema 5. Misalkan 𝑄(𝑘) = 0 dan 𝑘 mempunyai multiplisitas 𝑟 (𝑟 ≥ 1), maka solusi partikular dari 

Persamaan (6), yaitu 

𝑦 =
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑟)(𝑘)
∑𝑑𝑖

𝑃(𝑚, 𝑖)

𝐶𝑟
𝑚−𝑖+𝑟

(ln 𝑡)𝑚−𝑖+𝑟
𝑚

𝑖=0

                                                     (9) 

dimana 
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{
 

 
𝑑0 = 1

𝑑𝑖 = −
𝑟!

𝑄(𝑟)(𝑘)
∑

𝑄(𝑖−𝑗+𝑟)(𝑘)

(𝑖 − 𝑗 + 𝑟)!
𝑑𝑗

𝑖−1

𝑗=0

untuk 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚
 

dengan 𝑄(𝑘) = ∑ 𝑎𝑖𝑃(𝑘, 𝑖)
𝑛
𝑖=0 , 𝑃(𝑘, 𝑖) =

𝑘!

(𝑘−𝑖)!
 dan 𝐶𝑟

𝑚−𝑖+𝑟 =
(𝑚−𝑖+𝑟)!

𝑟!(𝑚−𝑖)!
. 

 

Bukti 

Misalkan  

𝑦 =
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑟)(𝑘)
∑𝑑𝑖

𝑃(𝑚, 𝑖)

𝐶𝑟
𝑚−𝑖+𝑟

(ln 𝑡)𝑚−𝑖+𝑟
𝑚

𝑖=0

 

maka 

𝑦(𝑗) =∑∑𝐶𝑙
𝑚−𝑖+𝑟𝑃(𝑙)(𝑘, 𝑗)

𝐴𝑡𝑘−𝑗

𝑄(𝑟)(𝑘)
𝑑𝑖
𝑃(𝑚, 𝑖)

𝐶𝑟
𝑚−𝑖+𝑟

(ln 𝑡)𝑚−𝑖+𝑟−𝑙

𝑗

𝑙=0

𝑚

𝑖=0

 

Jadi, 

∑𝑎𝑗𝑡
𝑗𝑦(𝑗)

𝑛

𝑗=0

=∑𝑎𝑗𝑡
𝑗

𝑛

𝑗=0

∑∑𝐶𝑙
𝑚−𝑖+𝑟𝑃(𝑙)(𝑘, 𝑗)

𝐴𝑡𝑘−𝑗

𝑄(𝑟)(𝑘)
𝑑𝑖
𝑃(𝑚, 𝑖)

𝐶𝑟
𝑚−𝑖+𝑟

(ln 𝑡)𝑚−𝑖+𝑟−𝑙

𝑗

𝑙=0

𝑚

𝑖=0

 

=
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑟)(𝑘)
∑𝑎𝑗∑𝑑𝑖

𝑃(𝑚, 𝑖)

𝐶𝑟
𝑚−𝑖+𝑟

∑𝐶𝑙
𝑚−𝑖+𝑟𝑃(𝑙)(𝑘, 𝑗)(ln 𝑡)𝑚−𝑖+𝑟−𝑙

𝑗

𝑙=0

𝑚

𝑖=0

𝑛

𝑗=0

 

=
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑟)(𝑘)
∑∑𝑑𝑖

𝑃(𝑚, 𝑖)

𝐶𝑟
𝑚−𝑖+𝑟

𝐶𝑙
𝑚−𝑖+𝑟 (∑𝑎𝑗𝑃

(𝑙)(𝑘, 𝑗)

𝑛

𝑗=0

) (ln 𝑡)𝑚−𝑖+𝑟−𝑙
𝑟−𝑖

𝑙=0

𝑚

𝑖=0

 

=
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑟)(𝑘)
∑∑𝑑𝑖

𝑃(𝑚, 𝑖)

𝐶𝑟
𝑚−𝑖+𝑟

𝐶𝑙
𝑚−𝑖+𝑟 (𝑄(𝑙)(𝑘)) (ln 𝑡)𝑚−𝑖+𝑟−𝑙

𝑟−𝑖

𝑙=0

𝑚

𝑖=0

, 

karena 𝑄(𝑗)(𝑘) = 0 untuk 𝑗 = 0,1,⋯ , 𝑟 − 1, maka  

∑𝑎𝑗𝑡
𝑗𝑦(𝑗)

𝑛

𝑗=0

=
𝐴𝑡𝑘

𝑄(𝑟)(𝑘)
𝑄(𝑟)(𝑘)(ln 𝑡)𝑚 

= 𝐴𝑡𝑘(ln 𝑡)𝑚. ∎ 

 

 

Contoh 6. Tentukan solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy berikut ini 

𝑡2𝑦′′ − 𝑡𝑦′ + 𝑦 = 30𝑡(ln 𝑡)4. 
 

Penyelesaian: 

1) Menentukan solusi partikular dengan Metode Koefisien Tak Tentu. 

Diberikan persamaan Euler-Cauchy berikut ini 

𝑡2𝑦′′ − 𝑡𝑦′ + 𝑦 = 30𝑡(ln 𝑡)4.                                                                (10) 

Misalkan 𝑡 = 𝑒𝑥, maka Persamaan (10) dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 30𝑒𝑥𝑥4.                                                               (11) 

Kemudian persamaan karakteristik dari Persamaan (11) adalah 

𝑝(𝜆) = 𝜆2 − 2𝜆 + 1 

dan akar-akar persamaan karakteristiknya adalah 𝜆1,2 = 𝜆 = 1, sehingga diperoleh solusi umum dari 

Persamaan (11), yaitu 

𝑦ℎ = (𝑐1 + 𝑐2𝑥)𝑒
𝑥 . 
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Misalkan 𝑦𝑝 = 𝑥
2(𝐴𝑥4 + 𝐵𝑥3 + 𝐶𝑥2 + 𝐷𝑥 + 𝐸)𝑒𝑥 merupakan solusi partikular dari Persamaan (11), 

maka 

𝑦𝑝
′ = (𝐴𝑥6 + (6𝐴 + 𝐵)𝑥5 + (5𝐵 + 𝐶)𝑥4 + (4𝐶 + 𝐷)𝑥3 + (3𝐷 + 𝐸)𝑥2 + 2𝐸𝑥)𝑒𝑥  

𝑦𝑝
′′ = (𝐴𝑥6 + (12𝐴 + 𝐵)𝑥5 + (30𝐴 + 10𝐵 + 𝐶)𝑥4 + (20𝐵 + 8𝐶 + 𝐷)𝑥3 + (12𝐶 + 6𝐷 + 𝐸)𝑥2 

 +(6𝐷 + 4𝐸)𝑥 + 2𝐸)𝑒𝑥 

Kemudian disubstitusikan ke Persamaan (11) diperoleh 𝐴 = 1, dan 𝐵 = 𝐶 = 𝐷 = 𝐸 = 0. Sehingga 

solusi partikular dari Persamaan (11) adalah 

𝑦𝑝 = 𝑥
6𝑒𝑥, 

setelah itu ditransformasi ke bentuk awal, maka diperoleh solusi partikular dari Persamaan (10), yaitu 

𝑦𝑝 = 𝑡(ln 𝑡)
6. 

2) Menentukan solusi partikular dengan Metode Alternatif. 

Diberikan persamaan Euler-Cauchy berikut ini 

𝑡2𝑦′′ − 𝑡𝑦′ + 𝑦 = 30𝑡(ln 𝑡)4. 

Diketahui 

𝑄(𝜆) =∑𝑎𝑖𝑃(𝜆, 𝑖)

2

𝑖=0

= 𝜆2 − 2𝜆 + 1 

dan 𝑘 = 1 dimana 𝑄(1) = 𝑄′(1) = 0 dan 𝑄′′(1) ≠ 0, maka diperoleh 𝑟 = 2. 

𝑑0 = 1 

𝑑1 = −
2!

𝑄(2)(1)

𝑄(3)(1)

3!
𝑑0 = 0, 𝑑2 = 0, 𝑑3 = 0, dan 𝑑4 = 0. 

𝑦 =
30𝑡

𝑄(2)(1)
∑𝑑𝑖

𝑃(4, 𝑖)

𝐶2
6−𝑖

(ln 𝑡)6−𝑖
4

𝑖=0

 

= 𝑡(ln 𝑡)6. 

Berdasarkan Contoh 6 dapat dilihat bahwa untuk mencari solusi partikular Euler-Cauchy tak homogen 

dengan Metode Alternatif lebih efisien dibandingkan dengan Metode Koefisien Tak Tentu, yang dalam hal 

ini metode yang memanfaatkan solusi homogen untuk mencari solusi partikular.  

 

Contoh 7. Tentukan solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy berikut ini 

𝑡3𝑦′′′ + 𝑡2𝑦′′ = 12𝑡(ln 𝑡)2. 
 

Penyelesaian: 

Diketahui 

𝑄(𝜆) =∑𝑎𝑖𝑃(𝜆, 𝑖)

3

𝑖=0

= 𝜆3 − 2𝜆2 + 𝜆 

dan 𝑘 = 1 dimana 𝑄(1) = 𝑄′(1) = 0 dan 𝑄′′(1) ≠ 0, maka diperoleh 𝑟 = 2. 

𝑑0 = 1 

𝑑1 = −
2!

𝑄(2)(1)

𝑄(3)(1)

3!
𝑑0 = −1 

𝑑2 = −
2!

𝑄(2)(1)
∑

𝑄(4−𝑗)(1)

(4 − 𝑗)!
𝑑𝑗

1

𝑗=0

= −
2

2
(0 − 1) = 1 

𝑦 =
12𝑡

𝑄(2)(1)
∑𝑑𝑖

𝑃(2, 𝑖)

𝐶2
4−𝑖

(ln 𝑡)4−𝑖
2

𝑖=0

=
12𝑡

2
(𝑑0 (

1

6
) (ln 𝑡)4 + 𝑑1 (

2

3
) (ln 𝑡)3 + 𝑑2 (

2

1
) (ln 𝑡)2) 

= 𝑡(ln 𝑡)4 − 4𝑡(ln 𝑡)3 + 12𝑡(ln 𝑡)2. 
 

Contoh 8. Tentukan solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy berikut ini 

𝑡5𝑦(5) + 𝑡(4)𝑦(4) + 3𝑡3𝑦′′′ − 8𝑡2𝑦′′ + 16𝑡𝑦′ − 16𝑦 = 840𝑡2(ln 𝑡)3. 
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Penyelesaian: 

Diketahui: 

𝑄(𝜆) =∑𝑎𝑖𝑃(𝜆, 𝑖)

5

𝑖=0

= 𝜆5 − 9𝜆4 + 32𝜆3 − 56𝜆2 + 48𝜆 − 16 

𝑄(4)(𝜆) = 120𝜆 − 216 

dan 𝑘 = 2 dimana 𝑄(2) = 𝑄′(2) = 𝑄′′(0) = 𝑄′′′(2) = 0 dan 𝑄(4)(2) ≠ 0, maka diperoleh 𝑟 = 4. 
𝑑0 = 1 

𝑑1 = −
4!

𝑄(4)(2)

𝑄(5)(2)

5!
𝑑0 = −1 

𝑑2 = −
4!

𝑄(4)(2)
∑

𝑄(6−𝑗)(2)

(6 − 𝑗)!
𝑑𝑗

1

𝑗=0

= −(0 − 1) = 1 

𝑑3 = −
4!

𝑄(4)(2)
∑

𝑄(7−𝑗)(2)

(7 − 𝑗)!
𝑑𝑗

2

𝑗=0

= −(0 + 0 + 1) = −1 

𝑦 =
840𝑡

𝑄4(2)
∑𝑑𝑖

𝑃(3, 𝑖)

𝐶4
7−𝑖

(ln 𝑡)7−𝑖
3

𝑖=0

=
840𝑡2

24
(𝑑0 (

1

35
) (ln 𝑡)7 + 𝑑1 (

3

15
) (ln 𝑡)6 + 𝑑2 (

6

5
) (ln 𝑡)5 + 𝑑2 (

6

1
) (ln 𝑡)5) 

= 𝑡2(ln 𝑡)7 − 7𝑡2(ln 𝑡)6 + 42𝑡2(ln 𝑡)5 − 210𝑡2(ln 𝑡)4. 
 

 

4. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan bahwa bentuk umum solusi partikular dari Persamaan Euler-

Cauchy yang diperoleh, merupakan hasil dari penggunaan matriks segitiga atas Toeplitz. Metode Alternatif 

ini dapat menentukan solusi partikular dari persamaan Euler-Cauchy tak homogen dengan bentuk polinomial 

dan logaritma natural tanpa harus ditransformasi ke bentuk persamaan diferensial biasa koefisien konstanta. 
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