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Abstrak

Misal (H.7) adalah suatu ruang topologi, H disebut ruang Hausdorff jika untuk setiap x,y € H dimana
x # y terdapat dua himpunan buka U,V € t dan UNV = @ sedemikian sehingga x € U dan y € V.
Selanjutnya dengan memanfaatkan sifat kekompakan dalam suatu ruang topologi maka akan ditinjau
karakteristik suatu ruang Hausdorff yang dilengkapi oleh sifat kekompakan ini. Lebih lanjut, suatu ruang
Hausdorff yang dilengkapi dengan sifat kompak disebut ruang Hausdorff kompak.

Kata Kunci: Kekompakan, ruang Hausdorff, ruang topologi.

THE CHARACTERISTICS OF COMPACT HAUSDORFF SPACE

Abstract

Let (H.t) is a topology space, H is said to be a Hausdorff space if for every x,y € H where x # y, there
aretwo opensets U,V et and UNV =@ such as x € U and y € V. Moreover by using a compactness
property in a topology space, then we will observe some characteristics of a Hausdorff Space which
equipped with this compactness. Furthermore, a Hausdorff Space which equipped by this compactness
property is said to be a compact Hausdorff space.
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1. Pendahuluan

Topologi digunakan dalam cabang matematika dan keluarga himpunan untuk menjelaskan tentang
himpunan-himpunan buka. Beberapa sifat dari ruang topologi X bergantung pada himpunan-himpunan buka
dalam ruang topologi tersebut. Suatu topologi pada himpunan X adalah suatu koleksi T yang memuat
himpunan-himpunan bagian dari X yang memenuhi sifat-sifat berikut:

i. @ dan X termasuk dalam t;
ii. Gabungan tak hingga dari himpunan elemen-elemen dalam 7 adalah elemen t;
iii. Irisan berhingga dari himpunan elemen dalam t adalah elemen z.

Dalam konsep topologi juga dikenal istilah cover (liput). Diberikan B adalah suatu himpunan. Suatu
koleksi A disebut cover dari B jika B termuat dalam gabungan semua himpunan dari A. Subcover dari A
untuk B adalah subkoleksi dari <4 yang juga merupakan cover dari B.

Ruang Topologi X disebut ruang Hausdorff atau ruang topologi terpisah jika pasangan titik yang berbeda
a dan b di X masing-masing termasuk ke dalam himpunan-himpunan buka yang saling lepas. Lebih lanjut,
dalam ruang topologi juga dikenal sifat kekompakan. Sifat kekompakan dipakai untuk melihat sifat-sifat dari
himpunan yang mirip dengan sifat keterterbatasan, di sisi lain dipakai sifat kekompakan karena sifat
keterbatasan adalah konsep yang agak sulit ditinjau di dalam ruang topologi.

Suatu ruang Hausdorff yang dilengkapi dengan sifat kekompakan dikenal dengan ruang Hausdorff
kompak. Lebih lanjut, dalam penelitian ini akan dibahas karakteristik Ruang Hausdorff secara umum. Lebih
khususnya akan dibahas suatu ruang Hausdorff yang kompak.
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2. Hasil dan Pembahasan

Ruang Hausdorff adalah ruang dimana setiap dua buah elemen yang berbeda dapat dipisahkan oleh dua
buah persekitaran yang saling lepas [1]. Berikut adalah definisi formal dari ruang Hausdorff.

Definisi 1. [2] Misal (X, ) adalah suatu ruang topologi. X disebut Ruang Hausdorff jika untuk setiap pasangan
X1,%, € X, dimana x; # x,, terdapat himpunan buka U; dan U, sedemikian hingga x; € U;, x, € U, dan
U1 N UZ = @

Contoh 1. Diberikan ruang topologi (X, 1), dengan X = {a, b, c,d} dan T = 27,
Perhatikan bahwa ruang topologi X adalah ruang Hausdorff.
Ambil sebarang x;, x, € X dan x; # x,

Ada U; = {x;}, U, = {x,} € X sedemikian hingga x; € {x;} =U;,x, € {x,} =U, dan U; NnU, = Q.
Sehingga berdasarkan Definisi 1 maka X adalah ruang Hausdorff.

Contoh 2. Diberikan ruang topologi (M, 1), dengan M = {a, b,c,d} dan t = {®,{a, b}, {c,d}, M}, maka M
bukan ruang Hausdorff.

Definisi 2. [2] Sebuah ruang X dikatakan ruang kompak jika dan hanya jika setiap cover buka dari X
mempunyai sebuah subcover hingga.

Contoh 3. Diberikan suatu ruang topologi Y = {1,2,3,4} dengan topologi T = 2¥ dan X c Y dimana
X = {1,2,4}. Misalkan terdapat suatu koleksi ¢ = {{1,2}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,3,4}}. Berdasarkan definisi
himpunan buka di atas maka dapat dikatakan koleksi C adalah koleksi himpunan buka.

|\/|I56.|kan C = {Cll Cz, C3, C4_} maka Cl U Cz V) C3 U C4_ = {1,2,3,4} Karena X = {1,2,4} C U$l=1 CTL =
{1,2,3,4} maka dapat dikatakan bahwa X termuat dalam gabungan dari himpunan-himpunan dalam koleksi C.
Sehingga C adalah cover buka dari X.

Misalkan ¢, = {C,, C3} merupakan subkoleksi dari C. Karena X termuat dalam C, U C; = {1,2,3,4} maka C,
merupakan cover dari X.Sehingga subkoleksi C, adalah subcover hingga dari C.

Teorema 1. [2] Setiap himpunan tutup K dalam ruang kompak X adalah kompak.

Teorema 2. Jika K adalah suatu himpunan kompak dalam ruang Hausdorff X dan p adalah sebuah titik di
X — K, maka ada himpunan-himpunan buka U dan V yang saling lepas dari X sedemikian hingga K < U dan
pEYV.

Bukti. Diketahui X adalah ruang Hausdorff. Ambil sebarang K c X, dimana K himpunan kompak. Misal
p € X — K. Untuk sebarang a € K, karena X ruang Hausdorff maka ada himpunan-himpunan buka U, dan V/,
dari X sedemikian hingga a € U, danp € V.

Misal F = {U,|a € K} dengan U, himpunan buka dari X, maka F adalah cover dari K.

Perhatikan bahwa K kompak, maka F memiliki sebuah subcover hingga dari K, yaitu ada berhingga titik
a, ay, ..., an dari K sedemikian hingga K termuat dalam U, yaitu K c U = U, U ---U Uy, sehingga U
himpunan buka. Di lain pihak, misalkan V. =1, n--n, .

Karena p termuat dalam V, ,---,V, makaVj_,--+,V, buka. Sehingga V' juga buka. Diperoleh U dan V adalah
himpunan-himpunan buka di X, sedemikianhingga K c U, peV,danUNV =0. =

Akibat 3. [3] Setiap himpunan kompak Kdalam suatu ruang Hausdorff X adalah tutup.
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Pada Teorema 2 telah dibahas sifat suatu himpunan kompak pada suatu ruang Hausdorff. Sifat ini
penting untuk menunjukkan bahwa ruang Hausdorff adalah ruang normal.

Definisi 3. [3] Ruang topologi X dikatakan ruang normal jika untuk setiap himpunan tutup A4, B c X yang
saling lepas terdapat himpunan-himpunan buka U dan V sedemikian hingga A c U,BcVdanU NV = Q.

Contoh 4. Diberikan X = {a, b, c} dengan topologi T = {Q),X, {a},{b},{q, b}}. Himpunan-himpunan tutup dari
X adalah X, @,{b, c},{a, c}, X ruang normal.

Karakteristik Ruang Hausdorff Kompak

Ruang Hausdorff yang dilengkapi sifat kekompakan dinamakan ruang Hausdorff kompak. Diberikan X
suatu ruang topologi. X dikatakan ruang Hausdorff kompak jika X merupakan ruang Hausdorff dan setiap
cover buka dari X memiliki suatu subcover hingga.

Contoh 5. Diberikan suatu himpunan A = [0,5]. Karena A c R, dimana R adalah ruang Hausdorff maka A
juga merupakan ruang Hausdorff.

Berdasarkan Teorema 1 dan Akibat 3 maka diperoleh akibat di bawah ini

Akibat 4. Diberikan X ruang Hausdorff kompak. Suatu subhimpunan K dari X dikatakan kompak jika dan
hanya jika K tutup.

Bukti. Diketahui X adalah ruang Hausdorff kompak, K c X. Akan ditunjukkan bahwa K kompak jika dan
hanya jika K tutup.

Misalkan K kompak. Akan dibuktikan bahwa K tutup. Karena K < X dan X ruang Hausdorff kompak, maka
berdasarkan Akibat 1 terbukti bahwa K tutup. Misalkan K tutup akan dibuktikan bahwa K kompak. Karena X
ruang Hausdorff kompak maka X juga merupakan ruang kompak. Jadi, berdasarkan Teorema 1 maka dapat
dkatakan bahwa K kompak. m

Ciri khas dari ruang Hausdorff kompak termuat dalam Akibat 4. Jika X adalah ruang Hausdorff, setiap
subhimpunan K yang kompak pasti tutup, tetapi tidak berlaku sebaliknya. Jika X adalah ruang kompak, setiap
subhimpunan K yang tutup pasti kompak tetapi tidak berlaku sebaliknya. Tetapi jika X ruang Hausdorff
kompak, berlaku setiap subhimpunan K yang kompak pasti tutup dan yang tutup pasti kompak.

Berdasarkan Teorema 2 dan Definisi 3, maka hubungan antara ruang hausdorff, sifat kekompakan dan
ruang normal dapat disajikan dalam Teorema berikut.

Teorema 5. Setiap ruang Hausdorff kompak adalah normal.
Bukti. Misal X adalah ruang Hausdorff kompak. Akan ditunjukkan bahwa X normal.

Ambil sebarang 4, B c X, dimana 4, B tutup dan A N B = @. Karena X kompak maka berdasarkan Teorema
1, A dan B juga kompak. Selanjutnya berdasarkan Teorema 2, untuk setiap b € B terdapat dua himpunan buka
yang saling lepas U}, dan V}, dari X sedemikian hingga A c U, dan b c V,,.

Misalkan F = {V,,|b € B} adalah koleksi dari himpunan-himpunan buka di X. Karena b € B, b € V;, maka
B €V, sehingga F cover dari B. Karena B kompak maka F mempunyai sebuah subcover hingga dari B.
Dengan kata lain, ada b4,b,,...,b, € B sedemikian hingga B termuat di dalam V dimana
V=V, U..UV, . Karena V, buka maka gabungan dari V, juga buka sehingga V buka. Di lain pihak,
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misalkan U = Up,, N ...N Up, . Karena U, buka maka irisan dari U, juga buka sehingga U buka. Karena U,V
buka maka berdasarkan definisi ruang normal:

Untuk setiap himpunan tutup A, B € X, A n B = @, terdapat U, V buka di X sedemikian hinggaA c U,B cV
danU NV = Q.

Dengan demikian, X adalah normal. m

3. Kesimpulan

Dalam ruang Hausdorff kompak,jika suatu himpunan kompak maka himpuanan tersebut juga tutup dan
sebaliknya. Lebih lanjut, Setiap ruang Hausdorff kompak adalah normal, artinya, untuk setiap himpunan-
himpunan tutup dalam ruang Hausdorff kompak masing-masing memiliki himpunan buka yang saling lepas.
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