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Abstrak

Pelabelan total tak teratur total yang diperkenalkan oleh Marzuki, dkk merupakan kombinasi dari dua jenis
pelabelan tak teratur, yaitu pelabelan total tak teratur titik dan pelabelan total tak teratur titik. Bilangan
bulat positif k terkecil sedemikian sehingga suatu graf G memiliki pelabelan k-total tak teratur total disebut
nilai total tak teratur total dari G, dinotasikan dengan ts(G). Pada makalah ini, nilai total tak teratur total
dari gabungan terpisah graf roda dan graf buku segitiga ditentukan.

Kata Kunci: Pelabelan total tak teratur sisi, pelabelan total tak teratur titik, pelabelan total tak teratur total.

THE TOTAL IRREGULARITY STRENGTH OF DISJOINT UNION
OF WHEEL AND TRIANGULAR BOOK

Abstract

A totally irregular total labeling which had been introduced by Marzuki, et.al is a combination of two types
of irregular labeling, edge irregular total labeling and vertex irregular total labeling. The minimum integer
k for which a graph G has a totally irregular total k-labeling is called the total irregularity strength of G,
denoted by ts(G). In this paper, we determine the total irregularity strength of disjoint union of wheels and
of triangular books.

Keywords: edge irregular total labeling, totally irregular total labeling, vertex irregular total labeling.

1. Pendahuluan

Diberikan G suatu graf berhingga, sederhana, dan tak berarah, dengan himpunan titik V dan himpunan
sisi E. Pelabelan graf adalah suatu fungsi yang memetakan elemen-elemen pada graf ke himpunan bilangan
(umumnya bilangan bulat positif atau tak negatif).

Pelabelan—k tak teratur (irregular k —labeling) dari suatu graf G, dengan orde lebih dari 2, adalah suatu
fungsi yang memetakan himpunan sisi E(G) ke himpunan {1, 2, 3, ---, k} sedemikian sehingga setiap dua titik
yang berbeda di V' (G) memiliki bobot yang berbeda. Bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga G
memiliki suatu pelabelan—k tak teratur disebut nilai ketakteraturan (irregularity strength) dari G, dinotasikan
dengan s(G).

Selanjutnya, Baca, dkk. [1] memperkenalkan pelabelan tak teratur yang divariasikan berdasarkan
domain pelabelan yaitu pelabelan total tak teratur sisi dan pelabelan total tak teratur titik. Misalkan G = (V, E)
adalah suatu graf. Pelabelan—k total tak teratur sisi (edge irregular total k — labeling) dari G adalah suatu
fungsi f yang memetakan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G) ke himpunan {1,2,3,-:-,k}
sedemikian sehingga setiap dua sisi yang berbeda di E(G) memiliki bobot yang berbeda. Bobot sisi xy di E(G)
terhadap fungsi f adalah w(xy) = f(x) + f(xy) + f(y). Bilangan bulat positif terkecil k sedemikian
sehingga G memiliki suatu pelabelan—k total tak teratur sisi disebut nilai total ketakteraturan sisi (total edge
irregularity strength) dari G, dinotasikan dengan tes(G). Sedangkan pelabelan—k total tak teratur titik (vertex
irregular total k — labeling) dari G adalah suatu fungsi f yang memetakan himpunan titik V' (G) dan himpunan
sisi E(G) ke himpunan {1,2,3, -, k} sedemikian sehingga setiap dua titik yang berbeda di V(G) memiliki
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bobot yang berbeda. Bobot titik x di V(G) terhadap fungsi f adalah w(x) = f(x) + Xxyer) f(xXY)-
Bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga G memiliki suatu pelabelan-k total tak teratur titik
disebut nilai total ketakteraturan titik (total vertex irregularity strength) dari G, dinotasikan dengan tvs(G).

Baca dkk. [1] telah memberikan batas bawah dan batas atas nilai total ketakteraturan titik tvs(G) dan
nilai total ketakteraturan sisi tes(G) sebagai berikut.

Teorema A. Untuk setiap graf G dengan p titik dan g sisi, dan derajat minimum &(G) serta derajat maksimum
A(G),

. +68(G)
i) [’Z(G)H < tvs(G) < p + AG) — 28(G) + 1;

i) [F22] < tes(6) < |E(G)

Selanjutnya, Wijaya dan Slamin [2] telah menentukan nilai tes dan tvs untuk graf roda dengan n + 1

titik, n > 3, yaitu tes(W,) = [2”3“] dan tvs(W,) = ”T”] Nurdin, dkk. [3] telah menentukan nilai tes untuk
graf hasil korona graf lintasan dengan beberapa graf tertentu. Nilai tes dan tvs dari graf-graf lainnya dapat
dilihat dalam hasil survey pelabelan graf oleh Galian [4].

Marzuki, Salman, dan Miller [5] menggabungkan ide kedua pelabelan total tersebut dengan
memperkenalkan pelabelan total tak teratur titik dan sisi. Misalkan G = (V, E) adalah suatu graf. Pelabelan—k
total tak teratur titik dan sisi (totally irregular total k-labeling) pada G didefinisikan sebagai suatu fungsi f
yang memetakan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G) ke himpunan {1,2,3,-:+,k} sedemikian
sehingga setiap dua titik yang berbeda di V(G) memiliki bobot yang berbeda dan setiap dua sisi yang berbeda
di E(G) memiliki bobot yang berbeda juga. Bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga suatu graf
G memiliki pelabelan—k total tak teratur titik dan sisi disebut nilai ketakteraturan total (total irregularity
strength) dari G, dinotasikan dengan ts(G). Marzuki, Salman, dan Miller [5] telah memberikan batas atas dari
ts(G).

Teorema B. Untuk sebarang graf G,
ts(G) = max{tes(G), tvs(G)}.

Untuk beberapa jenis graf, seperti graf lintasan (path), graf lingkaran (cycle) [5] graf hasil kali kartesius
dari beberapa graf [6], graf Kipas, graf roda, graf buku segitiga, dan graf persahabatan [7] juga telah ditentukan
nilai total tak teratur totalnya. Dalam [7], Tilukay, dkk telah menentukan nilat total ketakteraturan total dari
graf kipas, graf roda, graf buku segitiga, dan graf persahabatan, sebagai berikut.

Teorema C. Untuk setiap bilangan bulat n > 3 dan W,, merupakan graf roda dengan n + 1 titik dan 2n sisi.
Maka

ts(Wy,) = [2n3+ 2].

Teorema D. Diberikan n = 3 dan P; ® S,, merupakan graf buku segitiga dengan n segitiga dengan n + 1 titik
dan 2n — 1 sisi. Maka

2n+3]

s(PLOS,) = [

Dalam penelitian ini, akan dikaji pelabelan total tak teratur total dari gabungan terpisah graf roda dan
graf buku segitiga. Permasalahan dibatasi pada gabungan terpisah graf roda (mW},), untuk n = 0 mod 3 dan
graf buku segitiga (m(P,® S,,)), untuk n = 1 mod 3.



Barekeng: Jurnal llmu Matematika dan Terapan | Desember 2015 | Volume 9 Nomor 2 | Hal. 97 — 102 99

2. Hasil dan Pembahasan

Diberikan W, suatu graf roda dengan n + 1 titik dan 2n sisi. Graf mW,, adalah suatu graf yang diperoleh
dengan menggabungkan m graf roda dengan karakteristik yang sama tanpa menghubungkan sebarang pasang
titik atau sisi dari dua graf roda berbeda. Graf mW,, disebut juga gabungan terpisah (disjoint union) m graf
roda dan memiliki m(n + 1) titik dan 2mn sisi.

Tilukay dkk. telah menentukan nilai total tak teratur total dari graf roda W;,. Dengan memeriksa sifat
pelabelan total tak teratur total pada W,, dapat diketahui bahwa untuk n = 0mod 3, bobot sisi
w(Vp_nvn) =n+ 3+ n—1=2n+ 2 merupakan bobot sisi terbesar. Akibatnya dapat dilakukan pelabelan
dengan pola serupa pada m —kopi graf W;,, n = 0 mod 3, dengan nilai label yang ditingkatkan berdasarkan
kardinalitas himpunan sisi E(mW,,).

Hal ini disajikan dalam lema berikut:

Lema 1. Misalkan n >3 dan m > 2. Jika mWW, adalah m —kopi graf roda dengan n titik, dimana
n = 0 mod 3, maka
2mn
ts(mWn) = T + 1.
Bukti. Diketahui |V(mW,)| =m(n+1) dan |E(mW,)| = 2mn. Berdasarkan Teorema A dan B,
tes(mW,,) > ['E(mvg”)“'] = [zm:”] sedangkan  tvs(mW,) > [W(m":")ﬁ'] = [mn+m+3] maka telah

4
diperoleh batas bawah nilai ts(m(W,)).

Untuk membuktikan bahwa [Zm:”] merupakan batas atas (m(W;,)), konstruksikan pelabelan total tak teratur

total f:VUE - {1,2,---,t,,} sebagai berikut:

Misalkan V(mW,) = {w;[1 <i<m}u /|1 <i<m1<j<n}dan

E(mW,) = (], v/v]* vl <i<m1<j<n}

Misalkan t; = [2";+2] = % + 1 dan t, = 1, diperoleh pelabelan titik sebagai berikut:
fw) =t;—1, 1<ism
j ; 1] - <i< <j<t,—1;
jp=f worhl-risismisisn-s
t;, 1<i<m tt<j<n

dan pelabelan sisi sebagai berikut:

j+1 i .
j i —_—| - <i< <ji<t, —1-
f(ulvi])={tl_1+[2 1’ 1_l_m’1—]—t1 11
tii+j—t1+2 1<i<mt; <j<n
foivi)=t;—1, 1<i<m.
ti-1y 1<i<ml1<j<t —2;
i j+1 t ) )
f(vi]vij ): ti—1+[;1], 1<ism,j=t—1;

tl_1+n—2t1+]+2, 1Sl£m,t1 S]Sn—l
Dapat dilihat bahwa label terbesar adalah f (V) = t,,.

Selanjutnya dengan memberikan label titik-titik dan sisi-sisi graf mW,, dengan bilangan terbesar t,,,
akan ditunjukkan bahwa bobot setiap titik dan setiap sisi pada mW;, berbeda.
a. Bobot Sisi

w(uw!) =)+ f(ww]) + F@));
={ti+2ti_1+[j+71]+[ﬂ—3, 1<i<m 1<j<t -1
Zti+ti_1—t1+j+1; 1S1Sm, t1SjSTl.
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W(v Hl) f(v])+f(vlv]+1)+f(v.j+1;
{( ) At (|5 -1) 1 <ismi << -2
- (i_1+[z]—1) (i_1+[tz—1])+ti, 1Si§m,j=t1—1;
W(vi”vil) =fw") + f(v?vil) + f(vil);
=2+t +[H -2 1<ismj=1
b. Bobot Titik
W(uz)—f(uz)+2 1f(uv)

=t;—1+(t; — 1)(1 1+[’+1 —1)+(n—t1+1)(ti_1+j—t1+2);

w(v}) = f(v}) + f(viv?) + F(vlv}) + Fvvd);
=3t +t+ L+ [5F] - 3.

w(©!) = f]) + (0! v]) + Fw]lv]™) + f(oiv));
—t+3t11+[1+1] H—3 1<i<m2<j<t -2
W(vfl 1) —f(th 1)+f(vt1 t1 1)+f(vt1 1 tl)‘l‘f(u vtl 1),
= t;+ 3t + [ 2] + H+H—3 1<i<m j=t;—1

W(v ) f(vtl) +f(vt1 1 tl) +f( f t1+1) + f(y; vtl)

=3ty -2t +2j+ 2] +n+4, 1<i<m j=t.

w@!) = f)) + fFw] 7)) + Flv ™) + fluw!), t+1<j<n—1;
=3t;.1—3t;—t; +2n+3j + 6.
w@l) =f(v"H) + f(vin_lvl-”) + f(vl-”vil) + f(uv);
=2t ,4+2j+n—-3—t,.
Dapat diperiksa bahwa berdasarkan (i), bobot sisi-sisi membentuk barisan 3,4, -+, 2mn + 2, dan bobot
setiap  titik  berbeda, yaitu w(w) > w@!); ww!) > ww/™), 2 < j < n; dan
w(u;) > w(ui_1),2 < i < m. Dengan demikian, diperoleh bahwa ts(mWw;,) = [*=—|

Selanjutnya dengan mengacu pada sifat pelabelan total tak teratur total pada graf buku segitiga, P, ©S,,
dapat di lihat bahwa untuk n=1mod3, nilai ts(P,@S,) =|*:~| Diperoleh bobot sisi

W(vv,) =2n+ 3 = 2 mod 3.
Hal ini mengakibatkan dapat dilakukan pelabelan dengan pola yang serupa pada m-kopi graf buku
segitiga. Pada Lema 2, akan ditentukan nilai total tak teratur total dari m-kopi graf buku segitiga.

Lema 2. Misalkan n = 3 dan G = (P;®S,) adalah graf buku segitiga dengan n halaman segitiga. Untuk
n =1mod3danm>1,

ts (m G) = [M}

3

Bukti. Karena V(m G) = m(n + 2) dan E(m G) = m(2n + 1), maka berdasarkan Teorema B dan C,
diperoleh ts (mG) = [W] Misalkan ¢t; = [@] akan ditunjukan  bahwa



Barekeng: Jurnal llmu Matematika dan Terapan | Desember 2015 | Volume 9 Nomor 2 | Hal. 97 — 102

ts(mG) <
fVvuEs {1, [

[m(Zn;-l)+2].

Misalkan VimG) = {x;]1<i<m} U {y; |[1<i<m} U {v{llSiSm,lSan}

E(mG) = (xyyixvl ywl|l <i<m1<j<nl
Untuk himpunan titik-titik V(m G), definisikan:
flx))=t, 1<i<m;

fi) =ty 1<i<m

o =fip it 1siEmisise
: b 1<ismtu+1<j<n

Untuk himpunan sisi-sisi E(m ), definisikan:
fay) =t;, 1<i<m;
1<i<m1<j<t;

fav]) = {ti;‘l'—tl +ty, 1<i<mt+1<j<m
n—t,+ti_,+1, 1<ism1<j<2;

fOv) =1 n—t,+t_, +2, 1<i<m2+1<j<t;
n—2t,+t_1+j+2 1<i<mt+1<j<n

Dapat dilihat bahwa label terbesar yang digunakan adalah t,,,, yaitu pada

f(Ym) =tm;
f(mem) = tm;
f(h) =tmti+1<j<n

Selanjutnya, dapat diperoleh bobot setiap titik dan sisi sebagai berikut:

a. Bobot titik-titik:
w() = f)+ fOay) + X0y foqv))

n—t,+1+2t;_4

=tia(t+ 1)+t + (S (- )

w) = fO) + Faay) + X fviv))

5n+3n? | ot?

== Ztl - t1(3n + 1) + nti_l + > + T
w(v!) =flavi)+ i)+ f(v))
3t —t, +n+j, 1<i<m 1<j<2;
3t —t+n+j+1, 1<is<m, 2+1<j<t;

ti+2t; =3t +n+2j+2, 1<i<m t;+1<j<n.

Dapat diperiksa bahwa bobot setiap titik berbeda.

b. Bobot sisi-sisi:
w(y) = f) + f) + Fqyi) = tiog + 285
w(xw]) = F) + fFO) + f(avl);

T+ 2t -t ), 1<i<mt;+1<j<n.
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Untuk membuktikannya, konstruksikan suatu pelabelan total tak teratur

dan
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w(yv]) = fo) + f(v)) + Fiv));
426, —t+n+j, 1<ism, 1<j<2;

=) 2 —tiAn+j+1 1<ism 24+1<j<t;
204+t =2t +n+j+2, 1<i<m t+1<j<n
Diperoleh,

a. {W(xl-vij)|1 <i<m, 1<j Sn} ={34,,t;+2ti_1—t; +n|1<j<m}

b. whwl)[1<ism 1<j<2 ={t+26 —ti+n+ L+ 26—ty +n+20, 26+t —
1]1<i<m}

C. {W(lel)ll <i< ‘m} = {ti—l + Ztill <i< m}

d. {W(yivi])|1 <i<m 24+1<j< tl} = {ti+ 2t — 2N A2+ 2t — 23

Zti—l +n+ 1}

e. Wy )Il<i<ty+1<j<n}={2+t;-1—2t;+n+3,26;+t;q —2t; +n+ 4, 2t; +
ti_1 — 2t +2n + 2}.

Dapat diperiksa bahwa himpunan bobot sisi-sisi adalah {3,4,---,m(2n + 1) + 2}.

Dengan demikian, dapat diperiksa bahwa bobot setiap pasang titik maupun setiap pasang sisi berbeda.

Jadi, fungsi f adalah pelabelan total tak teratur titik dan sisi, sehingga ts(m G) = [W] ]

3. Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa gabungan terpisah graf roda mW,, n = 3,
m = 2 dan n = 0 mod 3, memiliki pelabelan total tak teratur total, dengan nilai total ketakteraturan total

ts(mW,) = [Zmn“]. Hal serupa pada gabungan terpisah graf buku segitiga, (mP; ®S,,),n = 3,n = 1 mod 3,

3
danm > 1 dengan nilai total ketakteraturan total ts(m(P,®S,,)) [@]
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