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Abstrak 

Pelabelan total tak teratur total yang diperkenalkan oleh Marzuki, dkk merupakan kombinasi dari dua jenis 

pelabelan tak teratur, yaitu pelabelan total tak teratur titik dan pelabelan total tak teratur titik. Bilangan 

bulat positif 𝑘 terkecil sedemikian sehingga suatu graf 𝐺 memiliki pelabelan 𝑘-total tak teratur total disebut 

nilai total tak teratur total dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝑡𝑠(𝐺). Pada makalah ini, nilai total tak teratur total 

dari gabungan terpisah graf roda dan graf buku segitiga ditentukan. 

Kata Kunci: Pelabelan total tak teratur sisi, pelabelan total tak teratur titik, pelabelan total tak teratur total. 

 

 

 

THE TOTAL IRREGULARITY STRENGTH OF DISJOINT UNION 

OF WHEEL AND TRIANGULAR BOOK 
 

Abstract 

A totally irregular total labeling which had been introduced by Marzuki, et.al is a combination of two types 

of irregular labeling, edge irregular total labeling and vertex irregular total labeling. The minimum integer 

𝑘 for which a graph 𝐺 has a totally irregular total 𝑘-labeling is called the total irregularity strength of 𝐺, 

denoted by 𝑡𝑠(𝐺). In this paper, we determine the total irregularity strength of disjoint union of wheels and 

of triangular books.  

Keywords: edge irregular total labeling, totally irregular total labeling, vertex irregular total labeling.

 

 

1. Pendahuluan 

Diberikan G suatu graf berhingga, sederhana, dan tak berarah, dengan himpunan titik V dan himpunan 

sisi E. Pelabelan graf adalah suatu fungsi yang memetakan elemen-elemen pada graf ke himpunan bilangan 

(umumnya bilangan bulat positif atau tak negatif). 

Pelabelan−𝑘 tak teratur (irregular 𝑘 −labeling) dari suatu graf 𝐺, dengan orde lebih dari 2, adalah suatu 

fungsi yang memetakan himpunan sisi 𝐸(𝐺) ke himpunan {1, 2, 3,⋯ , 𝑘} sedemikian sehingga setiap dua titik 

yang berbeda di 𝑉(𝐺) memiliki bobot yang berbeda. Bilangan bulat positif terkecil 𝑘 sedemikian sehingga 𝐺 

memiliki suatu pelabelan−𝑘 tak teratur disebut nilai ketakteraturan (irregularity strength) dari 𝐺, dinotasikan 

dengan 𝑠(𝐺). 

Selanjutnya, Baca, dkk. [1] memperkenalkan pelabelan tak teratur yang divariasikan berdasarkan 

domain pelabelan yaitu pelabelan total tak teratur sisi dan pelabelan total tak teratur titik. Misalkan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 
adalah suatu graf. Pelabelan−𝑘 total tak teratur sisi (edge irregular total 𝑘 − labeling) dari 𝐺 adalah suatu 

fungsi 𝑓 yang memetakan himpunan titik 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) ke himpunan {1, 2, 3,⋯ , 𝑘} 
sedemikian sehingga setiap dua sisi yang berbeda di 𝐸(𝐺) memiliki bobot yang berbeda. Bobot sisi 𝑥𝑦 di 𝐸(𝐺) 
terhadap fungsi 𝑓 adalah 𝑤(𝑥𝑦)  =  𝑓(𝑥)  +  𝑓(𝑥𝑦)  +  𝑓(𝑦). Bilangan bulat positif terkecil 𝑘 sedemikian 

sehingga 𝐺 memiliki suatu pelabelan−𝑘 total tak teratur sisi disebut nilai total ketakteraturan sisi (total edge 

irregularity strength) dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝑡𝑒𝑠(𝐺). Sedangkan pelabelan−𝑘 total tak teratur titik (vertex 

irregular total 𝑘 − labeling) dari 𝐺 adalah suatu fungsi 𝑓 yang memetakan himpunan titik 𝑉 (𝐺) dan himpunan 

sisi 𝐸(𝐺) ke himpunan {1, 2, 3,⋯ , 𝑘} sedemikian sehingga setiap dua titik yang berbeda di 𝑉(𝐺) memiliki 
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bobot yang berbeda. Bobot titik 𝑥 di 𝑉(𝐺) terhadap fungsi 𝑓 adalah 𝑤(𝑥)  =  𝑓(𝑥)  + ∑ 𝑓(𝑥𝑦)𝑥𝑦∈𝐸(𝐺) . 

Bilangan bulat positif terkecil 𝑘 sedemikian sehingga 𝐺 memiliki suatu pelabelan-k total tak teratur titik 

disebut nilai total ketakteraturan titik (total vertex irregularity strength) dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝑡𝑣𝑠(𝐺). 

Baca dkk. [1] telah memberikan batas bawah dan batas atas nilai total ketakteraturan titik 𝑡𝑣𝑠(𝐺) dan 

nilai total ketakteraturan sisi 𝑡𝑒𝑠(𝐺) sebagai berikut. 

Teorema A. Untuk setiap graf 𝐺 dengan 𝑝 titik dan 𝑞 sisi, dan derajat minimum 𝛿(𝐺) serta derajat maksimum 

∆(𝐺), 

i) ⌈
𝑝+𝛿(𝐺)

∆(𝐺)+1
⌉ ≤ 𝑡𝑣𝑠(𝐺) ≤ 𝑝 + ∆(𝐺) − 2𝛿(𝐺) + 1; 

ii) ⌈
|𝐸(𝐺)|+2

3
⌉ ≤ 𝑡𝑒𝑠(𝐺) ≤ |𝐸(𝐺)|.    

 

Selanjutnya, Wijaya dan Slamin [2] telah menentukan nilai 𝑡𝑒𝑠 dan 𝑡𝑣𝑠 untuk graf roda dengan 𝑛 + 1 

titik, 𝑛 ≥ 3, yaitu 𝑡𝑒𝑠(𝑊𝑛) = ⌈
2𝑛+2

3
⌉ dan 𝑡𝑣𝑠(𝑊𝑛) = ⌈

𝑛+3

4
⌉. Nurdin, dkk. [3] telah menentukan nilai 𝑡𝑒𝑠 untuk 

graf hasil korona graf lintasan dengan beberapa graf tertentu.  Nilai 𝑡𝑒𝑠 dan 𝑡𝑣𝑠 dari graf-graf lainnya dapat 

dilihat dalam hasil survey pelabelan graf oleh Galian [4]. 

Marzuki, Salman, dan Miller [5] menggabungkan ide kedua pelabelan total tersebut dengan 

memperkenalkan pelabelan total tak teratur titik dan sisi. Misalkan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah suatu graf. Pelabelan−𝑘 

total tak teratur titik dan sisi (totally irregular total k-labeling) pada 𝐺 didefinisikan sebagai suatu fungsi 𝑓 

yang memetakan himpunan titik 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) ke himpunan {1, 2, 3,⋯ , 𝑘} sedemikian 

sehingga setiap dua titik yang berbeda di 𝑉(𝐺) memiliki bobot yang berbeda dan setiap dua sisi yang berbeda 

di 𝐸(𝐺) memiliki bobot yang berbeda juga. Bilangan bulat positif terkecil 𝑘 sedemikian sehingga suatu graf 

𝐺 memiliki pelabelan−𝑘 total tak teratur titik dan sisi disebut nilai ketakteraturan total (total irregularity 

strength) dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝑡𝑠(𝐺). Marzuki, Salman, dan Miller [5] telah memberikan batas atas dari 

𝑡𝑠(𝐺). 

Teorema B. Untuk sebarang graf 𝐺, 

𝑡𝑠(𝐺) ≥ max{𝑡𝑒𝑠(𝐺), 𝑡𝑣𝑠(𝐺)}. 

 

Untuk beberapa jenis graf, seperti graf lintasan (path), graf lingkaran (cycle) [5] graf hasil kali kartesius 

dari beberapa graf [6], graf kipas, graf roda, graf buku segitiga, dan graf persahabatan [7] juga telah ditentukan 

nilai total tak teratur totalnya. Dalam [7], Tilukay, dkk telah menentukan nilat total ketakteraturan total dari 

graf kipas, graf roda, graf buku segitiga, dan graf persahabatan, sebagai berikut. 

Teorema C. Untuk setiap bilangan bulat 𝑛 ≥ 3 dan 𝑊𝑛 merupakan graf roda dengan 𝑛 + 1 titik dan 2𝑛 sisi. 

Maka 

𝑡𝑠(𝑊𝑛) = ⌈
2𝑛 + 2

3
⌉. 

Teorema D. Diberikan 𝑛 ≥ 3 dan 𝑃1 ⨀ 𝑆𝑛 merupakan graf buku segitiga dengan 𝑛 segitiga dengan 𝑛 + 1 titik 

dan 2𝑛 − 1 sisi. Maka 

𝑡𝑠(𝑃1⨀𝑆𝑛) = ⌈
2𝑛 + 3

3
⌉. 

 

Dalam penelitian ini, akan dikaji pelabelan total tak teratur total dari gabungan terpisah graf roda dan 

graf buku segitiga. Permasalahan dibatasi pada gabungan terpisah graf roda (𝑚𝑊𝑛), untuk 𝑛 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3 dan 

graf buku segitiga (𝑚(𝑃1⨀ 𝑆𝑛)), untuk 𝑛 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3. 
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2. Hasil dan Pembahasan 

Diberikan 𝑊𝑛 suatu graf roda dengan 𝑛 + 1 titik dan 2𝑛 sisi. Graf 𝑚𝑊𝑛 adalah suatu graf yang diperoleh 

dengan menggabungkan 𝑚 graf roda dengan karakteristik yang sama tanpa menghubungkan sebarang pasang 

titik atau sisi dari dua graf roda berbeda. Graf 𝑚𝑊𝑛 disebut juga gabungan terpisah (disjoint union) 𝑚 graf 

roda dan memiliki 𝑚(𝑛 + 1) titik dan 2𝑚𝑛 sisi. 

Tilukay dkk. telah menentukan nilai total tak teratur total dari graf roda 𝑊𝑛. Dengan memeriksa sifat 

pelabelan total tak teratur total pada 𝑊𝑛, dapat diketahui bahwa untuk 𝑛 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, bobot sisi          

𝑤(𝑣𝑛−𝑛𝑣𝑛) = 𝑛 + 3 + 𝑛 − 1 = 2𝑛 + 2 merupakan bobot sisi terbesar. Akibatnya dapat dilakukan pelabelan 

dengan pola serupa pada 𝑚 −kopi graf 𝑊𝑛, 𝑛 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, dengan nilai label yang ditingkatkan berdasarkan 

kardinalitas himpunan sisi 𝐸(𝑚𝑊𝑛). 

Hal ini disajikan dalam lema berikut: 

 

Lema 1. Misalkan 𝑛 ≥ 3 dan 𝑚 ≥ 2. Jika 𝑚𝑊𝑛 adalah 𝑚−kopi graf roda dengan 𝑛 titik, dimana                         

𝑛 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, maka  

𝑡𝑠(𝑚𝑊𝑛) =
2𝑚𝑛

3
+ 1. 

Bukti. Diketahui |𝑉(𝑚𝑊𝑛)| = 𝑚(𝑛 + 1) dan |𝐸(𝑚𝑊𝑛)| = 2𝑚𝑛. Berdasarkan Teorema A dan B,                              

𝑡𝑒𝑠(𝑚𝑊𝑛) ≥ ⌈
|𝐸(𝑚𝑊𝑛)+2|

3
⌉ = ⌈

2𝑚𝑛+2

3
⌉ sedangkan 𝑡𝑣𝑠(𝑚𝑊𝑛) ≥ ⌈

|𝑉(𝑚𝑊𝑛)+3|

4
⌉ = ⌈

𝑚𝑛+𝑚+3

4
⌉ maka telah 

diperoleh batas bawah nilai 𝑡𝑠(𝑚(𝑊𝑛)). 

Untuk membuktikan bahwa ⌈
2𝑚𝑛+2

3
⌉ merupakan batas atas (𝑚(𝑊𝑛)), konstruksikan pelabelan total tak teratur 

total 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2,⋯ , 𝑡𝑚} sebagai berikut: 

Misalkan  𝑉(𝑚𝑊𝑛) = {𝑢𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} ∪ {𝑣𝑖
𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dan 

𝐸(𝑚𝑊𝑛) = {𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑗
, 𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖
𝑗+1
, 𝑣𝑖
𝑛𝑣𝑖

1|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}.  

Misalkan 𝑡𝑖 = ⌈
2𝑛𝑖+2

3
⌉ =

2𝑛𝑖

3
+ 1 dan 𝑡0 = 1, diperoleh pelabelan titik sebagai berikut: 

𝑓(𝑢𝑖) = 𝑡𝑖 − 1,                           1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚;                                             

𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) = {

 𝑡𝑖−1 + ⌈
𝑗

2
⌉ − 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1 − 1;  

𝑡𝑖,                                1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,  𝑡1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛;  
  

dan pelabelan sisi sebagai berikut: 

𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑗
) = {

𝑡𝑖−1 + ⌈
𝑗+1

2
⌉ − 1,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1 − 1;

𝑡𝑖−1 + 𝑗 − 𝑡1 + 2,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑡1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.
  

𝑓(𝑣𝑖
𝑛𝑣𝑖

1) = 𝑡𝑖 − 1,                                       1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚.                           

𝑓(𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖
𝑗+1
) = {

𝑡𝑖−1,                                      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1 − 2 ;

𝑡𝑖−1 + ⌈
𝑡1

2
⌉ ,                         1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑗 = 𝑡1 − 1;         

𝑡𝑖−1 + 𝑛 − 2𝑡1 + 𝑗 + 2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑡1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1.

  

Dapat dilihat bahwa label terbesar adalah 𝑓(𝑉𝑚
𝑛) = 𝑡𝑚. 

Selanjutnya dengan memberikan label titik-titik dan sisi-sisi graf 𝑚𝑊𝑛 dengan bilangan terbesar 𝑡𝑚, 

akan ditunjukkan bahwa bobot setiap titik dan setiap sisi pada 𝑚𝑊𝑛 berbeda. 

a. Bobot Sisi 

𝑤(𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑗
)       = 𝑓(𝑢𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑗
) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
); 

= {
𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 + ⌈

𝑗+1

2
⌉ + ⌈

𝑗

2
⌉ − 3 ,      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1 − 1;

2𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1 − 𝑡1 + 𝑗 + 1,                1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,    𝑡1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 .      
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𝑤(𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖
𝑗+1
) = 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖
𝑗+1
) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑗+1
); 

 =

{
 

 (𝑡𝑖−1 + ⌈
𝑗

2
⌉ − 1) + 𝑡𝑖−1 + (𝑡𝑖−1 + ⌈

𝑗+1

2
⌉ − 1) , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1 − 2;

(𝑡𝑖−1 + ⌈
𝑗

2
⌉ − 1) + (𝑡𝑖−1 + ⌈

𝑡1

2
⌉) + 𝑡𝑖,            1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,   𝑗 = 𝑡1 − 1;           

𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1 + 𝑛 − 2𝑡1 + 𝑗 + 2 + 𝑡𝑖,                    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,   𝑡1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1.

  

𝑤(𝑣𝑖
𝑛𝑣𝑖

1)   = 𝑓(𝑣𝑖
𝑛) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑛𝑣𝑖
1) + 𝑓(𝑣𝑖

1); 

= 2𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1 + ⌈
𝑗

2
⌉ − 2,           1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑗 = 1. 

b. Bobot Titik 

𝑤(𝑢𝑖) = 𝑓(𝑢𝑖) + ∑ 𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑗
)𝑛

𝑗=1 ; 

 = 𝑡𝑖 − 1 + (𝑡1 − 1) (𝑡𝑖−1 + ⌈
𝑗+1

2
⌉ − 1) + (𝑛 − 𝑡1 + 1)(𝑡𝑖−1 + 𝑗 − 𝑡1 + 2); 

 

𝑤(𝑣𝑖
1)  = 𝑓(𝑣𝑖

1) + 𝑓(𝑣𝑖
1𝑣𝑖

2) + 𝑓(𝑣𝑖
𝑛𝑣𝑖

1) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖
1); 

= 3𝑡𝑖−1 + 𝑡𝑖 + ⌈
𝑗

2
⌉ + ⌈

𝑗+1

2
⌉ − 3. 

𝑤(𝑣𝑖
𝑗
)  = 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑗−1
𝑣𝑖
𝑗
) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖
𝑗+1
) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖

𝑗
); 

= 𝑡𝑖 + 3𝑡𝑖−1 + ⌈
𝑗+1

2
⌉ + ⌈

𝑗

2
⌉ − 3,         1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1 − 2. 

𝑤(𝑣𝑖
𝑡1−1)  = 𝑓(𝑣𝑖

𝑡1−1) + 𝑓(𝑣𝑖
𝑡1−2𝑣𝑖

𝑡1−1) + 𝑓(𝑣𝑖
𝑡1−1𝑣𝑖

𝑡1) + 𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑡1−1); 

= 𝑡𝑖 + 3𝑡𝑖−1 + ⌈
𝑗+1

2
⌉ + ⌈

𝑗

2
⌉ + ⌈

𝑡1

2
⌉ − 3,         1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑗 = 𝑡1 − 1. 

𝑤(𝑣𝑖
𝑡1) = 𝑓(𝑣𝑖

𝑡1) + 𝑓(𝑣𝑖
𝑡1−1𝑣𝑖

𝑡1) + 𝑓(𝑣𝑖
𝑡1𝑣𝑖

𝑡1+1) + 𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑡1); 

= 3𝑡𝑖−1 − 2𝑡𝑖 + 2𝑗 + ⌈
𝑡1

2
⌉ + 𝑛 + 4,    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  , 𝑗 = 𝑡1. 

𝑤(𝑣𝑖
𝑗
)  = 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑗−1
𝑣𝑖
𝑗
) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖
𝑗+1
) + 𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑗
) , 𝑡 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1; 

= 3𝑡𝑖−1 − 3𝑡𝑖 − 𝑡1 + 2𝑛 + 3𝑗 + 6. 

𝑤(𝑣𝑖
𝑛)  = 𝑓(𝑣𝑖

𝑛) + 𝑓(𝑣𝑖
𝑛−1𝑣𝑖

𝑛) + 𝑓(𝑣𝑖
𝑛𝑣𝑖

1) + 𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑛); 

= 2𝑡𝑖−1 + 2𝑗 + 𝑛 − 3 − 𝑡1. 

Dapat diperiksa bahwa berdasarkan (i), bobot sisi-sisi membentuk barisan 3, 4,⋯ , 2𝑚𝑛 + 2, dan bobot 

setiap titik berbeda, yaitu 𝑤(𝑢𝑖)   >   𝑤(𝑣𝑖
𝑛);  𝑤(𝑣𝑖

𝑗
)   >   𝑤(𝑣𝑖

𝑗−1
),   2  ≤   𝑗  ≤   𝑛; dan                                                   

𝑤(𝑢𝑖) > 𝑤(𝑢𝑖−1), 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Dengan demikian, diperoleh bahwa 𝑡𝑠(𝑚𝑊𝑛) = ⌈
2𝑚𝑛+2

3
⌉. ∎ 

 

Selanjutnya dengan mengacu pada sifat pelabelan total tak teratur total pada graf buku segitiga, 𝑃1⨀𝑆𝑛 

dapat di lihat bahwa untuk 𝑛 ≡ 1 mod 3,  nilai 𝑡𝑠(𝑃1⨀𝑆𝑛) = ⌈
2𝑛+3

3
⌉. Diperoleh bobot sisi                           

𝑊(𝑣𝑣𝑛 ) = 2𝑛 + 3 ≡ 2 mod 3. 

Hal ini mengakibatkan dapat dilakukan pelabelan dengan pola yang serupa pada 𝑚-kopi graf buku 

segitiga. Pada Lema 2, akan ditentukan  nilai total tak teratur total dari 𝑚-kopi graf buku segitiga. 

 

Lema 2. Misalkan 𝑛 ≥ 3 dan 𝐺 ≅  (𝑃1⨀𝑆𝑛) adalah graf buku segitiga dengan 𝑛 halaman segitiga. Untuk    

 𝑛 ≡ 1 mod 3 dan m ≥ 1, 

𝑡𝑠 (𝑚 𝐺) = ⌈
𝑚(2𝑛 + 1) + 2

3
⌉. 

 

Bukti. Karena 𝑉(𝑚 𝐺) = 𝑚(𝑛 + 2) dan 𝐸(𝑚 𝐺) = 𝑚(2𝑛 + 1), maka berdasarkan Teorema B dan C, 

diperoleh 𝑡𝑠 (𝑚 𝐺)  ≥   ⌈
𝑚 (2𝑛 + 1) + 2

3
⌉. Misalkan 𝑡𝑖  =  ⌈

𝑖 (2𝑛 + 1) + 2

3
⌉, akan ditunjukan bahwa                               
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𝑡𝑠 (𝑚 𝐺) ≤  ⌈
𝑚(2𝑛+1)+2

3
⌉. Untuk membuktikannya, konstruksikan suatu pelabelan total tak teratur                

 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2,… , ⌈
𝑚(2𝑛+1)+2

3
⌉}.  

Misalkan 𝑉(𝑚 𝐺)   =   {𝑥𝑖| 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}  ∪  {𝑦𝑖   |1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚}  ∪  {𝑣𝑖
𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}  dan                  

𝐸(𝑚 𝐺) = {𝑥𝑖𝑦𝑖,𝑥𝑖𝑣𝑖 ,
𝑗
𝑦𝑖𝑣𝑖

𝑗
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}.  

Untuk himpunan titik-titik  𝑉(𝑚 𝐺), definisikan: 

𝑓(𝑥𝑖 ) = 𝑡𝑖−1 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚; 

𝑓(𝑦𝑖 ) = 𝑡𝑖−1 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚;    

𝑓(𝑣𝑖 
𝑗
) = {

𝑡𝑖−1 + 𝑗 − 1,            1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1;           
𝑡𝑖 ,                          1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑡1 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

  

Untuk himpunan sisi-sisi 𝐸(𝑚 𝐺), definisikan: 

𝑓(𝑥𝑖𝑦𝑖) = 𝑡𝑖 ,    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚; 

𝑓(𝑥𝑖𝑣𝑖 
𝑗
) = {

𝑡𝑖−1,                         1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1 ;           
𝑗 − 𝑡1 + 𝑡𝑖−1,     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑡1 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛;

   

𝑓(𝑦𝑖𝑣𝑖
𝑗
) = {

𝑛 − 𝑡1 + 𝑡𝑖−1 + 1,                          1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑡1

2
 ;

  𝑛 − 𝑡1 + 𝑡𝑖−1 + 2,                     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,
𝑡1

2
+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1; 

𝑛 − 2𝑡1 + 𝑡𝑖−1 + 𝑗 + 2,         1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑡𝑖 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

  

Dapat dilihat bahwa label terbesar yang digunakan adalah 𝑡𝑚, yaitu pada  

𝑓(𝑦𝑚)       = 𝑡𝑚; 

𝑓(𝑥𝑚𝑦𝑚) = 𝑡𝑚; 

𝑓(𝑣𝑚
𝑗
)      = 𝑡𝑚, 𝑡1 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. 

Selanjutnya, dapat diperoleh bobot setiap titik dan sisi sebagai berikut: 

a. Bobot titik-titik: 

𝑤(𝑥𝑖)      = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖𝑦𝑖) + ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑣1
𝑗
)𝑛

𝑗=1   

= 𝑡𝑖−1(𝑡1 + 1) + 𝑡𝑖 + (
𝑛−𝑡1+1+2𝑡𝑖−1

2
) (𝑛 − 𝑡1)  

𝑤(𝑦𝑖)      = 𝑓(𝑦𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖𝑦𝑖) + ∑ 𝑓(𝑦𝑖𝑣𝑖
𝑗
)𝑛

𝑗=1   

= 2𝑡𝑖 − 𝑡1(3𝑛 + 1) + 𝑛𝑡𝑖−1 +
5𝑛+3𝑛2

2
+
9𝑡1
2

4
  

𝑤(𝑣𝑖
𝑗
)     = 𝑓(𝑥𝑖𝑣𝑖

𝑗
) + 𝑓(𝑦𝑖𝑣𝑖

𝑗
) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
)  

= {

3𝑡𝑖−1 − 𝑡1 + 𝑛 + 𝑗,                     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,   1 ≤ 𝑗 ≤
𝑡1

2
;        

3𝑡𝑖−1 − 𝑡1 + 𝑛 + 𝑗 + 1,              1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,   
𝑡1

2
+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1;

𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 − 3𝑡1 + 𝑛 + 2𝑗 + 2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑡1 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.  

  

Dapat diperiksa bahwa bobot setiap titik berbeda. 

b. Bobot sisi-sisi: 

𝑤(𝑥𝑖𝑦𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝑓(𝑦𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖𝑦𝑖) = 𝑡𝑖−1 + 2𝑡𝑖. 

𝑤(𝑥𝑖𝑣𝑖
𝑗
) = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝑓(𝑦𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖𝑣𝑖

𝑗
); 

= {
3𝑡𝑖−1 + 𝑗 − 1 ,                             1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1; 
𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 − 𝑡1 + 𝑗  ,                  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑡1 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 .
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𝑤(𝑦𝑖𝑣𝑖
𝑗
) = 𝑓(𝑦𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖

𝑗
) + 𝑓(𝑦𝑖𝑣𝑖

𝑗
); 

= {

𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 − 𝑡1 + 𝑛 + 𝑗,    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,   1 ≤ 𝑗 ≤
𝑡1

2
;                

𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 − 𝑡1 + 𝑛 + 𝑗 + 1,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,   
𝑡1

2
+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1;

  2𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1 − 2𝑡1 + 𝑛 + 𝑗 + 2,      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑡1 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

  

Diperoleh, 

a. {𝑤(𝑥𝑖𝑣𝑖
𝑗
)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} = {3,4,⋯ , 𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 − 𝑡1 + 𝑛 | 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} 

b. {𝑤(𝑦𝑖𝑣𝑖
𝑗
)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑡1

2
} = {𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 − 𝑡1 + 𝑛 + 1, 𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 − 𝑡1 + 𝑛 + 2,⋯ , 2𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1 −

                                                                       1 |1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} 
c. {𝑤(𝑥𝑖𝑦𝑖)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} = {𝑡𝑖−1 + 2𝑡𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} 

d. {𝑤(𝑦𝑖𝑣𝑖
𝑗
)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,

𝑡1

2
+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡1} = {𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 −

𝑡1

2
+ 𝑛 + 2, 𝑡𝑖 + 2𝑡𝑖−1 −

𝑡1

2
+ 𝑛 + 3,⋯ , 𝑡𝑖 +

                                                                                2𝑡𝑖−1 + 𝑛 + 1}. 

e. {𝑤(𝑦𝑖𝑣𝑖
𝑗
)|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡1 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} = {2𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1 − 2𝑡1 + 𝑛 + 3, 2𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1 − 2𝑡1 + 𝑛 + 4,⋯ ,2𝑡𝑖 +

                                                                         𝑡𝑖−1 − 2𝑡1 + 2𝑛 + 2}. 
Dapat diperiksa bahwa himpunan bobot sisi-sisi adalah {3,4,⋯ ,𝑚(2𝑛 + 1) + 2}. 
Dengan demikian, dapat diperiksa bahwa bobot setiap pasang titik maupun setiap pasang sisi berbeda. 

Jadi, fungsi 𝑓 adalah pelabelan total tak teratur titik dan sisi, sehingga 𝑡𝑠(𝑚 𝐺) = ⌈
𝑚(2𝑛+1)+2

3
⌉. ∎                                   

  

3. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa gabungan terpisah graf roda 𝑚𝑊𝑛, 𝑛 ≥ 3,  

𝑚 ≥ 2 dan 𝑛 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3, memiliki pelabelan total tak teratur total, dengan nilai total ketakteraturan total 

𝑡𝑠(𝑚𝑊𝑛) = ⌈
2𝑚𝑛+2

3
⌉. Hal serupa pada gabungan terpisah graf buku segitiga, (𝑚𝑃1⨀𝑆𝑛), 𝑛 ≥ 3, 𝑛 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, 

dan 𝑚 ≥ 1 dengan nilai total  ketakteraturan total 𝑡𝑠(𝑚(𝑃1⨀𝑆𝑛)) ⌈
𝑚(2𝑛+1)+2

3
⌉. 
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