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Abstrak

Matriks centro-simetris merupakan matriks simetris yang memenuhi sifat tertentu. Dalam penelitian ini,
akan dibahas bentuk dan beberapa sifat dasar dari matriks centro-simetris serta nilai eigen dan vektor
eigennya.

Kata Kunci: Matriks centro-simetris, nilai eigen, vector eigen.

THE CHARACTERISTICS OF CENTROSYMMETRIC MATRICES

Abstract

Centrosymmetric is a symmetric matrix which satisfy some certain conditions. In this paper, we will
discuss the form and some basic properties of the centrosymmetric matrix also its eigenvalues and
eigenvectors.

Keywords: Centrosymmetric matrix, eigen value, eigen vector.

1. Pendahuluan

Konsep matriks centro-simetris muncul dalam buku yang ditulis A. C. Aitken [1] dengan judul
“Determinants and Matrices”. Sedangkan F. Graybill juga membahas konsep matriks yang sama namun
dengan nama matriks cross-simetris [2]. Walaupun memiliki nama yang mirip dengan matriks simetris
namun sifat yang dimiliki oleh matriks contro-simetris sangatlah berbeda.

Beberapa penelitian memperlihatkan bawha matriks centro-simetris mempunyai peranan penting
dalam masalah analisis numerik, teori informasi, proses Markov, persamaan diferensial, persegi ajaib
maupun pengenalan pola [3-8]. Oleh karena itu, dalam penelitian ini akan dibahas karakteristik dari matriks
centro-simetris beserta nilai eigen dan vektor eigennya.

Definisi 1. (Matriks Simetris)
Matriks AeM, () dikatakan simetris jika berlaku

A=AT
Definisi 2. (Nilai Eigen dan Vektor Eigen)

Diberikan matriks Ae Mn(D ) dan vektor tak nol xe[1". Skalar A €[] merupakan nilai eigen dari A jika
memenuhi AX = AX. Vektor x disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 4.
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Definisi 3. (Matriks Similar)

Diberikan matriks A,BeM, (D ) Matriks A dikatakan similar dengan B jika terdapat matriks non-singular P
sedemikian sehingga berlaku

A=PBP™*,

Lema 1. Jika matriks A similar dengan matriks B maka det( A)=det(B).

Akibat 1. Misalkan matriks A similar dengan matriks B. Jika A adalah nilai eigen dari A maka A juga
merupakan nilai eigen dari B.

Definisi 4. (Matriks Ortogonal)

Matriks non-singular Q e M, (T ) disebut matriks ortogonal jika memenuhi Q" =Q*.

Definisi 5. (Matriks contra-identitas)
Matriks persegi J, disebut matriks contra-identitas jika berbentuk

00 - 0 1
00 . 1
P P

1 0 0

1 0 0]

Lema 2. Matriks contra-identitas memenuhi sifat-sifat berikut :

a. J,=J.
b. J,'=1J,.

I, ,Jjikak genap
c. J¥=

J, , Jikak ganjil

Definsi 6. (Rotasi Matriks)
Diberikan AeM, (D ) . Rotasi dari matriks A dinotasikan dengan A% dan didefinisikan sebagai

AR = J,AJ, .
Lema 3. Rotasi matriks A memenuhi sifat-sifat berikut :
a. (AR)R =A.
b. (A7) =(AT)".

C. (A’l)R = (AR )71, jika A non-singular.
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2. Hasil dan Pembahasan
Definisi 7. (Matriks Centro-Simetris)
Diberikan matriks S berorde nxn. Matriks S disebut matriks centro-simetris jika memenuhi

St =S

3
Contoh 1. Matriks S ={ 3 } adalah matriks centro-simetris karena

s e s

2 1 3
Contoh 2. Matriks S={0 5 0| adalah matriks centro-simetris.
31 2

Contoh 1 di atas memperlihatkan contoh matriks simetris yang juga merupakan matriks centro-simetris.

Namun hal ini tidak berlaku umum ataupun sebaliknya seperti tampak pada contoh 2 di atas. Lema 4 berikut
ini memperlihatkan bentuk umum dari matriks centro-simetris berukuran 2x2 dan 3x3.

Lema 4.

a b
i. Jika S= b a} maka S adalah matriks centro-simetris.

a c b
ii. Jika S=|d e d | makasS adalah matriks centro-simetris.
c a

(@

Selanjutnya, bentuk umum matriks centro-simetris dengan orde n>4 dibagi ke dalam 2 kasus yakni n

genap dan n ganjil. Untuk kasus n genap yakni n=2mmaka misalkan matriks S berbentuk matriks blok
sebagai berikut

A C
S= ,
oo
dengan A, B, C, dan D adalah matriks persegi berorde m. Matriks S harus memenuhi S® =S sehingga
J,SJ, =S

o, J.][A c][o, J,] [A C
J, O, |/|B D||J, O, | |B D
J.DJ, J,BJ ] [A C
J.cJ, J.A. | |B D

Dari bentuk terakhir diperoleh D =J,,AJ,, dan C =J_BJ,,. Hasil ini diperlihatkan dalam Lema berikut.
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Lema 5. Jika S adalah matriks centro-simetris berorde n genap yakni n=2m maka S dapat ditulis dalam
bentruk matriks blok sebagai berikut

S A J BJ.
1B J AL |
dengan A dan B adalah matriks persegi berorde m.

Bentuk matriks S pada Lema di atas bukanlah bentuk tunggal karena matriks S dapat juga ditulis dalam
bentuk

A B A J.B
S= atau S = )
J,BJ, J,AJ, BJ, J.,AJ,

-3

Contoh 3. Matriks S = adalah matriks centro-simetris karena S dapat ditulis dalam bentuk

N W o1 -
= o1 w N

-3 2
A J BJ 21 1
S= ™™ dengan A= dan B = X :
B J Al 35 3 2

Selanjutya, untuk matriks persegi berorde n ganjil yakni n =2m-+1maka misalkan S berbentuk matriks blok
sebagai berikut

A p
S=1q" a r'
B s D

dengan A B,C,D adalah matriks persegi berorde m, vektor p,g,r,s€l]™ dan « <] . Matriks S harus
memenuhi S® =S sehingga

J.SJ =S
o, 0 JJ[A p clfo, 0 3] A p C]
00 1 01| «a r||00 1 0 |=q a1
J, 0 0,/|B s D||J, 00,] [B s D]
JDJ, Js JBL][A p C]
r'd, a qJ, |=q" a
3,c3, Jdp J,AL| |B s D]

Dari bentuk terakhir diperoleh persamaan :
i. J,DJ =Adan D=J AJ,.

ii. J,s=pdan J p=s.

iii. r'J,=q danr’ =q'J,.

iv. J,CJ, =BdanC=JBJ,.

Dari hasil ini dapat dibentuk Lema berikut.
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Lema 6. Jika S adalah matriks centro-simetris berorde n ganjil yakni n=2m+1 maka S dapat ditulis dalam
bentruk matriks blok sebagai berikut

A p J.BI
S: qT (04 qT‘]m )
B Jp JAL

dengan A, B adalah matriks persegi berorde m, vektor p,qel]" dan o el .

Selanjutnya, Lema berikut akan membantu dalam mencari matriks yang similar dengan matriks centro-
simetris.

Lema 7.
. I PR :
a. Matriks Q :ﬁ 3 adalah matriks ortogonal berorde n=2m.
1, 0 I,
. _ 1 T T .
b. Matriks Q, _ﬁ 0" /2 0" | adalah matriks ortogonal berorde n=2m+1.
-J, 0 J,

Dengan menggunakan matriks Q1 dan Q; pada Lema ini maka dapat dicari matriks yang similar dengan
matriks centro-simetris.

Untuk kasus n genap maka misalkan D; adalah matriks yang similar. Matriks centro-simetris S dan D1 harus
memenuhi S=QD,Q atau

D1:Q1TSQ1
(af, L N[A 3B, L,
- ﬁ{lm Jm} {B JmAJJ ﬁ{—Jm JJ

ZE{Z(A—JmB) O, }

2 0, 2(A+J,B)

| A-J,B 0,

| 0, A+JB

Sedangkan untuk kasus n ganjil diperoleh matriks D yang similar yaitu
D2:Q2TSQ2

Im 0 _‘]m A P JmBJm Im 0 Im

=%0T 20 [l a g3, %OT J2 0
I, 0 J, B J.p J,AJ, -J, 0 J,

2(A-J,B) 0 0,
=% o' 20 224"

o, 2J2p 2(A+J,B)
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A-J B 0 0,
0' a 2q
o) J2p A+J B

m

Dari hasil ini dapat dibentuk Teorema berikut.

Teorema 1.
. A J.BJ, 11, |1, - . .
a. Jika S= dan Q =—7= maka S similar dengan matriks diagonal blok
B J,AJ, J21-3, 3,
A-J.B 0,
D =
O, A+J B
A p JBJ, . L, 0 I,
b.Jika S=|q" « q'J, | dan Q2=$ 0" /2 0" | maka S similar dengan matriks diagonal
B J.p J,AJ, -J, 0 J,

A-J B 0 0,
blok D,=| 0 a 2q
0, +2p A+JB

Dari Teorema 1 diperoleh tiga akibat sebagai berikut.

Akibat 2. Determinan dari matriks centro-simetris adalah

a. Untuk n genap

detﬂA J”‘BJ”‘D:det(A—JmB) det(A+J,B).
B J Al

b. Untuk n ganjil

A p JBJ
m m 2 T

det| |[d" « q'J, ||=det(A-J,B) det { o 2 ] :
B Jp JAJ V2p A+3.B

A J_BJ

B m} serta matriks A—J_ B dan A+J B tak singular maka

m m

g1 Fi+G™ (G*-F)3,
203,(6M=FY) 3, (Fr+6M)3, |

Akibat 3. Jika S :[

dengan F=A-J B dan G=A+J B.
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Akibat 4. Nilai eigen dari matriks centro-simetris adalah

a. Untuk n genap

S i A J.BJ,
Nilai eigen dari S=

B I AJ } adalah nilai eigen dari matriks A—J,_B dan nilai eigen dari matriks

A+J.B.

b. Untuk n ganjil

A p J,BJ,
Nilai eigen dari S=|q" « q'J, | adalah nilai eigen dari matriks A—J_B dan nilai eigen dari
B J.p J,AJ,
2 T
matriks “ «/_q .
J2p A+J. B

Bentuk vektor eigen dari matriks centro-simetris diperlihatkan dalam Teorema berikut.

J BJ
Teorema 2. Diberikan matriks centro-simetris S = mem
iberi i i is {B JmAJJ
a. Jika vektor eigen dari A—J B adalah y maka vektor eigen dari S adalah v = \]yy]
L Ym

[z
b. Jika vektor eigen dari A+ J B adalah z maka vektor eigen dari S adalah w = } :

Bukti.

a. Misalkan nilai eigen dari A—J_B adalah A dengan vektor eigen yang bersesuaian adalah y. Harus
ditunjukkan bahwa berlaku Sv = Av.

A J B y
Sv=

B J Al ||-Jy
_[Ay-3J,By
| By-J,Ay

:_(A—JmB)y }

__‘]m (A_‘]mB)y
_[Ay
___‘]mﬁ“y

i ﬂ{)—/me}

=Av

Karena SV = AV maka terbukti V :{ y } adalah vektor eigen dari S.

m
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b. Misalkan nilai eigen dari A+J B adalah g dengan vektor eigen yang bersesuaian adalah z.

Harus ditunjukkan bahwa berlaku Sw = pw .

A J.BI [ z
Sv=
{B JmAJm} {sz}
[Az+ JmBz}

| Bz+J Az

(A+1,B)z
3, (A+3,B)z

_[ Bz
__Jmﬁz}

e

:ﬂw

A
Karena Sw = pw maka terbukti bahwa w = L
z

m

} adalah vektor eigen dari S.
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