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Abstrak

Dalam tulisan ini, akan dibahas mengenai teorema titik tetap yang lebih umum dari teorema titik tetap untuk
pemetaan kontraksi-F pada ruang metrik lengkap. Pada teorema yang dibahas, ruang yang digunakan adalah ruang
metrik lengkap dan menggunakan konsep jarak-w. Pemetaan yang digunakan adalah pemetaan tipe Hardy-Roger
kontraksi-F dengan mengambil L = 0. Eksistensi titik tetap untuk pemetaan ini dijamin dengan memberikan syarat
tambahan, di mana syarat ini akan selalu berlaku jika yang digunakan adalah metrik. Karena setiap jarak-w adalah
metrik, maka dari teorema yang dihasilkan akan berlaku juga jika yang digunakan adalah metrik. Dari teorema
yang dibuktikan, diperoleh beberapa akibat di antaranya adalah teorema-teorema yang telah dibuktikan dalam
jurnal lain.

Kata Kunci : Titik tetap, kontraksi-F, jarak-w.

Abstract

In this paper, it will be discussed the more common fixed point theorems than fixed point theorem for F-contractive
mappings in complete metric spaces. On the theorem that was discussed, the concept of w-distance plotted on the
complete metric spaces. The mapping used was a mapping Hardy-Roger-type F-contraction by taking L=0. The
existence of a fixed point for this mapping is guaranteed by providing additional conditions, where this requirement
will always apply if it is used as a metric. Because every w-distance is a metric, than any theorem produced would
apply as well if that was used a metric. From the proven theorems, obtained several consequences among which are
the theorems which have been proven in other journals.
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1. PENDAHULUAN

Teori titik tetap adalah salah satu penelitian dalam bidang matematika analisis yang memiliki cukup
banyak aplikasi. Salah satu aplikasi teori tersebut adalah untuk membuktikan eksistensi penyeleseaian suatu
sistem persamaan diferensial. Teori titik tetap berawal dari ditemukannya Prinsip Kontraksi Banach pada
tahun 1922. Banyak peneliti mulai mengembangkan teori titik tetap dengan cara membuat jenis pemetaan
yang berbeda dan mengubah ruang pembicaraannya, di antaranya adalah Wardowski [15] yang
mengenalkan kontraksi-F, dilanjutkan dengan Batra dan Vashishta [4] yang memperumum pemetaan
kontraksi-F. Kemudian pada tahun 2014, Cosentino [6] yang membuktikan eksistensi titik tetap untuk
pemetaan tipe Hardy-Roger kontraksi-F, dilanjutkan dengan Popescu dan Stan [11] yang memperumum
teorema yang diberikan Cosentino.

Pada tahun 1996, Kada, Suzuki dan Takahashi [8] memperkenalkan konsep jarak-w pada ruang
metrik. Berbagai teorema titik tetap sudah banyak dikembangkan dengan menggunakan konsep jarak-w.
Setiap metrik merupakan jarak-w, tetapi sebaliknya belum tentu berlaku, dengan kata lain jarak-w lebih
umum daripada metrik. Dengan menggunakan konsep jarak-w pada pemetaan tipe Hardy-Roger kontraksi-
F, maka teorema titik tetap yang akan dihasilkan pun menjadi lebih umum, namun dalam tulisan ini diambil
L = 0 agar eksistensi titik tetapnya terjamin. Dengan memperumum teorema dengan konsep jarak-w,
diharapkan aplikasi yang dihasilkan pun semakin luas.

2. METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang dipakai adalah metode studi literatur. Dalam penelitian ini, dilakukan
perubahan-perubahan pada beberapa teorema-teorema yang sudah ada sehingga membuatnya menjadi lebih
umum dari teorema sebelumnya. Berdasarkan konsep jarak-w yang diberikan oleh Kada, Suzuki, dan
Takahashi [8], diketahui bahwa jarak-w lebih umum daripada metrik, artinya semua metrik merupakan
jarak-w, tetapi sebaliknya belum tentu benar, sehingga jika digunakan konsep jarak-w pada suatu teorema
yang menggunakan metrik, maka akibatnya teorema tersebut akan menjadi lebih umum.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Definisi dari jarak-w yang diberikan oleh Kada, Suzuki, dan Takahashi [8] adalah sebagai berikut.

Definisi 1. Diberikan ruang metrik (X,d). Fungsi q:X X X — [0, ) disebut jarak-w pada X jika

memenuhi:

a qu,z)<qu,v)+qz),vu,v,z € X,

b. untuk setiap u € X, q(u,"): X — [0, o) fungsi semikontinu bawah,

c. untuk setiap € > 0 terdapat § > 0 sehingga Vu, v,z € X dengan q(z,u) < 6 dan q(z, v) < & berakibat
d(u,v) <e,

Setiap metrik merupakan jarak-w, tetapi sebaliknya belum tentu benar. Berikut diberikan sifat-sifat
mengenai jarak-w yang akan digunakan dalam pembuktian teorema titik tetap terkait jarak-w.

Lemma 2. Misalkan (X,d) ruang metrik dan g jarak-w pada X. Jika {u,}, {v,} barisan di X dan

{an}, {Bn} S [0, ) konvergen ke 0, serta u, v, z € X maka pernyataan-pernyataan berikut berlaku:

a. Jika q(u,,v) < a, dan q(u,, z) < B, untuk setiap n € N maka v = z, lebih lanjut, jika q(u,v) =0
danq(u,z) = 0 maka v = z.

b. Jika q(u,, vy) < a, dan q(u,, z) < B, untuk setiap n € N maka rllil'}ov" =2z

c. Jika q(un, um) < a, untuk setiap n,m € N dengan m > n maka {u,,} barisan Cauchy.
d. Jika q(y,u,) < a, untuk setiap n € N maka {u,} barisan Cauchy.

Berikut adalah definisi dari pemetaan yang lebih umum dari pemetaan kontraksi yaitu kontraksi-F
yang diberikan oleh Wardowski [15].
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Definisi 3. Misalkan (X, d) ruang metrik. Fungsi T: X — X disebut kontraksi-F jika terdapat » > 0 dan F €
F sehingga

r+F (d(T(u),T(v))) < F(d(u, v))
untuk setiap u, v € X dengan d(T(u),T(v)) > 0, di mana F adalah koleksi semua fungsi F: R* — R dan
memenuhi:

(F1)  F adalah fungsi naik monoton tegas, yaitu jika a < b maka F(a) < F(b);
(F2)  Untuk setiap barisan {a,} di R*, %im a, = 0 jika dan hanya jika Aim F(a,) = —ox;

(F3)  Terdapat k € (0,1) sehingga lirg+ akF(a) = 0.
a-

Definisi 4. Misalkan (Y,d) ruang metrik, pemetaan T:Y — Y disebut pemetaan tipe Hardy-Roger
kontraksi-F jika terdapat > 0 dan F € F sehingga
e (d(T(u),T(v))) <F (a. dw,v) + B.d(w,TW) +v.d(v, T(W)) + . d(u,T(v))>
+L.d(v, T(w))
untuk setiap u,v € Y dengan d(T(u),T(v)) > 0, di mana «a,f,v,u, L adalah bilangan bulat nonnegatif,
y#ldana+pB+y+2u=1.

Selanjutnya akan dibuktikan eksistensi titik tetap dengan menggunakan konsep jarak -w pada
pemetaan tipe Hardy-Roger kontraksi-F dengan mengambil L = 0.

Teorema 5. Misalkan (X.d) metrik lengkap dan T: X — X. Jika terdapat F € F, jarak-w q pada X, dan

r > 0 sehingga

1) r+F (q(T(u), T(v))) <F (a. q(u,v) + B. q(u,T(u)) +v. q(v, T(v)) + u. q(u, T(v))),untuk
setiap u, v € X dengan q(T(w), T(v)) > 0,dimanaa,B,y,u=0,y+ 1, dana+ B +y+2u =1,

(2)  untuk setiap u, v € X dengan q(T(w), T(v)) > 0 berakibat q(u, v) > 0,

maka T memiliki titik tetap tunggal u* € X dan untuk setiap u € X, barisan {T™(u)} konvergen ke u*.

Lebih lanjut g(u*,u*) = 0.

Bukti. Diambil sebarang x, € X. Dibentuk barisan {x,} dengan
x; = T(xp), X3 = T(x1) = T?(xg), oy X = T(xp—1) = T™(x0), untuk setiap n € N.
Diperhatikan dua kemungkinan berikut.

Kasus 1. Jika terdapat n € N U {0} sehingga q(x,, x,+1) = 0, maka q(x, 41, X,+2) = 0, sebab andaikan
q(Xn 41, Xn+2) > 0 maka berdasarkan (2) diperoleh q(x,,, x,+1) > 0, kontradiksi. Akibatnya q(x,, x,4+2) <
q(xn, Xn41) + q(Xn41, Xne2) = 0. Selanjutnya, karena q(x,,x,4+1) = 0 dan q(xp, xp42) = 0, maka dari
Lemma 2 diperoleh x,,, 1 = x,,45, atau dengan kata lain x,,1 = T(xp41)-

Kasus 2. Jika q(x,, x,+1) > 0 untuk setiap n € N, dengan memisalkan q,, = q(x,, x,+1) berdasarkan (1)
diperoleh
r+ F(qn) =1+ F(q(xnr xn+1))

=1+ F (a(TGa-1), TG)))

< F (.91, %0) + B-q(xno1, TCn1)) + ¥-q (0 T()) + 1. q (-1, T () )

= F((l. Q(xn—l'xn) + B. Q(xn—lrxn) +7v. cI(xnrxn+1) + U Q(xn—l'xn+1))

= F(a- Qn-1+B.-qn-1 +v.qn + 1. q(xn—ltxn+1))

<F (a- Gn-1 + B-Gn-1 + V. n + 1. (q(Xn—1, %) + q (s, xn+1)))

= F(@.qno1 + B-Gno1 +V-qn + 1 (Gno1 + qn))

=F((a+ B +m)qn-1+ ¥ + 1)qy).
Jadi
F(pp) S F((@+ B+ W qn-1 + (v +1)qn) — 1 3)

<F((a+B+mqn-1+ ¥+ man) 4

Karena F monoton naik tegas, maka dari (4) diperoleh

qn < (@+ B+ W1+ ¥ +1)qn
=>A-y—wWq, < (a+p+ p1)gy_1, untuk setiap n € N.
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Diperhatikan bahway = 1dana + 8 +y +2u = 1, akibatnyal —y —u = a + f + u > 0, sehingga
qn < ‘::’ffﬁ Gn-1 = qn—1, Untuk setiap n € N.
Jadi barisan {g,} turun monoton tegas, karena {p,} terbatas ke bawah oleh 0, maka terdapat k > 0
sehingga lim g, = k.
Selanjutnya akan dibuktikan k = 0. Karena q,, < q,—1 dana + f + y + 24 = 1 maka
r+F(qn) S F((@+ B+ )qn-1 + (v + 1)qqn)
<F((@+p+u+y+man1)
=F((a+B+y+21)qn-1)

= F(qn-1)-
Jadi F(q,) < F(qn-1) =7 < F(qn-y) — 2r < -+ < F(qq) — nr, untuk setiap n € N, atau
F(q,) < F(qy) — nr, untuk setiap n € N, (5)

Akibatnya T&im F(q,) < —oo. Berdasarkan (F2), karena 7lim F(g,) < —o maka diperoleh %im pn = 0.
Selanjutnya dari (F3), terdapat k € (0,1) sehinga lim qXF(q,) = 0. Dari pertidaksamaan (5) diperoleh
n—-oo

anF(an) — anF(q0) < qr(F(qe) —nr) — qiF(qe) = —nrqy < 0. (6)
Selanjutnya karena lim g,, = 0 dan lim g¥F(p,) = 0, maka jika pertidaksamaan (6) dikenakan limit untuk
n—oo n—oo

1
n menuju tak hingga, akan diperoleh rllirrgonqn = 0, akibatnya rllint}onﬁqn = 0. Diperhatikan bahwa % >0

dan lim | 2% | = 0, karena Z;‘{;lil konvergen, maka berdasarkan uji limit diperoleh Y>>, g, konvergen.
n—-co -3 TLE

nk
Karena Y5 q, konvergen maka

Ve, > 0, Any € N sehingga Vn, m > n4 berlaku q(x,,, x,n,) < &;. @)

Selanjutnya akan dibuktikan {x,} adalah barisan Cauchy. Diambil &, > 0 sebarang, karena q adalah jarak-
w, maka terdapat &, > 0 sehingga Vu, v,z € X dengan q(z,u) < 8, dan q(z,v) < 6, berakibat d(u, v) <
&,. Dari (7) diperoleh terdapat t, € N sehingga Vn,m > t, berlaku q(x,, x,,) < &8,. Jadi q(x¢, x,) < 53
dan q(x¢, x,) < &5, akibatnya d(x,,x,) < &, untuk setiap n,m > t,. Dengan kata lain {x,} barisan
Cauchy.

Diketahui X ruang metrik lengkap, karena {x,} barisan Cauchy, maka terdapat x* € X sehingga &im Xp =

x*. Selanjutnya akan dibuktikan T'(x*) = x*. Diambil sebarang &; > 0, karena p adalah jarak-w, maka
terdapat 85 > 0 sehingga Yu, v,z € X dengan q(z,u) < 85 dan q(z,v) < §; berakibat d(u,v) < 3. Dari
(7) maka terdapat t; € N sehingga Vn, m > t3 berlaku q(x,, x,,) < 83. Diambil sebarang h > t5, karena
{x,} konvergen ke x dan q(x,") semikontinu bawah, maka

qxp,x) < lim inf q(xp, Xm) < 63 (8)

Jika q(xp, T(x*)) = 0 maka q(x,, T(x*)) < &3, sedangkan jika q(xp, T(x*)) > 0, maka q(x;_4,x) > 0.
Karena q(x;_1,") semikontinu bawah, maka

q(on, T(x?)) < q(xp_q,%) < limrrl_jor.}fq(xh,xm) < §3. 9)

Berdasarkan (8) dan (9) diperoleh d(x*, T(x*)) < e3. Karena d(x*, T(x*)) < &3 untuk sebarang &; > 0,
maka d(x*, T(x*)) = 0 atau T(x*) = x*.
Selanjutnya akan dibuktikan q(x*, x*) = 0. Andaikan q(x*,x*) > 0, berdasarkan (1) diperoleh
r+ F(q(x*,x*)) < F(a. q(x*, x*) + B.q(x*, x*) +y.q(x*, x*) + u. q(x*,x*))

= Fqx,x) <r+F(qix*,x) < F((a+ B +y + wq(x*,x%)),
dimana a + B8 + y + u < 1, kontradiksi dengan F naik monoton. Jadi q(x*, x*) = 0.
Selanjutnya akan dibuktikan ketunggalan titik tetapnya. Andaikan terdapat y* € X sehingga T(y*) = y*
dengan x* # y*. Perhatikan dua kemungkinan berikut.

a. Jikaq(x*,y*) = 0, maka karena g(x*,x*) = 0, akibatnya x* = y*, kontradiksi.
b. Jika q(x*,y*) > 0, berdasarkan (1) diperoleh
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r+F(q(x*,y")) < Fla.q(x*,y") + B.q(x", x*) +v.q(y*,y") + n.q(x*,y))
= F(q(x",y")) <7+ F(q(x*,y9)) < F((a + wq(x*y"),

di mana (@ + u) < 1, kontradiksi dengan F naik monoton. Jadi g(x*, y*) = 0, kontradiksi.
Jadi dapat disimpulkan bahwa T memiliki titik tetap tunggal. m

Diperhatikan bahwa kondisi (2) pada Teorema 5 akan selalu berlaku jika jarak-w adalah metrik, yaitu
jika d(T(w), T(v)) > 0 maka T (u) # T(v) sehingga u # v, akibatnya d(u, v) > 0. Berikut adalah akibat
dari Teorema 5.

Akibat 6. Misalkan (X.d) ruang metrik lengkap dan T: X — X. Jika terdapat F € ¥ pada X, danr >0
sehingga
r+F (d(T(u),T(v))) <F (a. d(u,v) + B. d(u,T(u)) + y.d(v,T(v)) + L. d(u,T(v))),
untuk setiap u,v € X dengan d(T(u),T(v)) >0 ,dimanaa,B,y,u =0,y #1,dana+ 8 +y+2u=1,
maka T memiliki titik tetap tunggal u* € X dan Vu € X berlaku lim T™(u) = u*.
n—-oo

Berikut adalah akibat dari teorema 5 dan merupakan sifat yang telah dibuktikan oleh Batra dan Vashishta

[4].

Akibat 7. Misalkan (X.d) ruang metrik lengkap dan T: X — X. Jika terdapat F € F, jarak-w q pada X,
dan r > 0 sehingga

(10) r+F (q(T(u), T(v))) < F(q(w,v)), untuk setiap u, v € X dengan q(T (w), T(v)) > 0,

(11) untuk setiap u, v € X dengan q(T(w), T(v)) > 0 berakibat q(u, v) > 0,
maka T memiliki titik tetap tunggal u* € X dan Vu € X berlaku lim T™(u) = u*. Lebih lanjut q(u*, u*) =
n—->oo

0.

Teorema berikut telah dibuktikan oleh Wardowski [15] yang dapat juga dibuktikan melalui akibat
dari Teorema 5.

Akibat 8. Misalkan (X.d) ruang metrik lengkap dan T:X — X. Jika terdapat F € F pada X, danr > 0
sehingga

r+F (d(T(u),T(v))) < F(d(u, v)),
untuk setiap u, v € X dengan d(T(u),T(v)) > 0, maka T memiliki titik tetap tunggal u* € X dan Vu € X
berlaku lim T™(u) = u*.
n—oo

4. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil pembuktian teorema di atas, dapat disimpulkan bahwa dengan menggunakan
konsep jarak-w pada pemetaan tipe Hardy-Roger kontraksi-F di ruang metrik lengkap, maka pemetaan
tersebut memiliki titik tetap tunggal dengan mengambil L = 0 dan memberi syarat tambahan jika
q(T(u),T(v)) > 0 maka berakibat q(u, v) > 0 untuk setiap u, v € X di mana syarat ini selalu berlaku jika
yang digunakan adalah metrik. Karena setiap metrik merupakan jarak-w, maka diperoleh beberapa akibat
yang diperoleh dengan mengganti jarak-w dengan metrik, di antaranya adalah teorema yang telah
dibuktikan oleh Wardowski. Masih banyak jenis pemetaan lain pada ruang metrik yang telah dibuktikan
eksistensi titik tetapnya, sehingga dapat diteliti lebih lanjut dengan menggunakan konsep jarak-w
mengingat jarak-w lebih umum dari metrik.
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