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Abstrak 

Pemodelan data tahan hidup (analisis survival) perlu dan penting untuk dilakukan. Data tahan hidup pada umumnya 
diasumsikan berdistribusi Weibull. Pendekatan Bayesian telah diimplementasikan untuk mengestimasi parameter 
dalam analisis survival tersebut. Penelitian ini bertujuan untuk membandingkan metode Maximum Likelihood dan 
Bayesian dengan menggunakan Invers Gamma sebagai prior konjugat untuk mengestimasi fungsi survival parameter 
skala distribusi Weibull. Perbandingan dilakukan melalui studi simulasi. Performa terbaik dari kedua estimator 
tersebut dipilih berdasarkan nilai bias absolut terendah dan mean square error. Dua sampel ukuran yang berbeda 
dihasilkan untuk menggambarkan data waktu hidup yang digunakan dalam penelitian ini. Hasil penelitian 
menunjukkan bahwa Maximum Likelihood adalah penduga terbaik dibandingkan Bayes dengan distribusi Invers 
Gamma sebagai konjugat sebelumnya. 

Kata Kunci : Distribusi Weibull, Analysis Survival, Maximum Likelihood Estimation, Bayesian, Absolute bias, Mean 

Square Error. 

 

Abstract 

Modeling of survival data is necessary and important to do. Survival data is generally assumed to have a Weibull 

distribution. Bayesian approach has been implemented to estimate the parameter in such this survival analysis. This 

study purposes to compare the performance of the Maximum Likelihood and Bayesian using Invers Gamma as prior 
conjugate for estimating the survival function of scale parameter of Weibull distribution. The comparisons are made 

through simulation study. The best performance of both estimators is chosen based on the lowest value of absolute 

bias and the mean square error. Two different size samples are generated to illustrate the life time data which are 

used in this study. This study results that maximum likelihood is the best estimator compared to Bayes with Invers 

Gamma distribution as conjugate prior.  
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1. PENDAHULUAN  

Analisis survival adalah suatu metode untuk menganalisis data yang berhubungan dengan waktu, mulai 

dari start-point sampai dengan terjadinya suatu kejadian khusus atau end-point. Dalam analisis survival 

tedapat tiga istilah yang perlu dipahami. Pertama, survival time atau waktu suatu objek untuk tetap bertahan 

dalam periode pengamatan. Kedua, kejadian (event) yang menjadi fokus dalam penelitian. Ketiga, suatu 

kejadian terjadi apabila peneliti mempunyai waktu ketahanan yang menjadi objek penelitian, walaupun 

sesungguhnya peneliti tidak mengetahui waktu ketahanan yang pasti, istilah ini disebut dengan sensor [1]–

[3]. 
Pada analisis survival sering terjadi data tersensor (censored data) yaitu adanya informasi mengenai 

waktu ketahanan hidup tetapi tidak diketahui secara pasti berapa lama waktu ketahanannya [4]. Penyebabnya 

adalah hingga pengamatan berakhir belum muncul kejadian yang diinginkan. Analisis survival dalam 

penelitian ini menggunakan model survival parametrik, yakni model yang waktu survivalnya diasumsikan 

mengikuti suatu distribusi yang diketahui. Asumsi waktu survival yang sering digunakan antara lain distribusi 

Weibull, Eksponensial, Logistik dan lain sebagainya. Pada penelitian ini digunakan analisis survival untuk 

data yang berdistribusi Weibull. Distribusi Weibull adalah salah satu distribusi yang paling banyak digunakan untuk 

memodelkan dan menganalisis waktu hidup terutama dalam kasus medis. Distribusi Weibull biasanya digunakan 

untuk menyelesaikan masalah-masalah yang menyangkut lama waktu ketahanan hidup suatu objek mulai 

berfungsi hingga tidak bisa digunakan lagi atau mati. Distribusi Weibull digunakan secara efektif untuk 

menganalisis data waktu ketahanan hidup khususnya untuk data tersensor. Distribusi Weibull memiliki dua 

parameter, yakni parameter bentuk (𝛽) dan parameter skala (𝜃) [4], [6], [7]. 

Kajian terkait estimasi parameter model ketahanan hidup (survival analysis) dari distribusi Weibull 

sudah banyak dilakukan oleh peneliti sebelumnya. Diantaranya yaitu kajian oleh Guure dan Ibrahim [1] yang 

mengkaji perbandingan hasil estimasi parameter dari distribusi Weibull dengan metode MLE dan metode 

Bayesian (menggunakan prior non informatif yaitu prior Jeffrey dan modifikasinya). Hazhiah, dkk [5] 

mengkaji proses pengestimasian parameter dari distribusi Weibull terhadap data tak tersensor dan data 

tersendor ttpe II dengan metode Bayes (distribusi prior yang digunakan yaitu distribusi Gamma).  Ismed dan 

Yudi [8] menggunakan metode Bayes dalam membuat model sistim risiko daya tahan yang bersaing 

(computing risk systems) dengan data diasumsikan berdistribusi Weibull. Kemudian Ahmed [6] dan Thamrin, 

dkk, [9] mengestimasi parameter dari distribusi Weibull dengan metode Bayesian survival (menggunakan 

prior non informatif distribusi Gamma) dan metode maksimum likelihood tetapi kedua hasil kajian mereka 

saling bertolak belakang. 

Untuk itulah penelitian ini dilakukan untuk mengkaji lagi terkait perbandingan hasil pendugaan 

parameter dari distribusi Weibull dengan menggunakan metode MLE dan metode Bayes. Pada kajian ini akan 

diestimasi parameter skala dengan mengasumsikan parameter bentuk  diketahui. Adapun distribusi prior yang 

digunakan pada metode Bayes adalah prior konjugat yaitu distribusi Invers Gamma. Data yang digunakan 

dalam analisis adalah data bangkitan yang diasumsikan memenuhi syarat-syarat sebagai data daya tahan 

hidup. Penduga terbaik dari kedua analisis metode akan dibandingkan berdasarkan nilai absolut bias dan 

Mean Square Error (MSE) terkecil. Dari metode terbaik yang diperoleh selanjutnya akan diestimasi nilai dari 

fungsi survival dan fungsi hazard untuk data bangkitan tersebut. 

 

 

2. METODE PENELITIAN 

Langkah 1: Studi Literatur 

Studi literatur yang dilakukan oleh peneliti adalah dengan mempelajari pembahasan mengenai konsep-

konsep terkait analisis survival, seperti fungsi kepekatan peluang, fungsi survival, fungsi hazard, data 

tersensor, metode MLE (Maximum Likelihood Estimator), dan metode Bayes. Berikut diuraikan secara 

ringkas definisi atau teori dasar terkait konsep-konsep tersebut.  

a. Fungsi Kepekatan Peluang [10] 

Fungsi kepekatan peluang didefinisikan sebagai limit dari peluang suatu objek mati atau gagal dalam 

interval waktu 𝑡 sampai 𝑡 + ∆𝑡, dengan waktu (T) merupakan peubah acak. Jika T merupakan peubah acak 

non-negatif pada interval [0; 1), maka F(t) merupakan fungsi distribusi kumulatif kontinu dari T yaitu: 
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𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑇 ≤ 𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑡

0

                                                                                           (1) 

Maka fungsi kepekatan peluang dinyatakan dengan: 
 

𝑓(𝑡) =  lim
∆𝑡 →0

[
𝑃(𝑡 < 𝑇 < (𝑡 + ∆𝑡))

∆𝑡
] = lim

∆𝑡 →0
[
𝐹(𝑡 + ∆𝑡) − 𝐹(𝑡)

∆𝑡
]                              (2) 

 
b. Fungsi Survival [11] 

Fungsi survival merupakan peluang suatu objek yang masih dapat bertahan hidup sampai dengan waktu 

𝑡(𝑡 >  0). Misal T adalah peubah acak dari waktu ketahanan hidup suatu individu dalam interval [0; 1), 

maka fungsi distribusi kumulatif F(t) untuk distribusi kontinu dengan fungsi kepekatan peluang f(t) 

dinyatakan sebagai berikut.  

𝐹(𝑡) =  𝑃(𝑇 ≤ 𝑡)                                                                                                                     (3) 

Oleh karena itu fungsi survival S(t) yang didefinisikan dengan: 

𝑆(𝑡) =  𝑃(𝑇 >  𝑡) 

         =  1 − 𝑃(𝑇 ≤  𝑡) 
=  1 −  𝐹(𝑡)                                                                                                                       (4) 

 
c. Fungsi Hazard [1] 

Fungsi hazard merupakan peluang suatu objek tertentu mengalami kejadian kegagalan (mati) dalam 

selang waktu yang singkat 𝑡 sampai 𝑡 + ∆𝑡 jika diketahui objek belum mengalami kejadian sampai waktu t 

[14]. 

ℎ(𝑡) = lim
∆𝑡→0

𝑃(𝑡 < 𝑇 ≤ 𝑡 + ∆𝑡| T > 𝑡) 

∆𝑡
 

Berdasarkan teori peluang bersyarat, diperoleh: 

ℎ(𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝑆(𝑡)
                                                                                                                                (5)  

 
d. Data Tersensor [12] 

Data tersensor merupakan data yang diperoleh dari pengamatan yangtidak diamati secara menyeluruh 

dikarenakan objek penelitian tak dapat diambil datanya, atau sampai akhir penelitian objek tersebut belum 

mengalamikejadian tertentu. Terdapat tiga alasan terjadinya suatu penyensoran, yaitu : 

a. objek pengamatan yang diamati tidak mengalami suatu kejadian sampai penelitian berakhir (loss to 

follow-up), 
b. objek pengamatan hilang selama penelitian, 
c. objek mengalami kegagalan lain yang menyebabkan pengamatan tidak dapat diteruskan. 

 
Penyensoran merupakan suatu hal yang membedakan analisis survival dengan analisis statistik lainnya. 

Penyensoran dilakukan untuk mengatasi beberapa permasalahan dalam suatu analisis, misalnya dalam suatu 

penelitian dibutuhkan waktu yang lama untuk mendapatkan data yang lengkap sampai objek pengamatan 

mengalami suatu kejadian yang diinginkan. Terdapat tiga macam penyensoran pada analisis survival, yaitu: 
a. Data Tersensor Kanan 

Data survival biasanya merupakan data yang tersensor kanan. Sensor kanan dapat terjadi karena 

beberapa alasan, yaitu: 
(a) objek pengamatan belum mengalami suatu kejadian sampai masa penelitian berakhir, 
(b) objek pengamatan keluar pada saat masa penelitian berlangsung, 
(c) objek pengamatan meninggal pada saat penelitian, akan tetapi penyebab meninggal tidak 

berhubungan dengan kejadian yang diperhatikan. 
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b. Data Tersensor Kiri 
Data tersensor kiri terjadi ketika objek pengamatan tidak teramati pada awal waktu pengamatan, akan 

tetapi sebelum penelitian berakhir semua kejadian sudah dapat diamati secara penuh. Dapat pula 

dikatakan bahwa kejadian yang ingin diperhatikan pada objek pengamatan tersebut sudah terjadi saat 

objek pengamatan tersebut sudah masuk ke dalam penelitian. 

c. Data Tersensor Interval 
Sensor interval terjadi ketika suatu kejadian yang diamati pada objek pengamatan terjadi pada selang 

waktu tertentu. 
 

e. Metode Maximum Likelihood Estimation (MLE) [13], [14] 

Salah satu metode dalam penaksiran parameter adalah MaximumLikelihood Estimation (MLE). Prinsip 

dari MLE adalah menemukan estimasidari suatu parameter. Misalkan akan ditentukan estimasi dari 𝜃 dengan 

caramemaksimumkan fungsi likelihood dan kemudian disamakan dengan nol. Fungsi likelihood dinyatakan 

dengan  [6, 7]: 

𝐿(𝜃) = 𝑓(𝑥1; 𝜃) … 𝑓(𝑥𝑛; 𝜃) =  ∏ 𝑓(𝑥𝑖; 𝜃)

𝑛

𝑖=1

                                                               (6) 

Dalam analisis survival dengan data tersensor, konstruksi fungsi likelihood berbeda dari fungsi 

likelihood yang biasa. Asumsi utama yang dibutuhkan untuk mengkonstruksi fungsi likelihood untuk data 

survival yang tersensor adalah waktu hidup dan waktu sensor saling bebas. Jika asumsi tersebut tidak 

terpenuhi, maka dibutuhkan teknik lainnya. Pada data survival yang mengandung pengamatan tersensor 

kanan fungsi likelihoodnya adalah: 

𝐿 =  ∏[𝑓(𝑥𝑖)]𝛿𝑖

𝑛

𝑖=1

[𝑆(𝑥𝑖)]1−𝛿𝑖                                                                                         (7) 

dengan  𝛿𝑖  adalah indikator sensor, 𝛿𝑖 = 1  untuk tersensor dan 𝛿𝑖 = 0  untuk tidak tersensor, 𝑆(𝑥𝑖) 

merupakan fungsi survival untuk 𝑥𝑖. 
 

Nilai parameter 𝜃 dapat diperoleh dengan memaksimumkan fungsi kepekatan peluang bersama atau 

disebut Maximum Likelihood Estimation (MLE). Hal tersebut dilakukan dengan metode turunan pertama dari 

fungsi likelihood-nya terhadap parameternya sama dengan nol. Namun biasanya sulit untuk mencari turunan 

fungsi likelihood sehingga yang dilakukan adalah menentukan nilai maksimum dari logaritma natural fungsi 

likelihood tersebut atau disebut dengan fungsi log-likelihood. Fungsi log-likelihood merupakan fungsi 

kepekatan peluang bersama yang diubah menjadi bentuk logaritma, tujuannya untuk mempermudah dalam 

menaksir parameter. Fungsi log-likelihood yang mengandung parameter yang akan diestimasi 𝜃 , ditulis 

dalam bentuk: 

ln 𝐿(𝜃) = ∏ ln 𝑓(𝑥𝑖 , 𝜃)

𝑛

𝑖=1

                                                                                                            (8) 

 

f. Metode Bayes [10], [15] 

Metode Bayes merupakan suatu metode yang digunakan untuk menduga parameter dengan 

menggabungkan informasi yang terkandung dalam objek dengan informasi yang telah tersedia sebelumnya. 

Pada metode Bayes,jika suatu populasi mengikuti distribusi tertentu dengan suatu parameter didalamnya, 

maka kemungkinan parameter mengikuti suatu distribusi peluangtertentu disebut sebagai prior. Distribusi 

prior merupakan distribusi awal yang memberi informasimengenai parameter. Pada kajian ini menggunakan 

distribusi prior konjugat yaitu distribusi prior yang diperoleh dari hasil identifikasi pola fungsi likelihood-

nya. Metode Bayes menggabungkan fungsi likelihooddengan distribusi prior dari parameter yang akan diduga 

sehingga didapatkandistribusi posterior yang akan menjadi dasar pendugaan parameter. 

Distribusi posterior merupakan fungsi kepekatan peluang bersyarat dari suatu parameter yang akan 

diestimasi θ jika diberikan pengamatan 𝐱 = (x1, x2, … , xn) yang diformulasikan dengan [16]: 
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𝑓(𝜃|𝒙) =
𝑓(𝒙|𝜃)𝑓(𝜃)

∫ 𝑓(𝒙|𝜃)𝑓(𝜃)𝑑𝜃
=  

𝑓(𝒙, 𝜃)

𝑓(𝒙)
                                                                                 (9) 

Mean dari distribusi posterior f(θ|x1, x2, … , xn) dinyatakan dengan T, disebut penduga Bayes untuk τ(θ). 
 

Langkah 2 : Menentukan formula fungsi hazard dan fungsi survival, dan MSE untuk parameter skala 

𝜽 yang berdistribusi Weibull (dengan parameter bentuk 𝜷 diasumsikan diketahui).  

Dengan berdasarkan konsep teori sebagaimana yang telah diuraikan pada Langkah 1 di atas, 

selanjutnya akan ditentukan rumusan konsep-konsep tersebut untuk distribusi Weibull. Sebagaimana 

diketahui distribusi Weibull memiliki dua parameter yaitu parameter skala 𝜃  dan parameter bentuk 𝛽 . 

Misalkan 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  merupakan nilai dari variabel acak berdistribusi Weibull, maka fungsi 

kepekatan peluangnya adalah [9], [10]:  

𝑓(𝑥;  𝜃) =  
𝛽

𝜃
𝑥𝛽−1𝑒−

𝑥𝛽

𝜃  dengan 𝜃, 𝛽 > 0 dan 𝑥 ≥ 0 

Fungsi likelihood dari distribusi Weibull untuk data tersensor kanan memiliki bentuk sebagai berikut: 

  𝐿(𝑥;  𝜃) =   ∏[𝑓(𝑥𝑖)]𝛿𝑖

𝑛

𝑖=1

[𝑆(𝑥𝑖)]1−𝛿𝑖 

=  (
𝛽

𝜃
)

∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

∏(𝑥𝑖
(𝛽−1) 𝛿𝑖)

𝑛

𝑖=1

 𝑒−
∑  𝑥𝑖

𝛽𝑛
𝑖=1

𝜃                                                              (10) 

Selanjutnya akan ditentukan formula untuk fungsi hazard, fungsi survival serta MSE untuk parameter skala 

𝜃 yang tersebut, yang merupakan parameter dari distribusi Weibull. Adapun pada kajian ini, parameter bentuk 

𝛽 diasumsikan diketahui. 

 

Langkah 3 : Membangkitkan Data. 

Setelah diperoleh formula untuk mengestimasi parameter skala 𝜃 pada Langkah 2 di atas, kemudian 

dibangkitkan sekelompok data untuk mengilustrasikan penerapan dari formula tersebut. Data yang digunakan 

pada penelitian ini adalah data bangkitan dari program R berjumlah 25 dan 50 data sampel yang diasumsikan 

sebagai data daya tahan hidup yang berdistribusi Weibull dengan menetapkan parameter bentuk 𝛽 = 1 dan 

parameter skala 𝜃 = 1. Nilai kedua parameter ditetapkan sama dengan 1 adalah untuk kemudahan dalam 

estimasi dan mengilustrasikan metode. Data jumlah 25 untuk mewakili data berukuran kecil dan data jumlah 

50 untuk mewakili data berukuran besar. Untuk merekayasa munculnya data tersensor kanan pada data 

bangkitan ini, ditetapkan bahwa untuk data bernilai kurang atau sama dengan satu maka data dikatakan 

tersensor, dan data yang bernilai besar dari satu dikatakan data tidak tersensor. Pada studi simulasi ini juga 

dipilih nilai parameter skala θ = {0,5 , 0,8 , 1 , 1,5 } untuk kemudian nilai-nilai ini nantinya akan dibandingkan 

dengan nilai estimasi θ yang diperoleh dari formula hasil Langkah 4 berikut. Parameter skala 𝜃 ini akan 

diestimasi dengan menggunakan metode MLE dan metode Bayes dengan memilih distribusi Invers Gamma 

sebagai prior konjugat. Pada studi simulasi dengan menggunakan program R ini digunakan data dimana 

banyaknya data tersensor kanan pada setiap ukuran data sekitar 40%.  

Langkah 4: Pengolahan Data. 

Pengolahan data dilakukan dengan berdasarkan formula yang diperoleh pada Langkah 2 di atas. 

Adapun perhitungan untuk pengolahan data adalah menggunakan aplikasi program R. 

 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1. Analisis Survival Distribusi Weibull Dengan MLE 

Misalkan 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) merupakan nilai dari variabel acak berdistribusi Weibull, dengan fungsi 

likelihoodnya sesuai persamaan (10). Dengan menggunakan fungsi likelihood tersebut, dapat diestimasi nilai 

harapan untuk parameter skala θ dimana parameter bentuk 𝛽 diketahui, yaitu [6]: 
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𝜃𝑀𝐿 =  
∑  𝑥𝑖

𝛽𝑛
𝑖=1

∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

                                                                                                                       (11)  

Kemudian dirumuskan nilai harapan dan ragam untuk estimator 𝜃𝑀𝐿 dengan metode MLE masing-

masing adalah: 

𝐸(𝜃𝑀𝐿) = 𝐸 (
∑  𝑥𝑖

𝛽𝑛
𝑖=1

∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

)  

                           =
1

∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

(𝑛𝜃)                                                                                                              (12) 

 
dan 

𝑉𝑎𝑟(𝜃𝑀𝐿) = 𝑉𝑎𝑟 (
∑  𝑥𝑖

𝛽𝑛
𝑖=1

∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

)  

=
1

(∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 )2

(𝑛𝜃2)                                                                                              (13) 

Selanjutnya dapat dirumuskan juga fungsi survival dan fungsi hazard untuk parameter 𝜃 dari metode 

MLE ini masing-masing sebagai berikut : 

 �̂�𝑀𝐿(𝑥𝑖  ;  𝜃𝑀𝐿) =  𝑒
− 

𝑥𝛽

�̂�𝑀𝐿  

 = 𝑒
− 

𝑥𝛽 ∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

∑  𝑥𝑖
𝛽𝑛

𝑖=1                                                                                                   (14)   
dan 

ℎ̂𝑀𝐿(𝑥𝑖  ;  𝜃𝑀𝐿) =  𝛽 
1

�̂�𝑀𝐿
𝑥𝛽−1  

                                      =  𝛽 
∑  𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1

∑  𝑥𝑖
𝛽𝑛

𝑖=1
𝑥𝛽−1                                                                                          (15) 

 
3.2 Analisis Survival Distribusi Weibull Dengan Metode Bayesian 

Pada metode Bayesian, prior yang digunakan adalah prior konjugat distribusi Invers Gamma dengan 

memilih parameter 𝜃~𝐼𝐺(1,1). Fungsi kepekatan peluang dari 𝜃~𝐼𝐺(1,1) dapat dinyatakan dalam bentuk 

[10]: 

𝑓(𝜃) =  
11

𝛤(1)
𝜃−(1+1) exp (−

1

𝜃
)  

=  𝜃−2 exp (−
1

𝜃
), 𝜃 > 0 

 
Fungsi kepekatan peluang bersama adalah sebagai berikut: 

𝑓(𝒙;  𝜃)   = ((
𝛽

𝜃
)

∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

∏ (𝑥𝑖
(𝛽−1) 𝛿𝑖)𝑛

𝑖=1 𝑒− 
∑ 𝑥𝑖

𝛽𝑛
𝑖=1

𝜃 ) (𝜃−2𝑒—
1

𝜃)  

=  𝛽∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 ∏(𝑥𝑖

(𝛽−1) 𝛿𝑖)

𝑛

𝑖=1

e
− 

1

𝜃
(∑ 𝑥𝑖

𝛽
+1𝑛

𝑖=1 )
𝜃−(∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 +2)                                   (16) 

Fungsi kepekatan peluang marjinal dari persamaan (16) adalah: 

𝑓(𝑥) =  ∫ 𝛽∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 ∏ 𝑥𝑖

(𝛽−1) ∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1𝑛

𝑖=1 e
− 

1

𝜃
(∑ 𝑥𝑖

𝛽
+1𝑛

𝑖=1 )
𝜃−(∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 +2)∞

0
 𝑑𝜃  

 =  𝛽∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 ∏ (𝑥𝑖

(𝛽−1) 𝛿𝑖)𝑛
𝑖=1 (∑ 𝑥𝑖

𝛽
+ 1𝑛

𝑖=1 )
−(∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 +2)

 Γ(∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 + 1)            (17)  

 
Diperoleh distribusi posterior:  

𝑓(𝜃|𝑥) =
𝑓(𝑥;𝜃)

𝑓(𝑥)
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 =  
(∑ 𝑥𝑖

𝛽
+1𝑛

𝑖=1 )
(∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 +1)

Γ(∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 +1)

𝜃−(∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 +2)e

− 
1

𝜃
(∑ 𝑥𝑖

𝛽
+1𝑛

𝑖=1 )
                                             (18)  

 
Dengan menggunakan prior 𝐼𝐺(1,1)  diperoleh distribusi posterior  𝜃𝐼𝐺| 𝑋 ~ 𝐼𝐺 (∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 +

1, ∑ 𝑥𝑖
𝛽

+ 1𝑛
𝑖=1  ) . Sehingga untuk 𝜃~ 𝐼𝐺(∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 + 1, ∑ 𝑥𝑖

𝛽
+ 1𝑛

𝑖=1 )  diperoleh nilai harapan dan ragam 

posterior untuk masing-masing adalah sebagai berikut: 

𝜃𝐼𝐺 =  𝐸(𝜃𝐼𝐺) =  
∑ 𝑥𝑖

𝛽
+1𝑛

𝑖=1

∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

 , ∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 > 0                                                                          (19)  

𝑉𝑎𝑟(𝜃𝐼𝐺) =
(∑ 𝑥𝑖

𝛽
+1)𝑛

𝑖=1

2

(∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 )

2
(∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1 −1)

  , ∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 > 1                                                                   (20)  

Selanjutnya akan ditentukan nilai harapan dan ragam bagi penduga Bayesian. Nilai harapan untuk 𝜃𝐼𝐺 

dengan metode Bayesian adalah : 

𝐸(𝜃𝐼𝐺) = 𝐸 (
∑ 𝑥𝑖

𝛽
+1𝑛

𝑖=1

∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

) =  
1

∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

(𝑛𝜃 + 1)                                                                       (21)  

Ragam untuk 𝜃𝐼𝐺 dengan metode Bayesian adalah: 

𝑉𝑎𝑟(𝜃𝐼𝐺) = 𝑉𝑎𝑟 (
∑ 𝑥𝑖

𝛽
+1𝑛

𝑖=1

∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

) =  
1

(∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 )2

(𝑛𝜃2)                                                               (22)  

Estimasi parameter 𝜃  fungsi survival metode Bayesian sebagai berikut: 

�̂�𝐵(𝑥𝑖  ;  𝜃𝐼𝐺) =  𝑒
− 

𝑥𝛽

�̂�𝐼𝐺  

=  𝑒𝑥𝑝 (−
𝑥𝛽 ∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑥𝑖
𝛽

+1𝑛
𝑖=1

)                                                                                      (23)    

Estimasi parameter 𝜃  fungsi hazard metode Bayesian sebagai berikut: 

ℎ̂𝐵(𝑥𝑖  ;  𝜃𝐼𝐺) = 𝛽
1

�̂�𝐼𝐺
𝑥𝛽−1  

  = 𝛽
∑ 𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑥𝑖
𝛽

+1𝑛
𝑖=1

𝑥𝛽−1                                                                                          (24)  

 

3.3 Indikator Kebaikan Estimator 

Indikator kebaikan estimator yang digunakan pada penelitian ini adalah nilai absolut bias dan nilai 

MSE (Mean Square Error) yang kecil [1]. Bias diberikan oleh 𝑏(𝜃) = 𝐸(𝜃) − 𝜃 dengan 𝜃 merupakan 

penduga bagi 𝜃. Formula nilai absolut bias untuk metode MLE adalah : 

𝑏𝑖𝑎𝑠(𝜃𝑀𝐿) = 𝐸(𝜃𝑀𝐿) − 𝜃 =
1

∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

(𝑛𝜃) − 𝜃                                                            (25)  

Dan nilai absolut bias untuk metode Bayesian adalah : 

𝑏𝑖𝑎𝑠(𝜃𝐼𝐺) = 𝐸(𝜃𝐼𝐺) − 𝜃 =
1

∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

(𝑛𝜃 + 1) − 𝜃                                                       (26)  

Diketahui ragam penduga MLE adalah seperti yang dirumuskan pada persamaan (13), sehingga MSE 

untuk metode MLE adalah :  

𝑀𝑆𝐸(𝜃𝑀𝐿) = 𝑉𝑎𝑟(𝜃𝑀𝐿) + (𝑏𝑖𝑎𝑠(𝜃𝑀𝐿))
2
  

 =
1

(∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 )2

(𝑛𝜃2) + (
1

∑ 𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

(𝑛𝜃) − 𝜃)
2

                                                        (27)  

 

Adapun ragam penduga Bayesian adalah seperti yang dirumuskan pada persamaan (22), sehingga 

formula MSE untuk penduga Bayes adalah :  

𝑀𝑆𝐸(𝜃𝐼𝐺) = 𝑉𝑎𝑟(𝜃𝐼𝐺) + (𝑏𝑖𝑎𝑠(𝜃𝐼𝐺))
2
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=
1

(∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1 )2

(𝑛𝜃2) + (
1

∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

(𝑛𝜃 + 1) − 𝜃)
2

                                         (28)  

 
3.4 Studi Simulasi Penerapan Analisis Survival Distribusi Weibull 

Pada bagian ini akan diilustrasikan penerapan metode yang telah diuraikan pada bagian sebelumnya 

pada data bangkitan dengan mengambil beberapa ukuran data yaitu 25 dan 50. Pada proses pembangkitan 

data, ditetapkan dan dipilih nilai untuk parameter skala (θ) yaitu θ = {0,5 , 0,8 , 1 , 1,5 }. Hasil estimasi untuk 

𝜃 kemudian dibandingkan dengan nilai θ yang ditetapkan tersebut, perbedaannya dinyatakan dengan nilai 

Absolut Bias. Adapun nilai MSE diperoleh dengan menggunakan persamaan (28). Tabel 1 menyajikan hasil 

perbandingan absolut bias dan MSE hasil penerapan metode MLE dan metode Bayesian. 

 
Tabel 1. Hasil Perbandingan Absolut Bias dan MSE Menggunakan Metode MLE dan Metode Bayesian 

Banyak 

data (n) 
𝜃 

Absolut Bias MSE 

MLE Bayesian MLE Bayesian 

25 

0,5 0,02083 0,06250 0,0113 0,01480 

0,8 0,20000 0,25000 0,08000 0,10250 

1,0 0,47058 0,52941 0,30795 0,36678 

1,5 1,62500 1,70833 3,03125 3,30902 

3,0 15,7500 16,000 262,125 270,063 

50 

0,5 0,02083 0,04167 0,00590 0,00720 

0,8 0,20000 0,22500 0,06000 0,07062 

1,0 0,47058 0,50000 0,26470 0,29325 

1,5 1,27778 1,31481 1,78704 1,88305 

3,0 7,00000 7,06670 51,0000 51,9382 

Dari Tabel 1, diatas diperoleh bahwa nilai absolut bias hasil estimasi dari MLE cendrung menghasilkan 

nilai yang lebih kecil daripada hasil metode Bayes untuk kedua ukuran data dan untuk semua nilai θ terpilih. 

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa estimasi parameter untuk kasus analisis waktu ketahanan hidup 

(survival analysis) pada distribusi Weibull dengan metode MLE akan menghasilkan nilai estimasi yang lebih 

baik daripada metode Bayesian yang menggunakan prior konjugat dari distribusi Invers Gamma. Hasil kajian 

ini linier dengan hasil kajian yang dilakukan oleh Ahmed [6] tetapi bertentangan dengan kajian yang 

dihasilkan oleh Thamrin dkk [9].  

Selanjutnya karena MLE mampu menghasilkan nilai estimasi yang lebih baik, maka analisis survival 

lanjutan dilakukan berdasarkan metode MLE ini, yaitu mengestimasi fungsi survival dan fungsi hazard untuk 

parameter skala 𝜃 tersebut. Rumusan untuk mengestimasi fungsi survival adalah menggunakan persamaan 

(14) dan untuk mengestimasi fungsi hazard digunakan persamaan (15), masing-masing dinyatakan sebagai 

berikut : 

 �̂�𝑀𝐿(𝑥𝑖  ;  𝜃𝑀𝐿) =  𝑒
− 

𝑥𝛽 ∑  𝛿𝑖
𝑛
𝑖=1

∑  𝑥𝑖
𝛽𝑛

𝑖=1 =  𝑒
− 

𝑥(1) × 27

288.7744(1) 

 
Dengan mengambil beberapa nilai untuk 𝑥, fungsi survival ini dapat diilustrasikan dengan grafik fungsi 

survival, berikut: 
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Gambar 1 Grafik Fungsi Survival Metode MLE 

 
Dan fungsi Hazard  dirumuskan dengan : 

 

ℎ̂𝑀𝐿(𝑥𝑖  ;  𝜃𝑀𝐿) = 𝛽 
∑  𝛿𝑖

𝑛
𝑖=1

∑  𝑥𝑖
𝛽𝑛

𝑖=1

𝑥𝛽−1 = 1 ×
27

288.7744(1) + 1
× 𝑥(1−1) 

 
Dengan mengambil beberapa nilai untuk 𝑥, 𝑥 > 0, fungsi hazard ini dapat diilustrasikan dengan grafik 

fungsi hazard berikut. 

 

Gambar 2 Grafik Fungsi Hazard Metode MLE 

 

 

4. KESIMPULAN 

Studi simulasi pada kajian ini yang mengambil dua ukuran data berbeda membuktikan  bahwa penduga 

parameter dengan metode MLE memberikan estimasi nilai absolut bias dan MSE yg lebih kecil dibandingkan 

dengan metode Bayesian untuk kedua ukuran data dan untuk semua nilai θ terpilih. Distribusi prior yang 

digunakan pada analisis Bayes adalah prior konjugat yaitu distribusi Invers Gamma. Dapat disimpulkan 

dalam penelitian ini bahwa MLE merupakan penduga yang lebih baik dari metode Bayes. Kesimpulan ini 

belum tentu berlaku untuk prior jenis lain dan dari distribusi yang lain. Oleh karena itu untuk pembuktiannya 

perlu dilakukan studi simulasi lanjutan untuk kasus khusus seperti demikian.  
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