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Abstrak 

Prinsip Duhamel menyiratkan adanya suatu metoda matematika tertentu untuk menyelesaikan sebuah persamaan 
diferensial linier orde dua tak homogen dengan koefisien konstan. Penelusuran teori terhadap pengertian transformasi 
integral menunjukan adanya suatu cara yang dapat digunakan dalam menentukan penyelesaian khusus  persamaan 
diferensial tersebut. Dalam artikel ini ditunjukan  bahwa operasi konvolusi sebagai transformasi integral yang 
melibatkan dua buah fungsi merupakan penyelesaian khusus dari suatu persamaan diferensial yang memenuhi prinsip 
Duhamel. 

Kata kunci : Prinsip Duhamel, Persamaan Diferensial, Konvolusi 
 
Abstract 

 Duhamel's principle implies the existence of a certain mathematical method to solve a nonhomogeneous second-order 
linear differential equation of constant coefficients. The theoretical investigation of the definition of integral 
transformation shows that there is a method that can be used to determine the particular solution of these differential 
equations. In this article is shown that the convolution operation as an integral transformation involving two functions 
is a particular solution of a differential equation that satisfies Duhamel's principle. 
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1. PENDAHULUAN  
 

Seperti yang telah diketahui bahwa penyelesaian persamaan diferensial orde dua linear tak 
homogen koefisien konstan dengan syarat awal yang diberikan di dalam hampir semua kepustakaan  
selalu dilakukan dengan dua metoda, khususnya saat menentukan penyelesaian partikular. Kedua 
metoda tersebut  adalah  metoda koefisien tak tentu dan metoda variasi parameter, seperti yang 
dinyatakan dalam kepustakaan [1], [2], [3], [4], dan [5]. Operasi matematik pada kedua metoda 
tersebut melibatkan banyak operasi turunan, integral, dan aljabar matrik. Dalam artikel ini akan 
diperkenalkan suatu metoda yang  berbeda dengan kedua metoda tersebut, khususnya bilamana 
persamaan diferensial yang diberikan memenuhi prinsip Duhamel (lihat [6] dan [7]). Penyelesaian 
matematis persamaan yang memenuhi prinsip tersebut dapat ditentukan melalui operasi konvolusi  
transformasil Laplace. 

Dalam kalkulus diferensial, Eugen J. Ionascu [3] dan [8] dinyatakan bahwa bentuk umum 
persamaan diferensial biasa orde dua linier dengan syarat awal yang diberikan ditulis  

           " ' ( ),y ay by r t+ + =      y(0) = K0,    1'(0) ,Ky =                                  (1) 

dengan a, b adalah konstanta, K0 , K1 adalah nilai awal, dan r(t) ≠ 0. Penyelesaian untuk 
persamaan (1) tersebut seperti yang dinyatakan dalam [1], [2], [3], [4], dan [5] adalah berupa 
fungsi  

( ) ( ) ( )h py t y t y t= +  

dengan yh(t) adalah penyelesaian umum dari persamaan (1) dalam bentuk homogen, dan yp(t) 
adalah penyelesaian partikular.  

Ide dasar penelitian ini diinspirasi oleh banyaknya penggunaan persamaan (1) dalam berbagai 
persoalan terapan ([5], [9], dan [10]) juga termotivasi oleh topik pembahasan pada kepustakaan [11], 
[12], [13], [14], [15], dan [16] yaitu adanya transformasi intnegral yang dapat digunakan untuk 
menyelesaikan persamaan (1). Dalam artikel ini akan ditentukan penyelesaian persamaan (1) 
yang memenhi prinsip Duhamel tanpa harus menentukan penyelesaian umum terlebih dulu, 
sehingga penyelesaian yang diperoleh memenuhi syarat awal yang diberikan. 
 

 
2. METODE PENELITIAN 

Berdasar pada hasil yang diperoleh dari kepustakaan [7] dan [17] dinyatakan bahwa adanya  
suatu operasi transformasi integral yang melibatkan dua buah fungsi pada daerah integrasi non 
negative yang dapat digunakan untuk menentukan penyelesaian persamaan (1). Pengoperasian 
transformasi integral tersebut dinotasikan dengan tanda bintang (“∗”) yang disebut konvolusi, 
seperti yang dinyatakan pada definisi 1 di bawah ini. 
Definisi 1. Misal f(t) dan g(t) adalah fungsi yang terdefinisi pada t ≥ 0. Konvolusi f dan g dinotasikan 
dengan f g∗  dan didefisikan oleh: 

( )( ) ( ) ( )
0

t

f g t f g t d
τ

τ τ τ
=

∗ = −∫ , untuk suatu τ  ≥ 0                                 (2)  

Konvolusi mempunyai sifat sebagai berikut  
  f g g f∗ = ∗                                                           (komutatif) 

 ( ) ( )f g h f g h∗ ∗ = ∗ ∗                                                     (assosiatif) 

( )f g h∗ + = ( ) ( )f g f h∗ + ∗                                             (disributif) 
juga bersifat bahwa 0 0 0f f∗ = ∗ = dan 1f f∗ ≠ serta ( )( ) 0f f t∗ ≥  yang tidak selalu dipenuhi 
untuk suatu  t  ≥ 0. 
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Konvolusi yang dinyatakan dalam artikel ini adalah suatu proposisi yang merupakan 
penyelesaian dari persamaan (1) jika memenuhi syarat prinsip Duhamel. Dalam hal ini konvolusi 
digunakan sebagai transformasi Laplace invers dari produk fungsi transfer dan persamaan bantu. 
Sebelum melihat proposisi dan buktinya, berikut diperlihatkan definisi transformasi Laplace dan 
beberapa sifatnya yang diperkenalkan pertama kali oleh ahli matematika berkebangsaan Perancis, 
Piere Simon Marquis De Laplace (1749-1827)  (lihat [18] dan [19]) yang  akan digunakan dalam 
pembahasannya. 

Definisi 2. Misal f(t) terdefinisi pada t ≥ 0, transformasi Laplace  f(t) dinotasikan oleh Λ{f(t)} 
ditulis F(s) dan didefinisikan dalam bentuk 

Λ{f(t)} =
0

( ) ste f t dt
∞

−∫  = F(s)                                                (3) 

dimana f(t) kontinu bagian demi bagian untuk setiap interval berhingga yang termuat dalam   t 
≥ 0 dan memenuhi  

( ) ktf t Me−≤                                                          (4) 
untuk suatu konstanta k dan M  dengan s > k, Kreyszig [2]. Fungsi F(s) disebut transformasi 
Laplace merupakan fungsi baru yang bergantung pada variable s adalah hasil dari 
pentransformasian fungsi asal f(t) yang hanya bergantung pada variable t. Selanjutnya 
transformasi Laplace invers dari F(s) atau f(t) dinotasikan oleh Λ-1{F(s)} sedemikian sehingga  
f(t) = Λ-1{F(s)}. 

Transformasi Laplace bersifat linier begitu juga inversnya, yaitu untuk suatu konstanta a 
dan b berlaku  

  Λ{af(t) + bg(t)} = aΛ{f(t)} + bΛ{g(t)} 
dan                               Λ-1{aF(s) + bG(s)} = aΛ-1{F(s)} + bΛ-1{G(s)} 
Lebih lanjut dapat dinyatakan transformasi Laplace untuk turunan f(t) seperti pada teorema 3 
di bawah ini,  (bukti lihat [4]).   

 
Teorema 3. Misal f(t) kontinu untuk setiap t ≥ 0 yang memenuhi (4) dan f’(t) kontinu bagian 
demi bagian pada setiap interval berhingga dalam t ≥ 0, maka Λ{f’(t)} ada dan  

Λ{f’(t)} = sΛ{f(t)} − f(0) untuk  s > k 
Akibat dari teorema 3 tersebut dapat diperluas transformasi Laplace dari turunan tingkat dua  
f(t), yakni 

        Λ{f”(t)}  = Λ{f’(t)} – f’(0) 
                = s[sΛ{f(t)}] – f’(0) 

                                                           = s2 Λ{f(t)} − sf(0) – f’(0) 
Selanjutnya dapat diperluas  transformasi Laplace untuk turunan tingkat n dari  f (t) sebagai 
berikut; 

                        Λ ( ){ }1 1 2 ( 1)( ) (0) '(0) ... (0)n n n nf t s f s f f− − − −= − −                               (5) 

dengan asumsi semua turunan fungsi pada (5) tersebut memenuhi kondisi (4). 
Selain itu dipunyai juga transformasi Laplace yang menghasilkan bentuk pergeseran 

(translasi). Pergeseran dari transformasi ini mempunyai dua bentuk seperti yang dinyatakan 
pada teorema di bawah ini, 

Teorema 4 (a). Misal f(t) fungsi yang memenuhi (4).  Jika Λ{f(t)} = F(s) (untuk s > k)  maka  
Λ{eatf(t)}=F(s−a)  untuk  s−a > k                                             (6) 

 
Bukti. Melalui penggatian variable s pada (3), akan diperoleh F(s−a), karena f(t) memenuhi 
(4) maka F(s) ada untuk s > k ,  jadi untuk  s−a > k  pastilah F(s−a) ada, dan 



412  Gunawan      Penerapan Konvolusi  Pada Persamaan Diferensial Linier Orde …..…  

 

             F(s−a) = ( ) ( )
0

s a te f t dt
∞

− −∫  

                                                           ( )
0

st ate e f t dt
∞

−  =  ∫
 
= Λ{eatf(t)}                         � 

Teorema 4 (b). Misal f(t) fungsi yang memenuhi (4). Jika Λ{f(t)} = F(s) (untuk  s > k) maka 
transformasi Laplace dari fungsi translasi  

          
 ( ) ( ) ( ) ( )

0  
 

jika t a
f f t a u t a

f t a jika t a
τ

<
= − − =  − >

 

adalah e-asF(s), yaitu 
Λ{f(t−a)u(t-a)} = e-asF(s) 

 
Bukti. Berdasar  definisi 2 melalui persamaan (3) diperoleh: 

e-asF(s) = e-as 

0

( ) ste df τ τ
∞

−∫
  

            

( )  ( )  ( )  ( ) 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) s
a

a s a s a s a

a a

e d d d df e f e f e fτ τ τ ττ τ τ τ ττ τ τ
∞

−
∞ ∞

+ − + − + − += + == ∫ ∫ ∫ ∫
 

selanjutnya dengan mengganti τ + a = t   didapat 

        e-asF(s) = e-as ( ) st

a

e f t a dt
∞

− −∫
  

Kemudian integran pada ruas kanan dari persamaan terakhir ini dikalikan dengan fungsi tangga 
satuan u(t−a), sehingga terbukti bahwa: 

e-asF(s) = e-as

0

( ) ( ) ste f t a u t a dt
∞

− − − =∫
 
Λ{f(t−a)u(t-a)}                        � 

 
 
3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Berdasarkan definisi 1 dan definisi 2 tersebut dapat dinyatakan suatu produk  
transformasi Laplace dari konvolusi dua buah fungsi seperti yang dinyatakan dalam proposisi 
5 di bawah ini berikut dengan pembuktinya. 
 
Proposisi 5. Misal r(t) dan q(t) memenuhi asumsi (4), maka produk dari R(s) dan Q(s) adalah   
Y(s) =Λ{y(t)}  dengan y(t) = ( r ∗ q) (t) sedemikian sehingga 

  ( ) ( ) ( )
0

t

y t r q t dτ τ τ= −∫                                               (7)  

Bukti. Dengan menggunakan definisi 2.1, definsi 2.2, dan teorema 2.4 (b), maka untuk suatu 
τ ≥ 0 akan dipunyai 
                                               e-sτQ(s) = Λ{q(t−τ)u(t-τ)} 

               = 
0

( ) ( ) ste t u t dtq τ τ
∞

− − −∫
 

                                                
= ( ) ste t dtq

τ

τ
∞

− −∫
  

untuk  s > k,  

akibatnya diperoleh
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                                  R(s)Q(s) =
0

( ) ( ) se Q s drτ τ τ
∞

−∫
 

                                                              ( )
0

( )str e q t dtd
τ

τ τ τ
∞ ∞

−= −∫ ∫  

                0

( ) ( )ste r q t d dt
τ

τ τ τ
∞ ∞

−= −∫ ∫
   

                0

( )ste y t dt
∞

= ∫
 

     = Λ{y(t)} 
dimana persamaan terakhir merupakan bentuk transformasi Laplace dari konvolusi, seperti 
yang dinyatakan pada persamaan (7), terbukti.                                                   � 

 
3.1  Penerapan Konvolusi Terhadap Prinsip Duhamel  

Persamaan diferensial yang memenuhi prinsip Duhamel adalah persamaan (1) dengan syarat 
awal K0 = 0 dan 1 0K = . Penyelesaian dari persamaan diferensial yang memenuhi prinsip tersebut 
merupakan fungsi konvolusi (lihat [7]). Cara matematis yang dapat ditentukan  adalah dengan 
menggunakan persamaan (7) pada teorema 2.4, yaitu teorema konvolusi melalui transformasi 
Laplace untuk turunan seperti yang dinyatakan pada (5) dengan mengambil n = 2. Ada tiga langkah 
yang harus dilakukan. Pertama, persamaan (1) ditransformasi melalui persamaan (5) untuk n = 
2 sedemikian sehingga diperoleh persamaan bantu (subsidiary equation) R(s), yaitu  R(s) = 
Λ{r(t)}. Jika Y(s) = Λ{y(t)}, maka dengan persamaan (5) untuk n = 2,  diperoleh hasil  transformasi 
Laplace pada persamaan (1) khususnya dengan syarat awal   y(0) = 0 ,  y’(0) = 0  dan r(t) ≠ 0, yaitu 

( ) ( ) ( )2 (0) '(0) ( )s as b Y s s a y y R s+ + = + + +  
Langkah kedua, menentukan Y(s) dengan membagi kedua ruas persamaan tersebut oleh (s2 + as + 
b), sehingga diperoleh: 

       ( ) ( )( )(0) '(0) ( ) ( )Y s s a y y R s Q s = + + +   

dengan 

( ) ( )2

1Q s
s as b

=
+ +

 

yang merupakan fungsi transfer. Karena y(0) = 0 , y’(0) = 0  maka diperoleh: 

( ) ( ) ( )Y s R s Q s=  
atau dalam bentuk quotien ditulis: 

( ) ( )
( )

Y s
Q s

R s
=  

Selanjutnya langkah ketiga, adalah melakukan inversi terhadap Y(s), yaitu Λ-1{Y(s)} sedemikian 
sehingga y(t) = Λ-1{Y(s)}. Dengan melakukan transformasi Laplace invers terhadap
( ) ( ) ( )Y s R s Q s= , maka berdasar persamaan (7) yang dinyatakan pada proposisi 5 diperoleh 

bentuk  konvolusi yang merupakan representasi integral  

( )
0

( ) 
t

q t r dτ τ τ−∫  

Jadi penyelesaian dari persamaan diferensial ordo dua liniear tak homogen koefisien konstan 
yang memenuhi prinsip Duhamel adalah bentuk konvolusi, yaitu  
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( )( ) * ( )y t q r t=  

3.2 Penerapan Hasil 
Sebagai ilustrasi hasil dari pembahasan di atas, uaraian berikut merupakan persoalan dari kasus 

tersebut. Ilustrasi ini menunjukan bahwa konvolusi dapat diterapkan dalam menyelesaian persamaan 
diferesial (1) yang memenuhi syarat prinsip Duhamel. Misalkan:  

( )" 3 ' 2y y y r t+ + =  
dimana  

( )
1 ,1 2
0 ,  lainnya

t
r t

< <
= 
  

dengan syarat  y(0) = 0 dan y’(0) = 0. Penyelesaian dari persoalan tersebut dapat ditentukan melalui 
persamaan (9) dan persamaan (8), yaitu:  

( ) ( )2

1
3 2

Y s
s s s

=
+ +  

dengan 

( ) 1R s
s

=    ( ) ( )2

1;   
3 2

Q s
s s

=
+ +  

Dalam hal ini Q(t) dapat ditulis secara parsial, yaitu: 

( ) 1 1
1 2

Q s
s s

= −
+ +  

Dengan menginversi R(s) dan Q(s) didapat: 

         ( ) 1r t =  
dan 

( ) 2t tq t e e− −= −  
Selanjutnya digunakan persamaan (7) pada proposisi 5, sehingga diperoleh penyelesaian 

persamaan diferensial tersebut  sebagai berikut:  

   
( ) ( ) ( )

1

t

y t q t r dτ τ τ= −∫  

                                                                  
( ) ( )2

1

[ ]
t

t te e dτ τ τ− − − −= −∫   

                                                                  
( ) ( )1 2 11 1

2 2
t te e− − − −= − +  

Jadi  

      
( ) ( ) ( )1 2 11 1

2 2
t ty t e e− − − −= − +

  

adalah merupakan penyelesaian khusus dari persamaan diferensial  persoalan di atas. 
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4. KESIMPULAN 

Konvolusi merupakan hasil inversi transformasi Laplace produk persamaan bantu (subsidiary 
equation) dan fungsi transfer dari suatu persmaan diferensial yang memenuhi prinsip 
Duhamel, dan merupakan penyelesaian khusus dari persamaan diferensial tersebut, yaitu  

( )( ) * ( )y t q r t=  
dengan fungsi q(t) dan r(t) masing-masing adalah transformasi Laplace invers fungsi transfer dan 
persamaan bantu. Sehingga melalui operasi kovolusi dapat diterapkan suatu metoda untuk 
menentukan penyelsaian khusus  persamaan (1) yang memenuhi prinsip Duhamel.   
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