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Abstrak

dimana A; # A, maka A; U A, merupakan superbimatriks. Dengan kata lain perpaduan antara dua
himpunan supermatriks disebut sebagai superbimatriks. Diberikan beberapa definisi superbimatriks antara
lain yaitu superbimatriks baris dan kolom, superbimatriks persegi dan persegi panjang, semi
superbimatriks, quasi superbimatriks, transpose superbimatriks, serta superbimatriks simetri dan
diperoleh suatu sifat bahwa jika A = A; UA, yang merupakan superbivektor kolom maka AAT merupakan
superbimatriks simetri.

Kata Kunci: bimatriks, gabungan, matriks, superbimatriks, supermatriks

STUDY OF SUPERBIMATRICES STRUCTURE

Abstract

This research its developed to study the structure of superbimatrix which if A; and A, is supermatriks
where A; # A, then A; U A, be a superbimatrix. In another words toward to the union of two
supermatrix set is called as superbimatrix. Let definitions of superbimatrices such that row and column
superbimatrix, mixed superbimatrix, square and rectangular superbimatrix, semi superbimatrix, quasy
superbimatrix, transpose superbimatrix and simetris superbimatris that found a charactheristic that if
A =A;UA, is column superbimatrix then AAT simetris superbimatrix.

Keywords: bimatrix, matrix, superbimatrix, supermatrix, union

1. Pendahuluan

Matriks merupakan alat yang ampuh untuk menyelesaikan masalah yang ditemukan dalam banyak
aspek kehidupan dengan cara mengubah masalah-masalah tersebut dalam bentuk model linear. Model
linear yang dijumpai bukan saja dalam bentuk suatu persamaan tetapi dapat direpresentasikan dalam sistem
persamaan linear. Sehingga untuk memudahkan penyelesaian sistem persamaan linear tersebut dapat
digunakan matriks. Walaupun teori matriks merupakan ilmu yang sudah ditemukan sejak tahun 1859 oleh
Arthur Cayley (1821-1895), namun beberapa ilmuwan sebelum Cayley sudah memotivasi penggunaan
matriks dalam penyelesaian model-model linear seperti Takakazu Zeki (1642-1708) dan Piere Frederic
Sarrus (1798-1861). Dalam perkembangannya teori matriks bermanfaat dalam menyelesaikan masalah
input-output dalam ekonomi yang mengandung banyak variabel ataupun dalam analisis sistem informasi.
Namun masalah riil yang muncul jika disajikan dalam bentuk matriks akan terbatas pada dimensi
matriksnya sehingga generalisasi matriks dalam bentuk supermatriks dapat menjadi suatu solusinya.
Supermatriks didefinisikan sebagai suatu matriks dengan elemen-elemennya berupa skalar-skalar atau
matriks-matriks (Kandasamy dan Smarandache, 2008). Dalam aljabar linear supermatriks dikenal dengan
matriks blok yang elemen-elemenya merupakan submatriks.

Konsep supermatriks dimotivasi dari matriks partisi yang merupakan pengelompakan matriks-
matriks dalam ukuran tertentu dari suatu matriks sederhana berukuran n x n. Berbeda dengan matriks
partisi, supermatriks merupakan kumpulan elemen-elemen yang merupakan matriks sederhana dan skalar-
skalar yang disusun menurut aturan baris dan kolom sehingga menjadi matriks baru yang berpartisi.
Dimana operasi penjumlahan, pengurangan, pergandaan, determinan dan invers matriks dapat dioperasikan
pada sebarang matriks konvesional menurut aturan tertentu. Namun pada operasi penggabungan matriks
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dikondisikan untuk matriks-matriks tidak biasa (supermatriks) yang berbeda ukuran, Konsep ini dinamakan
superbimatriks. Sehingga dapat dikatakan bahwa superbimatriks merupakan gabungan atau kumpulan atau
perpaduan dari supermatriks. Berdasarkan uraian di atas maka struktur superbimatriks yang meliputi
bentuk dan operasinya perlu diperkenalkan untuk menjawab permasalahan lain yang muncul yang tidak
dapat terselesaikan dengan matriks sederhana.

2. Landasan Teori

Teori bimatriks pertama kali diperkenalkan oleh W. B. Vasantha Kandasamy dan Florentin
Smarandache (2009) dalam buku yang berjudul “bimatrices” dan pada tahun yang sama Kandasamy dan
Smarandache kembali memperkenalkan teori superbimatriks dalam buku ““superbimatrices and their
generalizations. Dalam buku tersebut dibahas definisi bimatriks dan definisi superbimatriks serta sifat-
sifatnya yang sangat berbeda dengan definisi dan sifat-sifat matriks yang konvensional. Superbimatriks
menjadi topik menarik yang di bahas pada satu dekade terakhir dengan pembahasan yang terstruktur.
Karena dimulai dari bentuk matriks yang sederhana yang mana unsur-unsur atau elemen-elemennya terdiri
dari angka biasa atau skalar, hal ini berarti, superbimatriks memiliki struktur tertentu yang dapat dibentuk.
Pembahasan tentang dasar-dasar matriks seperti matriks diagonal, matriks identitas, matriks segitiga atas
dan bawah serta matriks simetri mengacu pada buku Howard Anton jilid 1 (2000). Pada bagian ini akan
disajikan mengenai landasan teori terkait dengan pembahasan superbimatriks yaitu bimatriks dan
superbimatriks berupa definisi dan cara pembentukan supermatriks.

Definisi 2.1 [7] Suatu bimatriks Ag didefinisikan sebagai perpaduan (gabungan) dari dua matriks
persegi panjang A; dan A, yang tersusun dalam baris dan kolom yang ditulis sebagai : A; = A UA,

dimana A; # A, dengan;

[ah aj; a%n-l [a%1 at a%n-l

A1=|a%1 azz a%ni dan A2=|a%1 as, a%ni

lafy ab  abd laz, aZ, - aZn]
Jadi

[a11 aiz - aip] [afr aiz atn

A I S L

lafy abo kel laZy a2 o @l

Simbol “ U “ hanya sebatas notasi saja

Jika Ay = A, maka A; =A U A, bukanlah suatu bimatriks. Suatu bimatriks A dinotasikan dengan
(al;) U (af) . jika kedua matriks A; dan A, adalah matriks m X n maka bimatriks Az dinamakan
bimatriks persegi panjang m X n. Selanjutnya dibuat suatu asumsi matriks nol adalah gabungan dari 2
matriks nol walaupun jika A; dan A, sama sehingga A; = A, = {0}. Selain bimatriks persegi panjang
didefinisikan juga suatu bimatriks persegi dan bimatriks campuran sebagai berikut:

Definisi 2.2 [7] Diberikan A; = A U A,. Suatu bimatriks A; dinamakan bimatriks persegi jika masing-
masimg matriks A; dan A, adalah matriks persegi. Jika salah satu dari matriks dalam bimatriks
A; = A UA, merupakan matriks persegi dan yang lainnya adalah matriks persegi panjang atau jika
keduanya yaitu A; dan A, merupakan matriks persegi panjang katakanlah m; X n; dan m, Xn,
dengan m; # m, atau n; # n, maka dapat dikatakan Az adalah bimatriks campuran.

Selain pengertian dasar bimatriks, berikut diberikan konsep supermatriks. Suatu supermatriks
merupakan matriks yang elemen-elemennya berupa skalar-skalar atau matriks-matriks.

o 2 -4 0 40 L T
Sebagai ilustrasi: a;;= 0 1 , d,= 21 19 , 8y = 52 ; ,dan a,, = —;7 151



Barekeng : Jurnal llmu Matematika dan Terapan | Maret 2017 | Volume 11 Nomor 1 | Hal. 75 — 84 77

dengan asumsi a; , 1<i,j < 2, menotasikan matriks, bukan skalar suatu matriks.

Jika ke-empat matriks disusun dalam matriks berikut :

2 -4 0 40
0 1|21 -12
_ ay Ay - . _
A= atau secara lengkap ditulis sebagai A={3 -1| 4 12
4 8z 5 7 |-17 6
2 9] 3 1

maka A disebut supermatriks. Hal ini menyebabkan supermatriks kédang disebut matriI(s blok.

Untuk membentuk supermatriks dapat mengacu pada Supermatrix models (Yost, 1991)

3. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini akan dibahas tentang gagasan dari superbimatriks dan akan dijelaskan beberapa
sifatnya. Setiap definisi-definisi dan tipe dari superbimatriks diberikan sambil tetap mengacu pada definisi
dan tipe pada matriks sederhana. Pada bagian 2, telah dibahas pengertian dari supermatriks, selanjutnya
diberikan pengertian superbimatriks yang merupakan gabungan dua supermatriks.

Definisi 3.1 [8] Diberikan A; dan A, sebarang dua supermatriks, A disebut superbimatriks jika

Ag=AUA

Lebih lanjut, jika A; = A, sebagai matriks partisi maka A, dan A, haruslah memiliki partisi yang
berbeda. Jika A; = A, dan Aj, A, memiliki himpunan partisi yang sama maka A; =A U A, bukan
superbimatriks. Lebih jelasnya dapat dilihat pada contoh berikut ini

Contoh 3.2 Diberikan matriks ;

3 1|0 2 ; (1) (2) ; (1) 3 1/0 2
A=l1 1|6 0|, A= ,A=|11/6 0
52105
0 1|/0 -1 0 1|0 -1
1101 2]
A, A,, A adalah dua supermatriks sehingga A=A U A, itu adalah superbimatriks, namun A=A U A,
11010
31
N . 2 0201
bukan superbimatriks karena A = A,. Jadi, A=|1 1|6 0 |U| ———F7F—
52105
01 -1
1101 2

Sama hal dengan matriks baris dan matriks kolom pada matriks sederhana selanjutnya akan
didefenisikan superbimatriks baris dan kolom sebagai berikut.

Definisi 3.3 [8] Diberikan A; =A UA, dengan A; :[a11 | a,, ||a1n] dan A, =

[a21 |ay, | ... | aZm] keduanya merupakan supermatriks baris yang berbeda. Maka A; = A U A, disebut
superbimatriks baris.

Contoh 3.4  Diberikan A=A UA, dimana A=[3 10|15 0 2 3 1] dan

A=[3 0]1 2 2 05 3 10|11 maka A suatu superbimatriks baris dimana A; dan A,
masing-masing merupakan supermatriks baris.
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Definisi 3.5 [8] Diberikan A=A UA, dengan A; dan A, merupakan supermatriks kolom yang

a | a
a a;
& a
berbeda, dengan: A = = dan A, = ¥ . Jadi A merupakan superbimatriks superbimatriks kolom.
4 4
an | a; |
Contoh 3.6 Diberikan:
[ 3] o
1
0
2
2
T 3
A= 10 dan A, =|4| Maka A=A U A, itu superbimatriks kolom , dimana A; dan A, adalah masing-
5
-1 —
6
5
7
4 . .

masing merupakan supermatriks kolom.

Berikut ini diberikan pengertian superbimatriks persegi yang merupakan perpaduan dari dua
supermatriks persegi dan juga pengertian superbimatriks persegi panjang yang merupakan perpaduan dua
supermatriks persegi panjang.

Definisi 3.7 [8] Diberikan A=A U A,. Jika A; dan A, merupakan supermatriks persegi berukuran m x
m yang sama maka A=A U A, merupakan superbimatriks persegi. Selanjutnya jika A; itu supermatriks
persegi berukuran m x m dan A, itu supermatriks persegi n x n dengan (m # n), maka A=A UA,
disebut superbimatriks persegi campuran.

Contoh 3.8 Diberikan A=A UA, , B=B, UB, dimana

wlN oo w
©OlN w O
62 I \ ST S
P N W

ol

3
2
7
6

7
0
9
4

©

4 1 6

A;, A, adalah supermatriks persegi dengan orde yang sama sehingga A=A UA, merupakan
superbimatriks persegi sedangkan B, , B, adalah supermatriks persegi dengan orde yang berbeda sehingga
B = B, U B, itu merupakan superbimatriks persegi campuran.

Definisi 3.9 [8] Diberikan A=A UA,, jika A; dan A, merupakan superbimatriks persegi panjang
berukuran mxn maka A= A U A, merupakan superbimatriks persegi panjang.

Selanjutnya jika A; supermatriks persegi panjang ukuran m,; X n; dan A, supermatriks persegi
panjang ukuran m, X n, dengan (m; # m, ,ny # n, ) maka A = A; U A, merupakan superbimatriks
persegi panjang campuran.
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Contoh 3.10 Diberikan A=A UA, dan B=B, UB, dengan :

Al = AZ

N PP W
R RN N
WIN B e
Rl O
Nvjfo o e
Njfo o
Rl o o
o M O
o
NN NS I
o nlw w

1
0
0
1
7
6
1

A, dan A, itu dua supermatriks persegi panjang dengan orde sama yaitu 4 x 6, sehingga A dapat disebut
superbimatriks persegi panjang. Sedangkan B; dan B, itu dua supermatriks persegi panjang dengan orde
berbeda yaitu 4 x 6 dan 3 x 5. Sehingga B disebut superbimatriks persegi panjang campuran.

Berbeda dengan matriks konvensional, pada supermatriks dua matriks yang berbeda tipe (persegi dan
persegi panjang) dapat digabungkan seperti yang dijelaskan dalam definisi berikut.

Definisi 3.11 [8] Diberikan A=A U A, dengan A; dan A, supermatriks. Jika A, supermatriks persegi
dan A, supermatriks persegi panjang maka A=A U A, merupakan superbimatriks campuran.

Contoh 3.12 Diberikan A=A U A, dimana :

311025 4 0 1]1 1 2
ﬂllZ 21 0215
A1=21051danA2=313010
5> 113 21 1 25210
13 2|0 0 3

A; dan A, itu super;natriks dimana A; adalah supermatriks persegi berorde 5 x 5 dan A, merupakan
supermatriks persegi panjang berorde 4 x 6. Jadi, A = A; J A, merupakan superbimatriks campuran.

Definisi 3.13 [8] Diberikan A=A U A, dan B=B, UB, sebarang dua superbimatriks.
A + B merupakan penjumlahan superbimatriks jika :

1. A dan B, supermatriks berorde sama dan partisi pada A; dan B; sama atau serupa maka A, + B;
terdefinisi ( dapat dijumlahkan ).

2. A, dan B, supermatriks berorde sama dan partisi pada 4, dan B, sama atau serupa maka A, + B,
terdefinisi ( dapat dijumlahkan ).

Sedemikian sehingga A=A U A, dan B =B, U B, jumlahan dari A dan B didefenisikan menjadi :

A+B (41 U Ay) +(By VY By)

(A1 + B1) U (4; 4 By)

Contoh 3.14

312 11 3|0 2
Diketahui A=A, U A,=|1|0|U|3 0 5|2 -1

05/ |11 2|2 -5
A adalah gabungan superbimatriks persegi panjang.

A+A=(AY A)+ (ALY Ay
=(A+A) Y (At AY)
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312] [3]2 113[0 2| (1130 2
=|1|0[+[1]0|U |3 0 5|2 -1|+3 0 5|2 -1
05| |05 1122 5| |11 225
(6] 4 2 2 6|0 4]
=|2|0]U|6 0 104 -2 |=2a U 2A,
10|10 2 2 4[4 -10
(24|16 8 8 24|0 16
Selanjutnya diperoleh 8A =8A; Y 8A,= |8 | 0 | U |24 0 4016 -8
|0 |40 8 8 16|16 —40

Berikut ini diberikan pengertian dari transpos superbimatriks. Diperoleh bahwa transpos
superbimatriks adalah transpos dari masing-masing supermatriks yang digabungkan.
Definisi 3.15 [8] Diberikan A=A U A, adalah sebarang superbimatriks. Transpos dari superbimatriks

A dinotasikan sebagai A" maka A" = (4; U 4;)" = A" up A, Jelas bahwa transpos dari suatu
superbimatriks adalah transpos dari masing-masing supermatriks kemudian digabungkan. Jika A suatu
gabungan superbimatriks persegi panjang maka disebut A transpos, AT juga adalah gabungan
superbimatriks persegi panjang.

Contoh 3.16

Diberikan A=A UA=[3 0 1 1|-1 5 2 3 1u[l 0 1|5 2 01 11 0 2]
Menjadi superbimatriks baris. Transpose dari A dilambangkan dengan ( A™)

1
21 o
0 1
1| |5
1 2

AT = __]'U9=A1TUA2T

5 1
2 1
3 1
1] |o

_2_

Jelas bahwa AT merupakan superbimatriks kolom.

Suatu matriks sederhana dapat digabung dengan suatu supermatriks yang diberikan pada definisi
berikut.

Definisi 3.17 [8] Diberikan A=A U A,dimana A, adalah suatu matriks sederhana dan A, adalah suatu
supermatriks maka A dapat ditulis A= A U A, merupakan semi superbimatriks.

Contoh 3.18

3112
Diberikan A=A; Y A, = 0510 U
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dimana A; itu hanyalah suatu matriks 2 x 4 dan A, itu supermatriks persegi, sehingga diperoleh A adalah
semi superbimatriks.

Khusus untuk superbimatriks simetri sifat kesimetrian matriks dapat terlihat pada masing-masing sub
matriksnya. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada definisi berikut.

Definisi 3.19 [8] Diberikan A=A U A, suatu superbimatriks. Dapat dikatakan A sebagai suatu
superbimatriks simetri jika masing-masing A; dan A, merupakan supermatriks simetris.

Contoh 3.20 Diberikan A=A U A, adalah superbimatriks dimana :

1 2|3 4]
2 1|12 3

2 5| dan A,=

2 2[3 1
4 3 5|1 1

dengan A, dan A, adalah supermatriks simetris, maka A=A U A, adalah superbimatriks simetris.

-
Il
» w2 O
[
N

Definisi 3.20 [8] Diberikan A=A U A, suatu superbimatriks, A dikatakan quasi superbimatriks simetris

jika dan hanya jika A; atau A, adalah suatu supermatriks simetris dan A; atau A, adalah supermatriks
persegi.

Contoh 3.21
Diberikan A=A U A, dengan :
(3 2 1|0 5]
21 3|21
A= 1 3 5{1 2| dan A, =
0 2 1|4 2
5 1 2|3 3

A adalah superbimatriks. Jelas A; adalah supermatriks simetris bisa dilihat bahwa @, dan @,; saling
transpose dan A, hanya supermatriks persegi. sehingga A adalah quasi superbimatriks simetris.

Definisi 3.22 [8] Diberikan A=A U A, suatu semi superbimatriks. Jika A; atau A, adalah matriks

simetris dan A; atau A, adalah suatu supermatriks simetris maka untuk semua A disebut semi
superbimatriks simetris.

Contoh 3.23
Diberikan A = A; U A, dimana;
s 1]z 34 0101
1 2|14 1 2 143
A= dan A=
2 3|11 3 1 0321
13 412 1 2 1115

A adalah semi superbimatriks simetris dimana A; adalah supermatriks simetris dan A, adalah matriks
simetris.

Definisi 3.24 [8] Diberikan A=A U A, menjadi semi superbimatriks . Jika hanya satu dari A, atau
A, adalah matriks simetris (supermatriks simetris) maka A disebut quasi semi superbimatriks simetris
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Contoh 3.25

Diberikan A = A; U A, menjadi semi superbimatriks dimana ;
L5162 I

Al:31712dan A2:345612
06131 4 5 61 2 3
5 2 2 1 4] 56 1|2 3 4]

A adalah quasi semi superbimatriks simetris.

Definisi 3.26 [8] Diberikan A= A U A, merupakan superbimatriks segiempat beraturan berukuran m

x n dengan m < n. jika kedua A; dan A, hanya partisi pada bagian antara kolom misalnya pada bagian
yang vertikal, maka A disebut superbivektor baris.

Contoh 3.27

Diberikan A=A U A adalah superbimatriks persegi panjang beraturan dimana ;

3 1/5 1 0[1]1 1 10
301(2 1|33 21

L1103 110110 117 2 1]2l00 1 1

A= danA2=14 olg 3 2(3|2 5 7 8
2 11/4 1/0 01 0

2 119 4 3|41 2 3 4

Jadi A menjadi superbivektor baris. Jelas karena partisi dari matriks hanya dengan garis vertikal yaitu
antara kolom dan partisinya tidak ada antara baris

Definisi 3.28 [8] Diberikan A=A U A, suatu superbivektor kolom dan B = B, U B, suatu superbivektor

baris. Untuk menentukan hasil perkalian BA, terlebih dahulu BA dapat didefenisikan jika memenuhi
kondisi berikut :

Jika A=A UA, dan B=B, UB, dengan;

A al
A=| i | dan A =| :

Ay A
B, =[B! |- | BL] dan B,~[B7 || B%,]
Maka ;

BA:(Bl v BZ)(AI - Az) =B,A UB,A,
B,A; dan B,A, adalah perkalian supervektor yang didefenisikan jika dan hanya jika dalam setiap kolom dari
B}, 1 <i <m; sama dengan jumlah dalam setiap baris dari A} , 7 <j < m; dan jumlah dalam setiap kolom

dari B , 1 <i<m, sama dengan jika dan hanya jika dalam setiap baris dari A]?, 1 <j<m,.
BA=B,A UB,A,
A A
:[Bll | | Br1n1:| : Y |:Blz | | an12] :
Aw An
= {BllAll teeet BrlmArlm}u {812A12 toeeet BriZAriZ}
=CuD
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Teorema 3.29 Diberikan A = A, Y A, adalah superbivektor kolom. Sehingga AAT itu merupakan
superbimatriks yang simetris.

Bukti :
Ambil sebarang dua supervektor kolom seperti berikut :
Al A
AlIA
A=l —|V|—|=AUA
K| |&

Akan ditunjukan bahwa AAT merupakan superbimatriks simetris.
Berikut ini adalah superbivektor baris (transpose dari supervektor kolom diatas) ;
A" = (Al U A, )T
=A UA
=[A A [AJUA A ]| A ]
Sehingga ;
AAT = (Al Y AZ)(Al Y Az)T
=(A1 UAz)(’AﬁT o AZT)
= AA UAA
M Al

A A
S S A AT | AT B AT A A ]| A

AR | AR || RAT] [ KAT | AR || KA
AT [ RAT [~ | AL | | RAT | KA || AAT

AAT | AR AL [ ARAT | ARAT | | LAY
T
Dari hasil di jelas dapat dilinat bahwa (A'AT) =A'AT. i = 1 2 n. Juga

T .
(A,-ZAKZT) = A/ATT ( memenuhi sifat matriks simetri) ,1<K, J <N, sehingga (AAT)" = AAT. maka
terbukti AA" itu merupakan superbimatriks simetri. 0

Contoh 3.30

Ambil sebarang dua supervektor kolom seperti berikut :

a e
b f

A1=C dan AQ:E , A=A UA,
d h
AT:(A1UA2)T
=A UA

=[a|b ¢ d]ule f|g h]
Sehingga:
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AAT = (A VA NA UA,)
:(A1UA2)(A1T UAZT)

=AA UAA
a e
b f
= alb c dfuj—jle f h
alcy Julglle fla hl
d h
aa | ab ac ad ee ef |eg eh
_|ba|bb bc bd 9 fe ff | fg fh
“lcalch cc cd| |ge of |gg gh
da|db dc da he hf | hg hh

Dari hasil di atas dapat dilihat bahwa hasil kali dari dua supervector dengan asumsi AAT itu merupakan
superbimatriks simetris (dilihat dari a,; yang merupakan transpose atau pencerminan dari a,,).

4. Kesimpulan

Dari hasil dan pembahasan yang telah diuraikan sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa
superbimatriks merupakan perpaduan atau kumpulan dari supermatriks yang berbeda ukuran dimana
supermatriks merupakan matriks sederhana yang dipartisi atau matriks baru yang disusun oleh matriks
matriks sederhana yang dikenal dengan aturan 1 < i, j < 2. Pada dasarnya struktur dari matriks biasa dan
superbimatriks sama namun yang membedakannya adalah elemennya dimana elemen dari matriks biasa
adalah skalar-skalar sedangkan elemen dari superbimatriks adalah matriks-matriks yang telah dipartisi atau
juga skalar. Diperoleh beberapa bentuk superbimatriks seperti superbimatriks campuran, semi
superbimatriks, dll serta sifat yang menyatakan bahwa jika A = A; U A, yang merupakan superbivektor
kolom maka AAT merupakan superbimatriks simetri.
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