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Abstrak

Pelabelan titik total anti-ajaib lokal dari suatu graf G didefinisikan oleh suatu pola pelabelan yang melabeli keseluruhan titik
dan sisi dari label 1 sampai |V| + |E| sedemikian hingga bobot dari dua titik yang bertetangga adalah berbeda, dimana bobot
suatu titik didapat dari penjumlahan label sisi yang berinsiden dengan titik itu sendiri. Jika pelabelan tersebut melabeli titik
dari label yang terkecil kemudian melabeli sisi, maka pelabelan tersebut dinamakan pelabelan titik total super anti-ajaib lokal.
Pelabelan titik total super anti-ajaib lokal tersebut menginduksi pewarnaan titik pada graf G dimana pada suatu titik v, bobot
titik w(v) merupakan warna dari v. Banyaknya warna minimal yang diperoleh dari semua pewarnaan yang terinduksi oleh
pelabelan titik total super anti-ajaib lokal dari G dinamakan bilangan kromatik pewarnaan titik total super anti-ajaib lokal
dari suatu graf G, dan dinotasikan dengan yi(G). Pada artikel ini, kami meneliti bilangan kromatik pewarnaan titik total
super anti-ajaib lokal dari Graf Petersen Diperumum P(n,k) dengan k=1, 2.

Kata Kunci : Pewarnaan titik, graf petersen diperumum, bilangan kromatik total super anti-ajaib lokal.

Abstract

The local antimagic total vertex labeling of graph G is a labeling that every vertices and edges label by natural number from
1 to |V| + |E| such that every two adjacent vertices has different weights, where is The sum of a vertex label and the labels
of all edges that incident to the vertex. If the labeling start the smallest label from the vertex then the edge so that kind of
coloring is called the local super antimagic total vertex labeling. That local super antimagic total vertex labeling induces
vertex coloring of graph G where for vertex v, the weight w(v) is the color of v. The minimum number of colors that obtained
by coloring that induces by local super antimagic total vertex labeling of G called the chromatic number of local super
antimagic total vertex coloring of G, denoted by yisa(G). In this paper, we consider the chromatic number of local super
antimagic total vertex coloring of Generalized Petersen Graph P(n,k) for k=1, 2.
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1. PENDAHULUAN

Teori graf dalam matematika dan ilmu komputer adalah cabang ilmu pengetahuan yang mempelajari
lebih lanjut terkait dengan graf. Salah satu topik penelitian pada teori graf yang sedang berkembang saat ini
adalah pewarnaan graf. Pada tahun 2017 Arumugam dkk. [1] memperkenalkan suatu pewarnaan titik yang
terinduksi dari pelabelan anti-ajaibnya. Pelabelan titik anti-ajaib lokal dari suatu graf G didefinisikan oleh
pemetaan bijektif f: E — {1,2, ..., |E|} sedemikian hingga bobot dari dua titik yang bertetangga u dan v
berbeda w(u) # w(v), dimana w(u) = Y.eg(w) f(e) dan E(u) adalah himpunan sisi yang berinsiden ke u
[1]. Banyaknya warna minimal yang diperoleh dari semua pewarnaan yang terinduksi oleh pelabelan titik
anti-ajaib lokal dari G dinamakan bilangan kromatik pewarnaan titik anti-ajaib lokal dari suatu graf G, dan
dinotasikan dengan y;,(G). Adapun bilangan kromatik pewarnaan titik anti-ajaib lokal dari beberapa
keluarga graf yang sudah pernah diteliti antara lain bilangan kromatik pewarnaan titik anti-ajaib lokal dari
graf layang-layang, graf pan [A], sub divisi dari graf bintang dan graf roda [B], hasil kali corona dari graf
lintasan, graf lingkaran, dan graf lengkap dengan graf null [C], serta graf pohon [D].

Setelah itu pewarnaan anti-ajaib lokal dikembangkan sehingga bukan pewarnaan titik yang terinduksi
dari pelabelannya melainkan pewarnaan sisi yaitu pewarnaan sisi anti-ajaib lokal yang diperkenalkan oleh
Alfarisi dkk pada 2017 [E]. Tidak berhenti disitu pewarnaan sisi anti-ajaib lokal terus berkembang sehingga
diperkenalkan lah pewarnaan sisi total anti-ajaib local dan pewarnaan sisi total super anti-ajaib lokal [F,G].
Adapun bilangan kromatik pewarnaan sisi anti-ajaib local dari beberapa keluarga graf yang sudah pernah
diteliti antara lain bilangan kromatik pewarnaan titik anti-ajaib lokal dari hasil kali comb dari graf lintasan,
graf lingkaran, dan graf bintang [H], serta hasil kali corona dari graf lintasan dan graf lingkaran [I].

Pada tahun 2020 Slamin dkk. kemudian mengembangkan pewarnaan anti ajaib lokal lebih lanjut
menjadi pewaraan titik total super anti-ajaib lokal. Pelabelan titik total super anti-ajaib lokal dari suatu graf
G didefinisikan oleh suatu pemetaan f:V U E — {1,2, ..., |[V| + |E|} sedemikian hingga bobot dari dua titik
yang bertetangga u dan v berbeda w(u) # w(v), dimana w(u) = f(u) + Xeepw) f(e) dan E(u) adalah
himpunan sisi yang berinsiden ke u [2, 3]. Jika pelabelan titik total anti-ajaib lokal melabeli sisi terlebih
dahulu maka pelabelaan titik total super anti-ajaib lokal melabeli titik terlebih dahulu. Pelabelan titik total
super anti-ajaib lokal tersebut menginduksi pewarnaan titik pada graf G dimana pada suatu titik v bobot titik
w(v) merupakan warna dari v. Banyaknya warna minimal yang diperoleh dari semua pewarnaan yang
terinduksi oleh pelabelan titik total super anti-ajaib lokal dari G dinamakan bilangan kromatik pewarnaan
titik total super anti-ajaib lokal dari suatu graf G, dan dinotasikan dengan y;sq:(G).

Beberapa peneliti graf seperti Slamin, Adiwijaya, Hasan, Dafik, dan Wijaya [4] telah meneliti bilangan
kromatik pewarnaan titik total super anti-ajaib lokal untuk beberapa graf seperti graf pohon, lintasan, helm,
roda, gear ganjil, matahari, dan reguler graf seperti amalgamasi bintang dan roda. Di tahun yang sama
Pratama, Setiawani, dan Slamin [5] juga telah meneliti topik yang sama pada graf kipas, gear genap, dan
bunga matahari. Berdasarkan kedua artikel tersebut, kami tertarik untuk melanjutkan penelitian terkait
pewarnaan titik total super anti-ajaib lokal pada graf sederhana, terhubung dan tak berarah yaitu Graf Petersen
Diperumum P(n, k) khususnya untuk k = 1 dan k = 2 dan mencari bilangan kromatiknya.

2. METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan pada artikel ini adalah metode deduktif aksiomatik yang memakai
prinsip pembuktian deduktif dan pendeteksian pola untuk menemukan dan mencari pola pelabelan sehingga
diperoleh bilangan kromatik dari pewarnaan titik total anti-ajaib lokal pada Graf Petersen Diperumum P (n, k)
dengan k = 1,2. Prosedur penelitian pada artikel ini antara lain Menentukan graf, Menotasikan titik,
Menentukan himpunan titik, sisi, serta kardinalitasnya, Melabeli titik dan sisi, Menghitung bobot titik,
Memeriksa bobot titik yang bertetangga, memeriksa banyak bobot, dan membuat teorema.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Graf Petersen Diperumum P (n, k) didefinisikan sebagai graf kubik terhubung yang terdiri dari poligon
bintang dalam (n, k) (graf Circulant Ci,(k)) dan poligon beraturan luar » (graf Cycle C,,) dengan titik-titik
yang bersesuaian pada poligon dalam dan luar yang terhubung dengan sisi. Misalkan n > 3 adalah sebuah
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bilangan positifdan k € {1,2,...,n — 1}\[n/2] [6]. Graf Petersen Diperumum P (n, k) mempunyai himpunan
titik V(P(n,k)) = {x;,1 < i <n}uU{y;,1<i<n}. Untuk k = 1, Graf Petersen Diperumum mempunyai
himpunan ~ sisi  E(P(n,1)) = {xixi41, 1 S i<n— 13U {x,} U {yiyiz, 1 <i<n— 13U {31y} U
{x;y;,1 <i < n}, Sedangkan untuk k = 2 dan » ganjil, Graf Petersen Diperumum mempunyai himpunan
sisi E(P(n, 1)) ={xxi;1,1<i<n—-1}U{xx,}U{xy,1<i<n}u {yinz, 1<i< g;i €
ganjil} U{yn-1v1} U {yinz, 1<i< %;i € genap} U {yny2}, untuk k = 2 dan n genap, Graf Petersen
Diperumum mempunyai himpunan sisi E(P(n,1)) = {xix41,1<i<n—13U{x x5} U{xy, 1 <i <

n}u {Yi}’i+2» l<sisZiie ganjil} U{¥n-1y1} U {}’i}’i+2» 1<sis<Zjie genap} U {¥ny2}.

Teorema 1. Jika P(n, k) adalah sebuah Graf Petersen Diperumum untuk k = 1, maka:

3 < Xisat(P(n, 1)) < 4, untuk n ganjil
2< Xlsat(P(n' 1)) < 3, untuk n genap

Bukti. Kita bagi proses pembuktiannya menjadi dua kasus.
Kasus 1. Untuk # ganjil

Labeli titik-titik dan sisi-sisi dari P(n, 1) dengan formula sebagai berikut :

i+1 . .
- v=x;; i ganjil
n+i+l .
5 V=X;; i genap
f= ,
2n+i+1 . .
—— v=y;; i ganjil
2
3n+i+l .
————— v=y;; i genap
2
On—-i+2 . .
— e=Xx;x;,,; i ganjil
10n—i+2 ,
5 €= XXy, I genap
4n+1 e=Xxx,
Th—i+2 . ..
———— €=y I ganjil
flo=1, *
8n—i+2 .
S €=Y;Yiq, 1 genap
3n+1 e=yy,
4n+i+l , .
— e=x;y;; 1 ganjil
Sn+i+l _
5 €e=X;y;; 1 genap

Pelabelan ini menghasilkan bobot yang berbeda untuk dua titik yang bertetangga sebagai berikut:
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21 .

n2+7 v=x,v=y,, danv=y;; 3<i<n-2; i ganjil
2 .

3n+7 v=ux,,v=X;; 3<i<n-2; i ganjil, dan v=y;; i genap

w(v) = 2
25n+7 ,
v=Xx;; [ genap

2
19n+7 v

5 N

Pelabelan di atas memberikan 4 buah bobot berbeda, maka )(lsat(P(n, 1)) < 4. Karena P(n,1) dapat
diwarnai dengan 3 warna, maka 3 < y¢q¢ (P (n, 1)) < 4 untuk n ganjil.

Kasus 2. Untuk # genap

Labeli titik-titik dan sisi-sisi dari P(n, 1) dengan formula sebagai berikut:

i+1 » .
> v=2x;; i ganjil
2n—i+2 .
— v=Xx;; i genap
fv)= :
2n+i+1 L
—— v=y; i ganjil
2
4n—i+2 :
———— v=y;; i genap
2
8n+i .

5 €=X;X;15 1 genap
10n—i+3 . L
— e=x;x;,; i ganjil; i #
On+2 o

5 1%2
9n
> e=XxX,
6n+i .

5 €=DY Vs> L gENap

= —i+ .
/@ % e=Y; Vi i ganjil; i =1
Tn+2 o

5 Y2
Tn
7 €=V
Sn—i+l1 . .

5 e=x;y;; i ganjil
Sn+i-2 . .

> e=Xx;y;; i genap; i #2
31’1 e:nyz

Pelabelan ini menghasilkan bobot yang berbeda untuk dua titik yang bertetangga sebagai berikut:



BAREKENG: J. Il. Mat. & Ter., vol. 15 no. 4, pp. 651 - 658, Dec. 2021 655

23n+4 . .. .
3 v=2x;; i ganjil; v=y;; i genap
25n+4 ,
w(v) = 5 v =x;; i genap
21ln+4 L
2 v=y;; i ganjil

Pelabelan di atas memberikan 3 buah bobot berbeda, maka )(lsat(P(n, 1)) < 3. Karena P(n,1) dapat
diwarnai dengan 2 warna, maka 2 < )(lsat(P(n, 1)) < 3 untuk n ganjil.

Teorema 2. Jika P(n, k) adalah sebuah Graf Petersen Diperumum untuk k = 2, maka:

4 < xisac(P(n,2)) < 6, untuk n = 3 (mod 4)
3< )(lsat(P(n, 2)) < 5,untuk n = 0 (mod 4)

Bukti. Kita bagi proses pembuktian menjadi dua kasus.

Labeli titik-titik dan sisi-sisi dari P(n, 2) dengan formula sebagai berikut:

i+1 L
_—, v=1Xx;; iganjil
2
n+i+l .
, Vv=uXx; igenap
2
Tnti
%M, v=y,; i=1(mod 4)
2n+i-1
L v=yii=3(mod4)
—1
3’1%, V=Y iEO(m0d4)
2n V=DVu
On—i+2 ) o
- e=xx;,; iganjil; i #n
10n—i+2 _
— e=Xx;X;,; igenap
dn+1, e=xx,
8n—i—1 o
— e=Y;Yio; iganjil; i #n
Tn—i—1 . )
fle)= 5 €=y, igenap; i#n—1
4n, €= VY1
Tn—1
2 2 S
dn+i+1 L
—, e=x;y; iganjil
2
Sn+i+1 .
— e=2Xx;y;; igenap

Pelabelan ini menghasilkan bobot yang berbeda untuk dua titik yang bertetangga sebagai berikut:
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21n+7
, V=X
23nz+7, v=2; 3<i<n-2; iganjl danv=1x,
25n+17 .
w(v) = 2 7 YT B

1n+2, v=y,v=y,,danv=y; i=1(mod4);i=1
1ln+2, v=yi;iE2(m0d4);6Si£n—6
11n, V=Vv=Y,, V=) iE3(m0d4);i¢n, danv=y;; iEO(m0d4)

12n+1, v=y,,

Pelabelan diatas memberikan 6 buah bobot berbeda, maka )(lsat(P(n, 2)) < 6. Karena (P (n, 2)) untuk n =
3(mod 4) dapat diwarnai dengan 4 warna, maka 4 < Y;sq¢ (P (n, 2)) < 6 untuk n = 3(mod 4).

Kasus 2. Untuk n = 0(mod 4)

Labeli titik-titik dan sisi-sisi dari P(n, 2) dengan formula sebagai berikut:

i+1 L

> v=1x;; iganjil

2n—i+2 .

———, Vv=X;; igenap

2

2n2-|—z, V= iEZ(m0d4)
f(v): ﬁ’ V= ZEO(mOd4)

n+2 V=

@, V=Y iEl(m0d4)

@, V= iES(m0d4)
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8n+i .

5 €= X; Xy, 1geNap
10n—i+3 C e
— e=x;x;,; iganjil; i #1
On+2 o xx

5 1%2
Sn—i+1 T
— e=2Xx;y;; iganjil
sn+iz2 e=Xx;y; igenap; i # 2

fle)= 2 o ’

3n, e=X,)
6n+i+1 L
T €TV ganjil
8n—i+2 .
— €=,V igenap
Tn
7’ €=MV
Tn+2

) 5 e:x2yn

Pelabelan ini menghasilkan bobot yang berbeda untuk dua titik yang bertetangga sebagai berikut:

23112+4’ v=yx; iganjl dan v =y;; i=2(mod 4)
25n+4 :
T v=2Xx;; igenap
wv) = 12n+1, v=y; iEO(m0d4)
25}1;-7, v=y,;; i=3(mod4)
10n+3  v=y; izl(m0d4)

Pelabelan diatas memberikan 5 buah bobot berbeda, maka )(lsat(P(n, 2)) < 5. Karena (P (n, 2)) untuk n =
0(mod 4) dapat diwarnai dengan 3 warna, maka 3 < )(lsat(P(n, 2)) < 5untukn = 0(mod 4).

4. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dipaparkan, dapat ditarik kesimpulan bahwa bilangan
kromatik pewarnaan titik total super anti-ajaib lokal pada Graf Petersen Diperumum P(n, k) dengan k = 1, 2
adalah sebagai berikut:

3 < Xisat(P(n, 1)) < 4, untuk n ganjil

2 < Yisat(P(n,1)) < 3, untuk n genap
4 < xi1sac(P(n,2)) < 6, untuk n = 3 (mod 4)
3 < xisae(P(n,2)) <5, untuk n = 0 (mod 4)
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