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Abstrak

Masalah eigen dan eigenmode adalah komponen penting yang berhubungan dengan matriks persegi. Pada aljabar
maks-plus suatu matriks persegi dapat direpresentasikan dalam bentuk graf yang dinamakan graf komunikasi. Graf
komunikasi dapat berupa graf strongly connected dan graf tidak strongly connected. Matriks representasi dari graf
strongly connected disebut matriks tak tereduksi sedangkan matriks representasi dari graf tidak strongly connected
disebut matriks tereduksi. Tujuan dari penelitian ini adalah menyusun langkah-langkah untuk menentukan nilai eigen
dan vektor eigen matriks tak tereduksi atas aljabar min-plus serta eigenmode matriks tereduksi reguler atas aljabar
min-plus. Aljabar min-plus memiliki struktur yang isomorpik dengan aljabar maks-plus. Oleh karena itu, masalah
eigen dan eigenmode matriks atas aljabar min-plus dapat ditentukan berdasarkan teori nilai eigen, vektor eigen dan
eigenmode matriks atas aljabar maks-plus. Hasil dari penelitian ini diperoleh langkah-langkah untuk menentukan
nilai eigen dan vektor eigen matriks tak tereduksi atas aljabar min-plus serta algoritme eigenmode matriks tereduksi
reguler atas aljabar min-plus.

Kata Kunci : aljabar min-plus, masalah eigen, eigenmode

Abstract

Eigen problems and eigenmode are important components related to square matrices. In max-plus algebra, a square
matrix can be represented in the form of a graph called a communication graph. The communication graph can be
strongly connected graph and a not strongly connected graph. The representation matrix of a strongly connected
graph is called an irreducible matrix, while the representation matrix of a graph that is not strongly connected is
called a reduced matrix. The purpose of this research is set the steps to determine the eigenvalues and eigenvectors
of the irreducible matrix over min-plus algebra and also eigenmode of the regular reduced matrix over min-plus
algebra. Min-plus algebra has an ispmorphic structure with max-plus algebra. Therefore, eigen problems and
eigenmode matrices over min-plus algebra can be determined based on the theory of eigenvalues, eigenvectors and
eigenmode matrices over max-plus algebra. The results of this research obtained steps to determine the eigenvalues
and eigenvectors of the irreducible matrix over min-plus algebra and eigenmode algorithm of the regular reduced
matrix over min-plus algebra.
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1. PENDAHULUAN

Aljabar maks-plus adalah himpunan R U € dengan R merupakan himpunan semua bilangan real dan
& = —oo yang dilengkapi dengan operasi maksimum (&) dan plus (&). Aljabar maks-plus dinotasikan
dengan R, ,xs = (R, B,&) merupakan semifield idempoten [1]. Operasi-operasi yang terdapat pada aljabar
maks-plus dapat diperluas ke dalam himpunan matriks. Himpunan matriks berukuran m X n yang
komponen-komponennya merupakan elemen R, disebut himpunan matriks atas aljabar maks-plus yang

: : mxn
dinotasikan dengan R, xs-

Masalah nilai eigen, vektor eigen dan eigenmode adalah komponen penting yang berhubungan dengan
matriks persegi. Matriks persegi adalah matriks yang mempunyai jumlah kolom dan baris sama. Pada aljabar
maks-plus suatu matriks persegi dapat direpresentasikan dalam bentuk graf yang dinamakan graf komunikasi.
Graf komunikasi dapat berupa graf strongly connected dan graf tidak strongly connected. Graf strongly
connected merupakan graf yang setiap node-nya dapat dicapai dari setiap node yang lain. Matriks representasi
dari graf strongly connected disebut matriks tak tereduksi sedangkan matriks representasi dari graf tidak
strongly connected disebut matriks tereduksi.

Penentuan nilai eigen matriks tak tereduksi dengan matriks tereduksi memiliki perbedaan. Nilai eigen
dari matriks tak tereduksi merupakan bobot rata-rata maksimum dari semua sirkuit pada graf komunikasi.
Namun, tidak semua matriks tereduksi memiliki nilai eigen yang merupakan bobot rata-rata maksimum dari
sirkuit yang ada. Eigenmode tergeneralisasi merupakan pasangan vektor hasil perumuman dari nilai eigen
dan vektor eigen matriks tak tereduksi [2]. Oleh karena itu, permasalahan nilai eigen matriks tereduksi dapat
diselesaikan dengan menentukan eigenmode tergeneralisasi.

Masalah nilai eigen, vektor eigen dan eigenmode matriks atas aljabar maks-plus dapat diaplikasikan
pada kehidupan sehari-hari seperti untuk menyelesaikan masalah penjadwalan [3] dan pengaturan sistem
antrian [4]. Masalah nilai eigen dan vektor eigen matriks atas aljabar maks-plus sudah banyak dibahas pada
penelitian sebelumnya di antaranya pada penelitian [5], [6], [7], [8], dan [9]. Sementara itu, eigenmode
matriks atas aljabar maks-plus dibahas pada penelitian [2], [10] dan [11]. Aljabar min-plus memiliki struktur
yang isomorpik dengan aljabar maks-plus. Oleh karena itu, nilai eigen, vektor eigen dan eigenmode matriks
atas aljabar min-plus dapat ditentukan berdasarkan teori nilai eigen, vektor eigen dan eigenmode matriks atas
aljabar maks-plus. Aljabar min-plus telah dibahas pada penelitian [12] dan [13]. Nascihuddin [14] pada tahun
2017 membahas mengenai algoritme pangkat untuk menentukan masalah eigen matriks atas aljabar min-plus.

Tujuan penelitian ini adalah menyusun langkah-langkah untuk menentukan nilai eigen dan vektor
eigen matriks tak tereduksi atas aljabar min-plus serta menentukan eigenmode matriks tereduksi reguler atas
aljabar min-plus. Manfaat dari penelitian ini yaitu untuk menambah pengetahuan mengenai aljabar min-plus
khususnya masalah nilai eigen, vektor eigen dan eigenmode.

2. METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan yaitu studi literatur dengan menggunakan referensi berupa jurnal,
artikel, dan buku. Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah mempelajari materi yang
menjadi dasar dalam penelitian ini yang meliputi teori graf, masalah eigen dan eigenmode, algoritme
eigenmode matriks atas aljabar maks-plus, aljabar min-plus dan matriks atas aljabar min-plus, menyusun
langkah-langkah untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks tak tereduksi atas aljabar min-plus.
Setelah itu, memformulasikan persamaan rekurensi nonhomogen dalam aljabar min-plus berdasarkan
persamaan rekurensi nonhomogen dalam aljabar maks-plus. Kemudian menentukan algoritme eigenmode
matriks tereduksi reguler atas aljabar min-plus.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Nilai Eigen dan Vektor Eigen Matriks Tak Tereduksi atas Aljabar Min-Plus
Diberikan definisi nilai eigen dan vektor eigen yang diambil dari [12].

Definisi 1. Diberikan A € RN Jika A € Ry, dan v € Ry, sedemikian sehingga v mempunyai
sedikitnya satu entri berhingga dan
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AQuv=1Qv
maka A merupakan nilai eigen dari A dan v merupakan vektor eigen yang bersesuaian .
Definisi 2. Diberikan C(A) yang menyatakan himpunan dari semua sirkuit dari graf G(A).

. IIp Il
A= MiNpec(a) —” o,

Definisi 3. Diberikan A € R\ dan A didefinisikan seperti pada Definisi 1, maka didefinisikan matriks A,
sebagai berikut

Ay =a;j— A,
matriks Aj didefinisikan sebagai
AF =4, 0 A2 @' .. AD",
Aj didefinisikan sebagai
A, =E @' A7.

Berdasarkan teori nilai eigen dan vektor eigen matriks atas aljabar maks-plus, nilai eigen A dari matriks tak

tereduksi A € R dan vektor eigen yang bersesuaian ditentukan melalui langkah-langkah sebagai berikut.
nxn

1. Menentukan graf komunikasi dari matriks A € R}.;7,

2. menentukan nilai eigen, dalam menentukan nilai eigen 4 dapat dilakukan berdasarkan Definisi 2,
3. memperhatikan sirkuit (c,c) untuk suatu 1 <¢ <n yang merupakan sirkuit kritis dari G(A),

4. menentukan A; dan matriks 4},
5

vektor eigen dari 4 adalah kolom ¢ dari matriks A}.

3.2. Eigenmode

Matriks yang dibahas adalah matriks reguler yaitu matriks yang disetiap baris setidaknya memuat
satu entri tidak sama dengan . Berikut diberikan definisi mengenai eigenmode matriks tereduksi reguler yang
diambil dari [15].

Definisi 4. Suatu pasangan vektor (n,v) € R™ X R" disebut eigenmode tergeneralisasi dari matriks
reguler A jika untuk setiap k > 0 memenuhi

AR (kxn +v)=(k+1)xn +.

Eigenmode tergeneralisasi disebut juga dengan eigenmode merupakan perluasan dari nilai eigen dan
vektor eigen matriks tak tereduksi.

3.3. Persamaan Rekurensi Nonhomogen

Untuk mengetahui nilai eigen dari matriks tereduksi atas aljabar min-plus, terlebih dahulu dipelajari
perluasan dari relasi rekurensi x(k +1) = A @ x(k) dengan A adalah matriks tak tereduksi. Oleh karena
itu berdasarkan teori relasi rekurensi nonhomogen matriks atas aljabar maks-plus, diperoleh teorema berikut.

Teorema 1. Diperhatikan relasi rekurensi nonhomogen sebagai berikut
x(k+1)=AQ x(k) @ DjZ; B; ® u;(k), 6]

dengan A € R" merupakan matriks tak tereduksi yang mempunyai nilai eigen A atau A € Ry, dimana

A =¢edengan A = ¢, Bj € R::;:Lnj dimana j € m dengan m; > 1 memenuhi B; # E, sedangkan w;(k) €
]Rzgn memenuhi u;(k) = T;"‘ & wj(k), k = 0denganw; € RZ{n skalartj € R,  ditunjukkan T =
@}Em T; maka terdapat bilangan bulat K > 0 dan vektor v € R" sedemikian sehingga barisan x(k) =
u®* ® v, dengan =21 @' v memenuhi persamaan rekurensi (1) untuk setiap k > K.
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Bukti. Untuk membuktikan hal tersebut, ditentukan untuk dua kasus berbeda, yaitu A > tdan 1 < 7.
Kasus 4 > 1. Ambil v sebagai vektor eigen dari matriks A yang bersesuaian dengan nilai eigen A.

Pengambilan v memenuhi v ® 1 < @DjL] B; ® wj. Selanjutnya, ambil u = 4 > 7; untuk semua j € m,
sedemikian sehingga untuk semua k = 0 memenuhi

L v u®* = AQ v u® <@L, B w; Que <@L, B; @ w; @ 1P~
dengan kata lain,
vuBkt = AQ vQu® <@L, B ® W, ® Tj®k'

Oleh karena itu, relasi rekurensi (1) terpenuhi untuk semua k > 0 dengan x(k) = v @ u®* dan u;j(k) =
w; ® TJ(-X)k untuk j € m.

Kasus 4 < 7. Misalkan T :GB;-Em 7j dan nilai minimum diperoleh untuk 7 ke-r pertama, yang akan
terpenuhi dengan penomoran ulang dari barisan u;(k),j € m. Kemudian ambil vektor v yang memenuhi

v=4,0 v® @, (B), O w 2)

dimana A; dan (Bf)r’ J € m didapatkan dari matriks A dan (B;) dengan mengurangi T terhadap semua

elemen terbatasnya. Karena A < t, maka graf komunikasi dari A; hanya memuat sirkuit dengan bobot
nonpositif. Oleh karena itu, solusi dari v ada, kemudian karena (A;)* adalah terbatas (A,adalah tak tereduksi)
dan 697:1 (B]-)T ® w; memuat setidaknya satu elemen terbatas, maka v terbatas. Namun hal ini berakibat

VRT=AQv &' ’jr-=1 B, ® w;.
Kemudian, dengan mengambil 4 = t = 7j,j = 1,2, ..., 7, untuk semua k = 0 yang memenuhi
vuI = AR v @ @', B ® w, Q1
akan memenuhi pertidaksamaan
vQuErt > AQ v u® @ @', B w; @1, 3)

Namun, karena ¢ > 7; untuk j = r + 1,7 + 2, ..., m terdapat bilangan bulat K = 0 sedemikian sehingga
untuk semua k > K memenuhi

v@uPk < @, B ® w; @1

sehingga untuk semua k > K pertidaksamaan (3) adalah persamaaan. Oleh karena itu, persamaan relasi
rekurensi (1) terpenuhi untuk semua k > K. a

Matriks tereduksi A dapat disajikan ke dalam matriks bentuk normal. Selanjutnya, diambil vektor x(k) yang
bersesuaian dengan matriks bentuk normal, yaitu
x1 (k)

X, gk) ‘
Xy ()

Matriks bentuk normal dari matriks tereduksi A dapat ditunjukkan dalam relasi rekurensi nonhomogen
sebagai berikut

x(k) =

xi(k+1)= Az ® x;(k) @' @'I_;11 Ay ® x(k); i € ¢,k = 0. (4)
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Selanjutnya nilai eigen dan vektor eigen dari A memenuhi Teorema 2.

Teorema 2. Jika pada relasi rekurensi (4) matriks Aqq merupakan matriks tak tereduksi dan untuki € q — 1

matriks A;; adalah tak tereduksi atau samadengan matriks €' maka terdapat skalar &4, &5, -+, &4 dan vektor
V1.V, ..., Vg Sedemikian sehingga

xi(k)=fi®k® v, € q

memenuhi relasi rekurensi nonhomogen (4) untuk semua k = 0.
Skalar §1,85,++, &4 ditentukan dengan

£ () =@y, & & A,
dimana 3}, ={j € q: j>1i,A;; # &'}
Bukti. Untuk kasus i = g, dengan memerhatikan matriks bentuk normal maka relasi rekurensi (4) menjadi

xg(k+1) = Agg ® x4(k). %)

Karena A, tak tereduksi dan bukan matriks €', maka terdapat v € R7,;, dan { € R sehingga barisan

x(k) = £ ® v,
dengan {; = 1, memenuhi persamaan (5) untuk semua k = 0.

Dianggap benar untuk suatu [ + 1, dengan 1 < [+ 1 < q. Sehingga, terdapat vektor
V1.V, ..., Vg dan skalar §;, &5, ...,§; € R sedemikian sehingga untuk k = 0 barisan

x(k) =@ v,l+1<i<q,
memenuhi
xi(k+1) = A4; ® () @D, 4;® x(k),l+1< i< q.

Kemudian diperhatikan persamaan

x(k+1) = A4y ® x,(k) 'O, Ay ® x;(k). (6)
Matriks A;; adalah matriks tak tereduksi berukuran 1 X 1 sama dengan &’. Selanjutnya jika

EB,’-Z[H A ® xj(k) =DBjjesr, Ay ® x;(k)

dengan H; = {j € q:j> l,A;; # €'}, maka relasi rekurensi (6) dapat disajikan sebagai berikut.

x(k+1) =43 ® x,(k) @ Bley, Aij ® x;(k). (7)

Relasi rekurensi (7) akan terpenuhi dengan Teorema 1. Oleh karena itu, dari Teorema 1 terdapat
bilangan bulat K > 0 dan vektor atau skalar v; sedemikian sehingga barisan

x() =2 ® v,
memenuhi relasi rekurensi (7) untuk semua k > K;, dimana

§1 =@jey, 5" A
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selanjutnya untuk setiap k = 0 barisan x;(k), dimana l < i < q dapat dituliskan ulang dengan
Vi=fi®Kl® v,l<i<gq
sehingga didapatkan barisan baru
x(k)=2"Q v,l< i< q
yang memenuhi
xi(k+1)=A4; ® x;(k) @ @J,'ii+1 Ajj ® xj(k),l< i< q.
Jadi, berdasarkan hasil tersebut terbukti untuk [, dengan ! < i < q. 0

34. Algoritme Eigenmode Matriks Tereduksi Reguler atas Aljabar Min-Plus

Berdasarkan teorema 1 dan teorema 2 dengan memperhatikan teori eigenmode matriks atas aljabar
maks-plus, diperoleh algoritme eigenmode matriks tereduksi reguler atas aljabar min-plus.
1. Diambil A € R]i" dimana A merupakan matriks tereduksi reguler.
2. Mengubah matriks 4 ke dalam bentuk matriks blok segitiga atas.
3. Menghitung nilai eigen dan vektor eigen dari A4, dimana A,, merupakan blok matriks terakhir pada
diagonal utama matriks blok segitiga atas dari matriks A. Kemudian, diambil {; = A, dani = q.
4. Menghitung nilai eigen A;_; dari matriks A;_1) i—1)-
Jika 1;_1 < &; lanjut ke langkah 6, jika tidak ke langkah 7.
6. Diambil ¢;_1) = A1) kemudian menghitung vektor v(;_;) melalui persamaan berikut,

9

$i-1) ® Yi—1) = Agi—1)i-1) ® Vi-1) D’ EBJ'-ii Ai-,j ® v

Selanjutnya ke langkah 8.
7. Diambil §;_1) = A; selanjutnya menghitung vektor v(;_,y melalui persamaan berikut

i ® vy = Auni-n ® Y-y © @ Au,; ® v

Selanjutnya ke langkah 8.
8. Jikai—1 # 1 kembali ke langkah 4, jika tidak maka selesai.

Jadi, diperoleh eigenmode tergeneralisasi dari matriks A yang merupakan pasangan vektor (17, v) dengan n =
& & - &PTdanv=w, vy, - Vg)T.

4. KESIMPULAN

Berdasarkan Hasil dan Pembahasan diperoleh langkah-langkah untuk menentukan nilai eigen dan
vektor eigen matriks tak tereduksi atas aljabar min-plus serta algoritme eigenmode matriks tereduksi reguler
atas aljabar min-plus.
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