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Abstrak

Diberikan G(V, E ) adalah graf sederhana dan terhubung dengan ¥ () adalah himpunan titik dan £ (G) adalah
himpunan sisi. Sebuah pemetaan [ : V' (G) - {l, 2,4y k} merupakan fungsi label dan w' : V/ (G) — N adalah

fungsi bobot pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif, dengan w' (v) =1 (v) +2 . N(V)l (u) Jumlah warna
minimum yang dihasilkan dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif sebuah graf G disebut bilangan

kromatik titik ketakteraturan lokal inklusif, dinotasikan dengan ;([L (G) Pada artikel ini, kita akan membahas

terkait pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif dan menemukan bilangan kromatik pada beberapa graf khusus,
yang meliputi graf kipas (F,), graf petasan (F, 4 ), dan graf matahari (SLy,).

Kata Kunci: Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal Inklusif, Graf Kipas, Graf Petasan, dan Graf Matahari

Abstract

Let G(V,E) is a simple graph and connected where v (G) is vertex set and E(G) is edge set. A mapping
154 (G) - {1, 2,..., k} as vertex k— labeling and function w' : V (G) —> N isinclusive local irregularity vertex
coloring, with w' (v) = l(v)+2uEN(v)l(u). The minimum number of colors produced from inclusive local

irregularity vertex coloring of graph G is called inclusive chromatic number local irregularity, denoted by ;(;m (G)
. On this paper, we learn about the inclusive local irregularity vertex coloring and determine the chromatic number

on some special graphs, namely fan graph (Fn ) firecracker graph (Fn 4 ) and sunlet graph (SLn ) .
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1. PENDAHULUAN

Semua graf pada penelitian ini adalah graf sederhana dan terhubung. Diberikan graf G (V, E ) adalah
graf terhubung dengan orde n dengan V(G) adalah himpunan titik dan F (G) adalah himpunan sisi [1].

Teori graf memiliki beberapa topik pembahasan diantaranya pelabelan graf dan pewarnaan graf. Pelabelan
graf adalah sebuah pemberian label pada setiap elemen dari graf G, yaitu pada titik atau sisi atau keduanya
dari graf G [2]. Pewarnaan graf merupakan pemberian warna pada setiap elemen dari graf G, sehingga elemen
yang bertetangga memiliki warna yang berbeda. Terdapat tiga macam pewarnaan dalam teori graf, yaitu
pewarnaan titik, pewarnaan sisi, dan pewarnaan wilayah [3].

Pada artikel ini akan membahas mengenai pewarnaan titik pada graf G, dimana setiap titik yang
bertetangga memiliki warna yang berbeda atau yang biasa dikenal pewarnaan titik proper [4]. Jumlah warna
minimum yang dihasilkan dari pewarnaan graf disebut dengan bilangan kromatik, dinotasikan dengan ;((G )

[5]. Terdapat kasus khusus dalam pewarnaan graf yaitu pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif. A.I
Kristiana dkk (2020) [6] telah mendefinisikan tentang pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif sebagai
berikut:

Definisi 1. [6] Diberikan l:V(G) - {1, 2,...,k} adalah fungsi label dan w':V (G)—> N adalah fungsi
bobot pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif denganw' (v) =1 (v) + ZueN(v)l(”)' Pelabelan 1
dikatakan sebagai pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif jika :

(i) Opt (l ) =min {max {la }} ;1. adalah pelabelan titik ketakteraturan lokal inklusif

(it) Untuk setiap titikuv E(G) W (u) =w (v) .

Definisi 2.[6] Jumlah warna minimum yang dihasilkan dari pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif

sebuah graf G disebut bilangan kromatik titik ketakteraturan lokal inklusif, dinotasikan dengan y, (G) .

Pada artikel ini, untuk memudahkan dalam menemukan pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif
pada sebuah graf maka akan digunakan definisi, lemma, proposisi, dan observasi sebagai berikut :

Lemma 1.[6] Diberikan graf G adalah graf sederhana dan terhubung, maka y,, (G) > X (G)

Proposisi 1[7] Diberikan graf F merupakan sebuah graf kipas, untukn>4maka bilangan kromatik
ketakteraturan lokalnya adalah (Fn ) =4.

Proposisi 2.[ 7] Diberikan graf SL merupakan sebuah graf matahari, untukn > 4 maka bilangan kromatik
ketakteraturan lokalnya adalah

3, untuk n gena
Zlis (SLn) = { g p

5, untuk n gasal

Observasi 1. Diberikan graf F, merupakan sebuah graf petasan, untukn>4maka bilangan kromatik

ketakteraturan lokalnya adalah y,, (F;, 4) =35.

A. 1. Kristiana dkk [6] telah melakukan penelitian terkait pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif
pada beberapa graf sederhana, yang meliputi graf lintasan, graf lingkaran dan graf bintang. Selanjutnya U.A.
Anwar dkk [8] telah menemukan bilangan kromatik ketakteraturan lokal inklusif dari graf ilalang, graf H-
bintang, dan graf bintang ganda. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan pewarnaan titik
ketakteraturan lokal inklusif dan bilangan kromatik ketakteraturan lokal inklusif pada beberapa graf khusus.
Pada artikel ini akan dilakukan penelitian terkait pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif dan

menentukan bilangan kromatik ketakteraturan lokal inklusif pada graf kipas (Fn ) , graf petasan (Fn 7 4),dan
graf matahari (SLn )
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2. METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode pendeteksi pola dan metode deduksi
aksiomatik. Metode pendeteksi pola digunakan untuk merumuskan pola dari bilangan kromatik
ketakteraturan lokal inklusif pada beberapa graf yang akan diteliti. Sedangkan metode deduksi aksiomatik
digunakan dengan menerapkan prinsip-prinsip pembuktian deduktif yang berlaku dalam logika matematika
dengan menggunakan aksioma, lemma, dan teorema yang sudah ada kemudian diterapkan dalam
penyelesaian dari suatu permasalahan yang berkaitan dengan pewarnaan titik ketakteraturan lokal inklusif.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam artikel ini, kami membahas bilangan kromatik titik ketakteraturan lokal inklusif pada graf kipas,
graf petasan, dan graf matahari, adapun beberapa teorema yang dihasilkan sebagai berikut:

Theorem 1. Diberikan F, adalah graf kipas dengan n >4 maka ;(ih.s (F;q) =4.

n

Bukti. Diketahui F/ merupakan graf kipas dengan himpunan titik V(Fn ) =yuy {x,.;l <i< n} dan
himpunan sisi £(F,)={yx;;1<i<n}U{xx,;1<i<n-1}. Sehingga kardinalitas titik dan sisi memiliki
nilai masing — masing yaitu |V(Fn )| =n+1 dan |E(F; )| =2n—1. Untuk setiap v € V(F;) jika titik y
)=4 dan

W (x,,,) =1+ 1(x,)+1(x.,) +1(x,,,) = 4 sehingga titik — titik tersebut memiliki bobot titik yang sama,

dan Xx, dilabeli dengan 1 maka menghasilkan w"(xl.):l(y)+l(xl._1)+l(xi)+l(x

i+1

sedangkan diketahui bahwa pada grafik kipas titik x;,x,, ,x, adalah titik — titik yang bertetangga. Kondisi

i+1°"n

ini bertentangan dengan definisi dimana w' (xi) =W (xm) sehingga opt(/) = 2 . Untuk menunjukkan batas
atas, didefinisikan / : V(G) — {1,2} sebagai berikut :

2, untuk i genap
I(y)=1

l(xl) _{ 1, untuk i gasal

Sehingga opt(/) =2 dan fungsi bobot sebagai berikut :

4, untuki=1dani=n
w'(x,) =15, untuk i genap

6, untuk 7 gasal
ng n+1, untuk n genap

w ()=
2n— nT_l,untuk n gasal

Dari hasil diatas didapatkan batas atas,

w (V(F;, ))| < 4. Selanjutnya, dari Lemma 1.1. dan Proposisi 1.1.
sebagai batas bawah menunjukkan bahwa y’, (Fn ) > X (Fn ) = 4. Berdasarkan batas atas dan batas bawah
menghasilkan nilai 4< y', (F,)<4, sedemikian schingga y', (F,)=4. Schingga pembuktian telah

selesai.
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Gambar 1. Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal Inklusif Graf Kipas ;(i s (F9) =4
Theorem 2. Diberikan F, , adalah graf petasan dengan n >4 maka X (Fm 4) =35.

Bukti. Diketahui F,, merupakan graf petasan dengan himpunan titik V(Fn 4) = {xl.;l <i< n} )
{ys1<i<n} u{zi’j;l <i<nl<j< 2} dan  himpunan  sisi E(FM) = {x4x4 ;1<i<n —1} )

iXit155
{xysl<i<n} Ul{yz ;1<i<n]< ;<2 Sehingga kardinalitas titik dan sisi memiliki nilai masing —
masing yaitu |V(F;74 )| =4n dan |E(F:174 )| =4n—1. Untuk setiap v € V(F;A),jika titik x; dan y, dilabeli
dengan 1 maka menghasilkan w'(x,)=1(x_)+1(x,)+{(y,)+1(x,,)) =4 dan w'(x,,)=1(x)+I(x,,)
+I(y,,,)+1(x,.,) =4 sehingga titik — titik tersebut memiliki bobot titik yang sama, sedangkan diketahui
bahwa pada graf petasan titik X, dan X, , adalah titik — titik yang bertetangga. Kondisi ini bertentangan
dengan definisi dimana w'(x,)#w'(x,,,) sehingga opt(/)=2. Untuk menunjukkan batas atas,

didefinisikan / : V(G) - {1,2} sebagai berikut :

I(x)=1

1, untuk 7 gasal
(v )=
() {2, untuk i genap

; ( ) 1, untuk j =1
zZ. .=

"~ 2, untuk j=2
Sehingga opt(/) =2 dan fungsi bobot sebagai berikut :

3, untuki=1dani=n
w'(x,) =14, untuk i gasal

5, untuk i genap

W"(yi)={

2, untuk i gasal dengan j =1

5, untuk n gasal

6,untuk n genap

w (zl.’j): 3, untuk i gasal dengan j =2, i genap denganj =1, dan i =n dengan j =2
4, untuk i genap dengan j =2 dan i =n dengan j =2

Dari hasil diatas didapatkan batas atas, |w' (V(Fn , 4))‘ <5. Selanjutnya, dari Lemma 1.1. dan Observasi 1.1.

sebagai batas bawah menunjukkan bahwa Zilis (F; 4) 2 Xiis (Eq ’ 4) = 5. Berdasarkan batas atas dan batas
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bawah menghasilkan nilai 5< y', (Eq 4) <5, sedemikian sehingga y', (F

n,4

) = 5. Sehingga pembuktian

telah selesai.

Gambar 1. Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal Inklusif Graf Petasan )(i s (F 4) =5.

n,

Theorem 3. Diberikan SL, adalah graf matahari dengan n >4 maka

; 3, untuk n genap

Ais = {5, untuk n ganjil
Bukti. Diketahui SL, merupakan graf matahari dengan himpunan titikk V (SLn) = {xl.;l <i< n} U
{yl.;l <i< n} dan himpunan sisi E(SL ) ) = {xixl.ﬂ,;l <i< n} u{xiyi;l <i< n} . Kardinalitas titik dan sisi
le(se,)
dilabeli ~ dengan 1  maka  menghasilkan W' (x,)=/(x)+I(x,)+I(x,)+{(y)=4 dan

memiliki nilai yang sama yaitu |V(SLn) =2n. Untuk setiap v € V(SLn ) , jika titik x; dan Yy,
w(x,, ) =1(x,)+1(x,,)+{(x.,)+1(y., ) =4 sehingga didapatkan titik — titik yang memiliki bobot titik
sama, sedangkan diketahui bahwa pada graf matahari titik X, dan Xx,,, adalah titik — titik yang bertetangga.
Kondisi ini bertentangan dengan definisi dimana w'(x,)# w'(x,,) sehingga opt(/)=2. Dalam

pembuktian ini terdapat dua kasus

Kasus 3.1. Untuk n genap
Untuk menunjukkan batas atas, didefinisikan /: (G) - {l, 2} sebagai berikut :

; ( ) I, untuk i gasal

X )=
’ 2, untuk i genap
2, untuk ;i gasal

I(y)=
() {1, untuk i genap
Sehingga opt(/) =2 dan fungsi bobot sebagai berikut :
l 7, untuk i gasal
w(x,)= ,
5, untuk i genap
w ( yi) =3
Dari hasil diatas didapatkan batas atas untuk » genap |wi (V(SLn ))| <3. Selanjutnya, dari Lemma 1.1. dan
Proposisi 1.2 didapatkan batas bawah yang menunjukkan bahwa ', (SLH ) Z Xiis (SL,,) =3. Berdasarkan
batas atas dan batas bawah menghasilkan nilai 3 < ;("h.s (SLn ) <3, sedemikian sehingga Z[Iis (SLn) =3.

Sehingga pembuktian telah selesai.

Kasus 3.2. Untuk » gasal
Untuk menunjukkan batas atas, didefinisikan /:} (G) - {1, 2} sebagai berikut :
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I(x,)=1

1, untuk i gasal

I(y,)=12, untuk i genap
3, untuki=n
Sehingga opt(/) = 2 dan fungsi bobot sebagai berikut :

4, untuk i gasal

N

wi(x[)z

, untuk i genap

N

, untuki=n

, untuk i genap

w'(y,)=13, untuk i gasal

B~ N

, untuki=n

Dari hasil diatas didapatkan batas atas untuk » gasal |wi (V( SL, ))| <5. Selanjutnya, dari Lemma 1.1. dan
Proposisi 1.2 didapatkan batas bawah yang menunjukkan bahwa ', (SLn ) 2 Xiis (SLn) = 5. Berdasarkan

batas atas dan batas bawah menghasilkan nilai 5< ', (SLn) <5, sedemikian sehingga ', (SLn) =5.
Sehingga pembuktian telah selesai.

(b)
Gambar 3. Pewarnaan Titik Ketakteraturan Lokal Inklusif : (a) Graf matahari y' lis (SLS) =3; (b) Graf matahari

Z[Iis (SL7) =5

4. KESIMPULAN
Berdasarkan pembahasan diatas, diperoleh pewaranaan titik ketakteraturan lokal inklusif pada graf

kipas, graf petasan, dan graf matahari serta menemukan bilangan kromatik ketakteraturan lokal inklusif dari
graf tersebut yaitu y', (F,) =4, 1" (F;M) =5,dan. y', (SL,)=5.
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