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Abstrak 

Pada artikel ini disajikan desain kontrol pada model SIRD dengan pengobatan pada individu yang terinfeksi penyakit. 
Model SIRD dengan pengobatan diperoleh berdasarkan studi literatur dan parameter model diperoleh dari data kasus 
harian covid-19 di wilayah provinsi Riau yang diestimasi menggunakan Particle Swarm Optimization. Desain 
kontrol dilakukan berdasarkan metode backstepping yang dikombinasikan dengan linierisasi umpan balik 
berdasarkan masukan dan luaran (IOFL). Model SIRD yang merupakan sistem taklinier ditransformasi menjadi 
bentuk normal menggunakan IOFL. Setiap variabel keadaan selanjutnya distabilkan secara Lyapunov menggunakan 
virtual kontrol yang sekaligus menghasilkan variabel keadaan yang baru. Tahapan ini akan dilakukan secara iteratif 
sampai variabel keadaan terakhir yang distabilkan menggunakan fungsi kontrol nyata. Fungsi kontrol ini kemudian 
diterapkan pada model SIRD menggunakan balikan transformasi IOFL. Hasil simulasi dibandingkan dengan metode 
Prinsip Minimum Pontryagin (PMP) menunjukkan bahwa dengan pemilihan parameter kontrol backstepping yang 
tepat dapat menghasilkan performa kontrol yang lebih baik berupa jumlah populasi terinfeksi yang lebih kecil. 

Kata Kunci : Model epidemi SIRD, Pengobatan, metode backstepping, linierisasi umpan balik berdasarkan masukan-
luaran, bentuk normal. 

 
Abstract 

In this article, we present a control design on a SIRD model with treatment in infected individuals. The SIRD model 
with treatment is obtained from literature study and the parameter model is obtained  from covid-19 daily case in the 
Riau province using the Particle Swarm Optimization method. The control design is carried out based on the 
backstepping method combined with feedback linearization based on input and output (IOFL). The SIRD model which 
is a nonlinear system will be transformed into a normal form using IOFL. Each variable is then stabilized Lyapunov 
using virtual control which at the same time generates a new state variable. This stage will be carried out iteratively 
until the last state variable is stabilized using a real control function. This control function is then applied to the SIRD 
model using the inverse of IOFL transformation. The simulation results compared with the Pontryagin Minimum 
Principle (PMP) method show that by selecting the appropriate control parameters, backstepping obtains better 
control performance which is a smaller number of infected populations. 

Keywords: Epidemic model SIRD, treatment,  backstepping method,  input-output feedback linearization, normal 
form.  
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1. PENDAHULUAN  

Virus covid-19 pertama kali diidentifikasi pada Desember 2019 di Wuhan, Cina [1]. Pada 
perkembangannya, virus ini terus bermutasi dan memiliki beberapa varian [2]. Beberapa varian terbaru 
memiliki tingkat infeksi dengan tingkat fatalitas yang tinggi dibandingkan varian di awal penyebaran. 
Beberapa tahapan untuk mengatasi penyebaran ini adalah melakukan tindakan pencegahan seperti jaga jarak, 
menjaga kesehatan dan pemberian vaksinasi [3]–[5]. Selain pencegahan, tindakan pengobatan untuk individu 
yang sudah terinfeksi perlu dilakukan untuk mencegah dampak terburuk virus ini. Efektivitas pengobatan 
perlu dikembangkan karena ketimpangan dengan kemampuan penyebaran virus dapat mengakibatkan tingkat 
reservasi yang sangat tinggi pada ruang perawatan rumah sakit. 

Salah satu cara menganalisis penyebaran virus covid-19 adalah menggunakan model matematika, salah 
satunya adalah model SIRD. Model SIRD merupakan akronim dari susceptible yang menyatakan individu 
sehat, infected yang menyatakan individu terinfeksi, recovered yang menyatakan individu yang telah sembuh, 
dan death yang menyatakan individu yang meninggal. Model SIRD ini merupakan sistem persamaan 
diferensial biasa taklinier sehingga analisis kestabilan dilakukan menggunakan hampiran linierisasi ataupun 
bilangan reproduksi. Meskipun model SIRD adalah model dasar, namun model ini masih bisa digunakan 
sebagai alat analisis karena kompleksitas model tidak selalu menjamin representasi model tersebut terhadap 
fenomena [6]. Untuk menganalisis pengaruh pengobatan pada populasi terinfeksi, penggunaan kontrol dapat 
diterapkan pada model SIRD. Fungsi kontrol disematkan pada variabel yang merepresentasikan individu 
terinfeksi untuk mengurangi laju penambahan populasi. Desain kontrol yang biasa digunakan adalah kontrol 
optimum menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin (PMP). 

Salah satu metode yang dapat digunakan dalam desain kontrol pada sistem kontrol taklinier adalah 
metode backstepping yang dikembangkan pada awal tahun 1990-an [7], [8] yang banyak diterapkan pada 
sistem dengan bentuk strict feedback [9]. Metode ini dilakukan secara iteratif dengan melakukan transformasi 
variabel keadaan dan virtual kontrol di setiap tahapan untuk menjamin kestabilan sistem secara Lyapunov. 
Penggunaan backstepping sangat luas di berbagai bidang, yang dapat dilihat pada [9]–[12]. Pada artikel ini 
akan diterapkan desain kontrol pengobatan untuk model epidemi SIRD yang merupakan aspek pembeda 
utama dengan penelitian yang telah dilakukan sebelumnya. Oleh karena SIRD merupakan sistem taklinier 
dan umumnya tidak memiliki luaran sistem yang didefinisikan, pada artikel ini didefinisikan luaran sistem 
yaitu populasi sehat yang akan diarahkan agar mengikuti lintasan yang diinginkan dan transformasi yang 
digunakan adalah transformasi umpan balik berdasarkan luaran dan masukan. Lintasan yang diinginkan disini 
berupa nilai konstan yang mewakili jumlah populasi agar populasi sehat tidak terus menurun kurang dari 
jumlah populasi yang diinginkan. Hal ini sangat jarang dilakukan dalam penggunaan metode PMP pada 
model epidemi seperti pada [13]–[16]. 

Artikel ini disusun dengan sistematika berikut. Setelah bagian pendahuluan disajikan metode penelitian 
yang digunakan. Pada bagian metode penelitian disampaikan tentang prosedur penelitian dan teori dasar yang 
digunakan dalam penelitian meliputi model SIRD dan linearisasi umpan balik berdasarkan masukan dan 
luaran (IOFL). Selanjutnya adalah bagian hasil dan pembahasan. Pada bagian ini disajikan beberapa bagian 
meliputi transformasi model SIRD menjadi bentuk normal, desain kontrol menggunakan metode 
backstepping dan penerapan menggunakan data kasus harian. Pada akhir artikel diberikan kesimpulan yang 
merangkum seluruh artikel ini. 

 
 

2. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini dilakukan berdasarkan studi literatur. Fokus utama penelitian ini adalah menerapkan 
desain kontrol yang berbeda dengan desain kontrol yang biasa dilakukan pada model epidemi SIRD. Secara 
garis besar, prosedur penelitian disajikan pada Gambar 1 dan dapat dijelaskan sebagai berikut 

1. Objek penelitian adalah sistem dinamik dengan memilih model epidemi SIRD untuk kasus 
penyebaran virus covid-19. Model ini merupakan model turunan dari model SIR yang sudah umum 
digunakan untuk menganalisis beberapa masalah penyebaran penyakit dengan memisahkan antara 
individu yang sembuh dan meninggal. Pada model ini juga dapat ditentukan apakah virus dapat 
menyebar atau tidak secara langsung melalui bilangan reproduksi. Nilai bilangan reproduksi 
diperoleh dari nilai parameter model yang diestimasi menggunakan data harian. 
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𝛼𝛼 

2. Desain kontrol menggunakan backstepping. Desain kontrol backstepping menggunakan variabel 
keadaan sebagai variabel kontrol virtual dan biasanya diterapkan pada bentuk kanonik pengontrol. 
Pada penelitian ini, model SIRD ditransformasi ke bentuk normal menggunakan linierisasi 
berdasarkan umpan balik masukan-luaran (IOFL) agar dapat dikontrol menggunakan metode 
backstepping. Oleh karena IOFL membutuhkan luaran sistem, dipilih luaran sistem yang 
mengakibatkan derajat relatif dari sistem sama dengan dimensi sistem sehingga sistem dapat 
dilinierisasi secara eksak. Selanjutnya, luaran sistem dikontrol untuk mengikuti lintasan yang 
diberikan, dalam hal ini nilai konstan ataupun titik asal. 

3. Simulasi model menggunakan data kasus harian penyebaran covid-19 di Pekanbaru, propinsi Riau. 
Data ini diambil dari laman resmi dan media sosial Dinas Kesehatan Provinsi Riau untuk periode 
September - Oktober 2020. Berdasarkan data, diestimasi parameter model SIRD menggunakan 
metode Particle Swarm Optimization dengan modifikasi. Selanjutnya, dibandingkan antara metode 
kontrol backstepping dan metode kontrol Prinsip Minimum Pontryagin (PMP) menggunakan 
beberapa parameter pilihan. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 1. Diagram proses pelaksanaan penelitian 

 
2.1 Model Epidemi SIRD 

Model SIRD merupakan akronim dari susceptible (S), infected (I), recovered (R) dan death (D). 
Susceptible merupakan kelompok individu yang masih sehat namun rentan tertular penyakit. Infected adalah 
individu yang telah terjangkit penyakit dan belum hilang penyakitnya. Recovered adalah individu yang telah 
terjangkit penyakit namun penyakitnya telah hilang dengan bentuk kesembuhan, sedangkan death adalah 
individu yang telah terjangkit penyakit namun penyakitnya telah hilang dalam bentuk kematian. Keempat 
populasi ini terkumpul dalam satu area yang tertutup sehingga jumlah populasinya tiap waktu selalu konstan. 
Perubahan status individu dalam kelompok ditunjukkan pada Gambar 2. 
 

 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2. Skema perubahan status masing-masing kelompok individu 
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Secara matematis, persamaan diferensial biasa taklinier yang menyatakan model SIRD dari diagram pada 
Gambar 2 adalah 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

dS t I t
S t

dt N
dI t I t I t

S t
dt N N

dR t I t
dt N

dD t I t
dt N

α

α β γ

β

γ


= −




= −

 =

 =

+
 (1) 

dengan ( ) ( ) ( ) ( )N S t I t R t D t= + + +  merupakan total populasi tiap waktu yang nilainya selalu konstan. 
Didefinisikan perubahan variabel 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
S t I t R t D t

s t i t r t d t
N N N N

 
= = = = 

 
  

maka persamaan (1) dapat dinyatakan kembali menjadi sistem tanpa dimensi yaitu 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

'
'
'
'

s t s t i t
i t s t i t i t
r t i t
d t i t
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 =

=

+


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 (2) 

dan jumlah populasi total menjadi ( ) ( ) ( ) ( ) 1.s t i t r t d t+ + + =  

Penyebaran populasi akan terjadi jika terpenuhi ( ) 0.
di t

dt
>

 
Berdasarkan persamaan (2), didapatkan bahwa  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0s t i t i tα β γ+− >   

Oleh karena ( ) 0i t ≠  dan di awal penyebaran ( ) 1s t ≈  maka didapatkan bilangan reproduksi untuk model 
SIRD yaitu 

 0 1R α
β γ

=
+

>  (3) 

 
 

2.2 Linierisasi Berdasarkan Umpan Balik Masukan-Luaran 

Diberikan sistem kontrol taklinier dengan masukan dan luaran tunggal dalam bentuk: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

d t
dt

y t

t

h t

u


=

 =

+f x
x

x

g x  (4) 

dengan nx∈  adalah variabel keadaan, ( )u t ∈  adalah variabel kontrol, ( ) ( ), n∈f x g x   fungsi vektor 

yang mulus pada domain nD ⊆  , dan ( )y t ∈  adalah luaran sistem. Diasumsikan bahwa sistem (4) 
memiliki derajat relatif nρ =  sehingga memenuhi 
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Didefinisikan transformasi koordinat ( )=z T x  



BAREKENG: J. Il. Mat. & Ter., vol. 15 no. 4, pp. 697 - 708, Dec. 2021     701 
 

 

( )
( )

( )

1

2

1n
n

z h
z L

L

h

z h−

 =
 =


 =

f

f

x
x

x
  

 (5) 

Turunan sistem (5) terhadap waktu akan menghasilkan 
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 (6) 

dengan ( ) ( ) ( ) ( )1n nL h u t L ht Lν −= + gf fx x  adalah fungsi kontrol pada sistem (6) dengan koordinat ( ).tz

Sistem (6) merupakan sistem kontrol linier sehingga desain kontrol ( )tν  dapat dilakukan dengan berbagai 

macam teknik yang umum digunakan pada sistem kontrol linier. Nilai kontrol ( )u t  diperoleh dari 
hubungannya dengan nilai ( )tν  dan menggunakan balikan transformasi ( )=z T x . 
 
 
3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini dijelaskan penerapan metode kontrol backstepping pada desain kontrol pengobatan di 
model SIRD. Selanjutnya, simulasi dilakukan dengan mengambil data kasus harian penyebaran covid-19 di 
propinsi Riau untuk periode September - Oktober 2020. 
 
3.1. Linierisasi berdasarkan luaran dan masukan  

Perhatikan model SIRD untuk dua variabel utama, yaitu 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

ds t
s t i t

dt
di t

s t i uit t t i t
dt

α

α β γ


= −


 = −+−

 (7) 

Sistem ini dapat dinyatakan dalam bentuk sistem kontrol taklinier ( ) ( ) ( )u t= +x f x g x  dengan 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
,

s t i t
s t i ii t tt

α
α β γ
 −   

= =   
  − +

f x g x  (8) 

 
Jika luaran sistem adalah jumlah populasi sehat ( )s t  yang akan dibawa ke suatu nilai tertentu, maka selisih 
antara luaran sistem dan lintasan yang diinginkan diberikan oleh 
 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2

d

d

e t s t y t
e t L h y t
 = −
 = − f x 

 (9) 

Menggunakan persamaan (8), diperoleh ( ) ( ) ( )tL h s t iα=f x  sehingga dengan menurunkan persamaan (9) 
diperoleh  
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( ) ( )

( ) ( )

1
2

2

de t
e t

dt
de t

t
dt

ν


=


 =

 (10) 

dengan ( )tν  adalah variabel kontrol yang berlaku di sistem (10) dan hubungannya dengan kontrol ( )u t  
diberikan oleh 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
dt L h L L h u t y tν = + −f g fx x   (11) 

Oleh karena ( ) ( ) ( )tL h s t iα=f x  maka didapatkan ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 iL th s t i t s tα α α β γ− − + +  = −f x  dan 

( ) ( ) ( )tL L ih s tα=g f x  sehingga persamaan (11) dapat dituliskan dengan 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ds t i t i t s tt u t ytν α α α β γ + − − + −=   (12) 
 
3.2. Desain Kontrol Menggunakan Metode Backstepping 

Desain kontrol untuk menstabilkan sistem (10) dimulai dengan menstabilkan variabel ( )1e t  menggunakan 

variabel ( )2e t  sebagai kontrol virtual. Didefinisikan fungsi Lyapunov ( ) ( )2
1 1

1
2

V t e t=  dan turunannya 

terhadap waktu menghasilkan 

 ( ) ( ) ( )1
1 2

dV t
e t e t

dt
=   

Agar variabel ( )1e t  stabil asimtotik maka haruslah ( )1 0
dV t

dt
<  dan dimisalkan ( ) ( )21

1 1
dV t

re t
dt

= −  untuk 

1r
+∈  maka didapatkan ( ) ( )2 1 1e t re t= − . Didefinisikan perubahan variabel keadaan dengan kontrol virtual  

 ( ) ( ) ( )2 1 1w t e t re t= +  (13) 

Substitusikan fungsi ( )w t  persamaan (13) dan turunannya pada persamaan (10) sehingga diperoleh sistem 

yang baru dalam variabel ( ) ( ){ }1 ,e t w t  
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r w t re t
dt
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
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
 = + −

 (14) 

 Langkah selanjutnya adalah menstabilkan seluruh sistem (14) menggunakan kontrol ( )tν . Pilih 

fungsi Lyapunov ( ) ( ) ( )( )2 2
2 1

1
2

V t e t w t= +  dan turunannya terhadap waktu menghasilkan  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
1 1 1 1 11

d
t

V t
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dt
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Diasumsikan berlaku ( ) ( ) ( )2 22
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= − −  untuk 2r

+∈  sehingga dari persamaan (15) didapatkan 

hubungan 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 21 r e t r w t r w ttν =− + + −  (16) 

Substitusikan persamaan (16) pada sistem (14) sehingga diperoleh sistem akhir yang telah distabilkan 
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Nilai eigen dari sistem linier persamaan (17) adalah  
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1,2i =  maka sistem (17) telah stabil asimtotik secara lokal. 
 Fungsi kontrol ( )tν  yang menstabilkan persamaan (10) diperoleh berdasarkan persamaan (16) 
sehingga didapatkan 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 21r e t r r w ttν − − +=  (18) 

Berdasarkan transformasi variabel keadaan dan variabel kontrol virtual persamaan (13), kontrol ( )tν
persamaan (18) dapat dinyatakan  

 ( ) [ ] ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 21 r r e t r r e ttν + − += −  (19) 
Kontrol ( )u t  yang akan digunakan pada sistem (2) diperoleh berdasarkan hubungan persamaan (12) dengan 

( )tν  menggunakan persamaan (19) sehingga diperoleh 
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Oleh karena ( )u t  terbatas pada ( ) ( ){ }| 0 1u t u t= ≤ ≤U  maka nilai kontrol yang digunakan adalah 
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u t
t



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dengan ( )u t  diberikan pada persamaan (20). 
 
3.3. Penerapan pada penyebaran covid-19 wilayah Pekanbaru, Riau 

Untuk menerapkan kontrol pada model SIRD, digunakan data kasus harian covid-19 di wilayah Pekanbaru, 
propinsi Riau pada periode September - Oktober 2020. Data kasus harian diberikan pada Tabel 1. 
 

Tabel 1. Data harian kasus Covid-19 di Wilayah Pekanbaru periode September-Oktober 2020 
Tanggal Positif Sembuh Meninggal Tanggal Positif Sembuh Meninggal 

1/9 38 4 1 3/10 115 48 5 
2/9 47 4 1 4/10 114 123 4 
3/9 41 8 0 5/10 126 150 4 
4/9 46 16 5 6/10 69 80 3 
5/9 69 63 0 7/10 84 143 3 
6/9 60 69 3 8/10 166 58 2 
7/9 72 17 1 9/10 124 56 2 
8/9 87 27 2 10/10 117 33 2 
9/9 51 25 0 11/10 55 24 0 

13/9 129 16 5 12/10 122 32 1 
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Tanggal Positif Sembuh Meninggal Tanggal Positif Sembuh Meninggal 
14/9 81 9 2 13/10 86 12 2 
15/9 68 29 3 14/10 182 42 4 
16/9 94 7 2 15/10 93 55 2 
17/9 120 7 3 16/10 112 37 2 
18/9 128 190 2 17/10 158 63 3 
19/9 190 45 0 18/10 150 36 2 
20/9 119 77 2 19/10 65 421 3 
21/9 72 22 2 20/10 97 451 1 
22/9 152 69 0 21/10 153 176 8 
23/9 113 38 8 22/10 170 115 3 
24/9 127 36 5 23/10 97 182 2 
25/9 122 82 4 24/10 215 173 6 
26/9 125 110 2 25/10 121 383 1 
27/9 92 116 3 26/10 68 142 2 
28/9 152 54 3 27/10 112 169 5 
29/9 109 84 4 28/10 124 131 4 
30/9 227 202 5 29/10 111 121 5 
1/10 158 133 4 30/10 71 122 6 
2/10 89 22 3 31/10 37 105 2 

         Sumber data: Dinas Kesehatan Riau tahun 2020 
 
Parameter model diestimasi menggunakan metode Particle Swarm Optimization (PSO) sesuai dengan 
prosedur yang diberikan pada [17] dan hasilnya adalah 

 { }0.074625, 0.047901, 0.004886α β γ= = =  (22) 

Bilangan reproduksi berdasarkan persamaan (3) adalah 

 0
0.074625 1.413708
0.052787

R α
β γ

= = =
+

  

yang menandakan virus covid-19 akan terus menyebar. Selanjutnya, parameter yang digunakan untuk 
simulasi kontrol diberikan pada Tabel 2. 
 

Tabel 2. Parameter kontrol; backstepping dan kontrol optimal 

No Parameter Nilai Deskripsi 
1 r1 {0.75,3} Parameter positif backstepping untuk stabilisasi  
2 r2 {0.5,4} Paremeter positif backstepping untuk stabilisasi 
3 qs 10 Faktor pembobot performa indeks untuk 𝑠𝑠(𝑡𝑡) 

pada kontrol optimal 
4 qi 10 Faktor pembobot performa indeks untuk 𝑖𝑖(𝑡𝑡) pada 

kontrol optimal 
5 𝑦𝑦𝑑𝑑(𝑡𝑡) 0.6 Nilai akhir yang harus dicapai oleh populasi sehat 

 
Berdasarkan nilai Tabel 2, nilai eigen sistem linier (17) adalah 

 ( ) ( ) { } ( ) { } ( ){ }0.75,0.5 0.75,4 3,0.5 3,4 61.0941, 30.625 0.99 , 1, 2.5 ,3 0..6558 , .5 86Iλ λ λ λ= − ± = = −− − ±= − −   

Berdasarkan nilai eigen ini, populasi dengan kombinasi { }1 2,r r  kedua hingga keempat akan lebih cepat 
konvergen ke titik asal. Hal ini mengakibatkan jumlah populasi terinfeksi akan segera menghilang sehingga 
jumlah populasi konstan akan tetap bertahan di titik yang diinginkan. Perilaku populasi sehat dan terinfeksi 
dengan pemberian kontrol backstepping persamaan (21) menggunakan kombinasi { }1 2,r r  yang berbeda 
ditunjukkan pada Gambar 3. 
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(a) 

 
(b) 

Gambar 3. Perbandingan performa kontrol berdasarkan nilai kombinasi { }1 2,r r  yang berbeda (a) 
populasi sehat (b) populasi terinfeksi 

 
Pada parameter yang rendah { }1 20.75, 0.5r r= = , kontrol tidak mampu membawa populasi terinfeksi menuju 
titik asal. Namun, jika performa dinaikkan dengan menaikkan nilai salah satu parameter kontrol, maka 
populasi terinfeksi dari nilai awal langsung bergerak menuju titik asal. Jumlah populasi sehat dan terinfeksi 
selama waktu iterasi [0,10]t∈ dengan performa kontrol { }1 2,r r yang divariasikan disajikan pada Tabel 3. 
 

Tabel 3. Jumlah populasi pada interval waktu [0,10]t∈ dengan variasi { }1 2,r r  
Kombinasi 𝒓𝒓𝟏𝟏 𝒓𝒓𝟐𝟐 𝒔𝒔(𝒕𝒕) 𝒊𝒊(𝒕𝒕) 

1 0.75 0.5 0.98604 0.01112 
2 0.75 4 0.98932 0.00103 
3 3 0.5 0.98932 0.00103 
4 3 4 0.98932 0.00103 

 

Nilai jumlah populasi diperoleh dengan cara menghitung nilai ( )
0

t
x t dt∫  secara numerik menggunakan 

metode Simpson. Pada Tabel 3, seluruh kombinasi selain kombinasi pertama memiliki performa yang identik. 
Oleh karena itu, dilakukan juga simulasi untuk interval waktu yang panjang untuk [0,300]t∈  dengan seluruh 
pengaturan yang identik. Hasil dari simulasi untuk [0,300]t∈  ditunjukkan pada Gambar 4 dengan jumlah 
populasi diberikan pada Tabel 4. Hasil untuk [ ]0,300t∈ menunjukkan bahwa kombinasi dengan performa 
rendah mengakibatkan penambahan populasi terinfeksi yang tinggi. Meskipun demikian, oleh karena kontrol 
didesain untuk membawa luaran ( )s t mengikuti lintasan yang diinginkan yaitu ( ) 0.6ds t =  maka pada 
interval waktu 170t ≈ , jumlah populasi terinfeksi diturunkan menuju nol dan populasi sehat dipertahankan 
pada lintasan yang diinginkan. 
 

 
(a) 

 
(b) 

Gambar 4. Perbandingan performa kontrol berdasarkan nilai kombinasi { }1 2,r r  yang berbeda (a) 
populasi sehat mengikuti lintasan 𝑦𝑦𝑑𝑑 yang diberikan (b) populasi terinfeksi 
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Tabel 4. Jumlah populasi pada interval waktu [0,300]t∈  dengan variasi { }1 2,r r  
Kombinasi 𝒓𝒓𝟏𝟏 𝒓𝒓𝟐𝟐 𝒔𝒔(𝒕𝒕) 𝒊𝒊(𝒕𝒕) 

1 0.75 0.5 0.72833 0.02288 
2 0.75 4 0.98925 0.00003 
3 3 0.5 0.98925 0.00003 
4 3 4 0.98925 0.00003 

 
Terakhir, dilakukan perbandingan simulasi antara metode kontrol backstepping dengan metode Prinsip 
Minimum Pontryagin dengan mengikuti prosedur pada [14], [18]. Misalkan dipilih performa indeks 

 ( ) ( ) ( )2

0

1
2

t

s i rJ q s t q i t q u t dt= + +∫   

dengan , ,s i rq q q +∈  adalah nilai pembobot pada fungsional performa indeks. Kontrol optimum untuk 
masalah ini adalah 

 ( ) ( )1
i

r

u t i t
q
λ=  (23) 

Fungsi{ },s iλ λ  adalah persamaan costate yang diberikan oleh 

 
( )[ ]

( )[ ] ( ) ( )i

s

i

s
s i

i
s i

d i t
dt

d q s t u

q

t
dt

λ α λ λ

λ α λ λ λ β γ

− = −

− = −


−

+ −


− −
 (24) 

dengan nilai batas ( ) ( ){ }0, 0 .s f i ft tλ λ= = Untuk mendapatkan nilai ( )u t  pada persamaan (23) diperlukan 

dua tahapan yaitu menyelesaikan persamaan (7) dan persamaan (24) sekaligus dengan nilai awal dan nilai 
batas yang diberikan. Perbandingan kedua metode kontrol pada masalah ini ditunjukkan pada Gambar 5 dan 
Gambar 6. Tampak pada Gambar 5 bahwa metode backstepping memberikan beberapa hasil berbeda. Jika 
dilakukan dengan pemilihan parameter kontrol yang tepat maka metode backstepping dapat memberikan 
performa yang lebih baik, sedangkan jika parameter kontrol kurang mendukung akan mengakibatkan 
performa kontrol yang lebih buruk dibandingkan PMP. Meskipun demikian, pengaturan performa pada 
metode backstepping lebih mudah dilakukan karena cukup dengan memilih parameter kontrol dan tidak 
memerlukan proses solusi iteratif seperti halnya metode PMP.  Selain itu, pada Gambar 5.a, meskipun 
performa awal kontrol backstepping lebih buruk dibandingkan PMP,  tapi pada Gambar 5.b untuk interval 
waktu yang panjang, jumlah populasi sehat dapat diatur sehingga mengikuti lintasan yang sudah diberikan 
dengan nilai yang dapat diatur agar dapat lebih tinggi dibandingkan nilai final dari PMP. 
 

 
(a)  

(b) 
Gambar 5. Perbandingan dinamika populasi sehat dengan pemberian kontrol untuk metode kontrol 

yang berbeda (a) 𝑡𝑡 ∈ [0,10] (b) 𝑡𝑡 ∈ [0,300] 
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(a)  

(b) 
Gambar 6. Perbandingan dinamika populasi terinfeksi dengan pemberian kontrol untuk metode 

kontrol yang berbeda (a) 𝑡𝑡 ∈ [0,10] (b) 𝑡𝑡 ∈ [0,300] 
 
 

4. KESIMPULAN 

Pada artikel ini telah disajikan desain kontrol untuk pemberian pengobatan pada model SIRD untuk 
menganalisis penyebaran virus covid-19. Parameter model diperoleh menggunakan metode particle swarm 
optimization berdasarkan data kasus harian di wilayah Pekanbaru, Riau selama dua bulan. Desain kontrol 
pengobatan menggunakan metode backstepping yang dilakukan bertahap dengan mentransformasi model 
SIRD menjadi bentuk normal. Kontrol backstepping diperoleh berdasarkan bentuk normal dan diterapkan 
pada model SIRD menggunakan balikan transformasi linierisasi berdasarkan masukan-luaran. Berdasarkan 
simulasi menggunakan data lapangan, diperoleh nilai 𝑅𝑅0 > 1 yang berarti bahwa virus covid-19 dapat 
menyebar. Menggunakan beberapa kombinasi parameter kontrol backstepping disimpulkan bahwa pemilihan 
parameter ini sangat mempengaruhi performa kontrol. Pada parameter dengan performa yang rendah, kontrol 
pelacakan tetap berhasil ditandai dengan populasi sehat yang dapat dijaga pada jumlah yang diinginkan. Dari 
simulasi juga dapat disimpulkan bahwa pengaturan performa kontrol cukup dilakukan dengan memilih 
parameter kontrol. Terakhir, jika dibandingkan dengan metode Prinsip Minimum Pontryagin, didapatkan 
bahwa untuk nilai parameter kontrol tertentu, performa kontrol backstepping dapat lebih baik dibandingkan 
metode PMP. Meskipun performa backstepping lebih buruk dibandingkan PMP, metode backstepping dapat 
membuat luaran sistem berada pada nilai yang sudah ditentukan yang nilainya lebih tingi dibandingkan 
metode PMP. Hal ini dapat menjadikan metode backstepping sebagai salah satu alternatif dalam desain 
kontrol di model epidemi 
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