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Abstrak

Cukup sering kita melihat beberapa antrean saat berbelanja, saat melakukan pengisian bensin, membeli
makanan minuman cepat saji dan lain sebagainya. Semua ini mengakibatkan banyaknya waktu yang
tersita bagi kita sebagai pengunjung. Artikel ini akan memperoleh jadwal pelayanan dari sistem antrean
5 server dengan menggunakan aljabar max-plus interval. Tujuan artikel ini agar mempermudah para
pengunjung yang mengantre mengetahui kapan waktunya mendapatkan pelayanan dari penyedia layanan
tersebut dan dapat memberikan efisiensi waktu. Prosesnya dimulai dengan mengkonstruksi sistem,
memperoleh matriks adjasennya dengan lama waktu berupa interval, memperoleh nilai eigen dalam
bentuk max-plus interval dan vektor eigen dalam bentuk max-plus interval, dan memperoleh
keperiodikan sistem, serta menghasilkan jadwal pelayanan yang periodik yaitu jadwal pelayanan sistem
antrean 5 server dalam aljabar max — plus interval. Jadwal pelayanan yang dihasilkan dapat
menginformasikan kepada para pengunjung kapan mereka mendapatkan pelayanan.

Kata Kunci: Aljabar Max-Plus Interval, Antrean, Jadwal Pelayanan.

Abstract

Quite often we see a few lines when shopping, when refueling, buying fast food drinks and so on. All of
this has resulted in the amount of time that is consumed by us as visitors. This article will obtain a
service schedule from the 5 server queue system using max-plus interval algebra. The purpose of this
article is to make it easier for visitors who queue to know when it's time to get service from these service
providers and can provide time efficiency. The process starts with constructing the system, obtaining its
adjacency matrix for a long time in the form of intervals, obtaining eigenvalues in the form of max-plus
intervals and eigenvectors in the form of max-plus intervals, and obtaining system periodicity, and
producing periodic service schedules, namely queue system service schedules 5 servers in max algebra -
plus intervals. The service schedule generated can inform visitors when they get service.
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1. PENDAHULUAN

Pada saat berbelanja, mengisi bensin, membeli tiket nonton bioskop, membayar tiket jalan tol,
membeli makanan minuman cepat saji dan sebagainya, tidak jarang terdapat antrean yang cukup panjang,
meskipun loket yang diberikan oleh penyedia layanan di buka secara maksimal. Pernah juga terlihat ketika
para pengunjung menunggu cukup lama untuk mendapatkan pelayanan. Antrean memang sudah menjadi
hal biasa pada setiap kegiatan.

Padatnya kegiatan — kegiatan yang dijalani membuat kita sebagai pengunjung harus efektif dan
efisien dalam menggunakan waktu. Sehingga sangat diperlukan jadwal pelayanan untuk pengunjung yang
mengantre. Tujuannya agar mempermudah para pengunjung yang mengantre mengetahui kapan waktunya
mendapatkan pelayanan dari penyedia layanan tersebut dan dapat memberikan efisiensi waktu. Jadwal
pelayanan yang akan diperoleh merupakan jadwal pelayanan sistem antrean 5 server dengan menggunakan
aljabar max-plus interval.

Aljabar Max-Plus merupakan salah satu teknik analisis pengkajian dari sistem event diskrit (SED)
yang mempunyai banyak aplikasi pada teori sistem, kontrol optimal dan petri net [4]. Pendekatan dengan
menggunakan aljabar max-plus memperoleh serta menganalisis berbagai sifat dari sistem yang dibuat,
tetapi hanya diaplikasikan pada sebagian klas SED yang bisa diuraikan dengan model waktu invariant max-
linier. Aljabar max-plus sering digunakan untuk memodelkan suatu permasalahan seperti transportasi,
manufakturing, penjadwalan, sistem antrean, lalu lintas dan lain sebagainya.

Penelitian yang relevan dengan artikel ini diantaranya membahas tentang elemen — elemen matriks
adjasen yang dianalisis dengan menggunakan aljabar max — plus interval pada tahun 2010 serta penelitian
yang membahas pemodelan aljabar max — plus dan evaluasi kinerja jaringan antrian fork-join tak siklik
dengan kapasitas penyangga tak hingga pada tahun 2008. Sedangkan artikel ini menghasilkan jadwal
pelayanan pada sistem antrean 5 server dengan menggunakan aljabar max — plus interval.

2. LANDASAN TEORI

2.1. Sistem Antrean

Atas dasar sifat proses pelayanannya, dapat diklasifikasikan fasilitas-fasilitas pelayanan dalam
susunan saluran atau channel (single atau multiple) dan phase (single atau multiple) yang membentuk suatu
struktur antrean yang berbeda-beda. Istilah saluran atau channel menunjukkan jumlah alur (tempat) untuk
memasuki sistem pelayanan, yang juga menunjukkan jumlah fasilitas pelayanan. Istilah place berarti
jumlah loket pelayanan, dimana para langganan harus melaluinya sebelum pelayanan dinyatakan lengkap
[2].

Sistem multi channel — single phase terjadi kapan saja, dimana ada dua atau lebih fasilitas pelayanan
dialiri oleh antrean tunggal, sebagai contoh model ini adalah antrean pada teller sebuah bank, potong
rambut oleh beberapa tukang potong, dan sebagainya.

2.2. Notasi dan Definisi Aljabar Max-Plus

Aljabar max-plus merupakan himpunan R,,,, dengan dua operasi biner yaitu maksimum yang
dinotasikan € dan tambah yang dinotasikan @ yang dinyatakan denganRR,,, = (R.,®,&®). Himpunan R,
adalah himpunan R U {¢} dengan R adalah himpunan bilangan riil. Didefinisikan ¢ = —oco adalah elemen
netral dan e = 0 adalah elemen satuan. Untuk setiap a, b € R,,,, didefinisikan operasi @ dan @ adalah
a® b =max(a,b)dana @ b =a + b.

2.3. Aljabar Max-Plus Interval

Pada bagian ini diberikan dasar aljabar max-plus interval yang merupakan perluasan dari aljabar
max-plus. Interval tertutup x dalam R,,,, adalah suatu himpunan bagian dari R,,,, yang berbentuk
x={[x,x]Ix € Rpax, X < x <y ). Interval x dalam Ry, tersebut disebut Interval Max-Plus.
Didefinisikan I(R)e:={x = [x,%]|x, ¥ € R, & < x <p, ¥} U{e}dengan & :=[ge]. Pada I(R),,
didefinisikan untuk vV x,y € I(R), operasi @ dan @ denganx @ y=[x @ y, * @ y]danx Q@ y =
[x ® ¥y, x ® y]. I(R) merupakan semiring idempotent komutatif dengan elemen netral ¢ := [¢, €] dan

elemen satuan 0 = [0,0]. Semiring idempotent komutatif (I(R),,&, ®) disebut aljabar max-plus interval
yang dinotasikan dengan I(R)nax [1]-
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2.4. Nilai Eigen dan Vektor Eigen Max-Plus Interval

Algoritma 2.1 [3].
a. Ambil sebarang vektor awalx(0) = x, # u[e], yaitu x, mempunyai minimal satu elemen berhingga.
b. Iterasi x(k + 1) = A @ x(k) hingga ada bilangan bulat p,q dengan p > q = 0 dan sebuah bilangan

riil ¢ sehingga x(p) = x(q) ® c, hingga suatu nilai periodik didapatkan.
c. Hitung nilai eigen A = ﬁ.
d. Hitung vektor eigen v = @]_" (A®®~97) @ x(q +j — 1)).

Definisi 1.
Diberikan A € I(R)75¢", skalar interval 2 € I(R),,q, disebut nilai eigen max-plus interval matriks

interval A jika terdapat suatu vektor interval v € I(R)},,, dengan v # &,; Sehingga A Qv=1Quv.
Vektor v tersebut disebut vektor eigen max-plus interval matriks interval A yang bersesuaian dengan A.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1. Konstruksi Sistem Antrean 5 Server
Asumsi

Asumsi yang digunakan dalam sistem Antrean 5 server, yaitu:

a. Sistem pelayanan tidak pernah mengalami gangguan, sumber daya manusia selalu ready (stand by),
listrik tidak pernah mengalami gangguan, ketersediaan material selalu ada.

b. Lama waktu pelayanan pada masing — masing place server diasumsikan sama.

Berikut ini merupakan gambar sistem antrean 5 server:

Gambar 1. Sistem Antrean 5 Server

Gambar 1, di atas merupakan gambar sistem antrean 5 server terdapat u(k) dan y(k), u(k) adalah waktu
kedatangan pengunjung ke — k sedangkan y(k) adalah waktu pengunjung ke — k yang telah selesai
mendapatkan pelayanan. Gambar tersebut menunjukkan bahwa terdapat 7 place dimana place 1 (P,)
merupakan place kedatangan pengunjung (tempat pengunjung mengantre atau tempat pengunjung
menunggu waktu untuk mendapatkan pelayanan), place 2 (P.), place 3 (Ps), place 4 (Py4), place 5 (Ps), dan
place 6 (Ps) merupakan place server (tempat pengunjung mendapatkan pelayanan) serta place 7 (P;)
merupakan place pengunjung mendapatkan pelayanan.

3.2. Matriks Adjasen Sistem Antrean 5 Server

Didefinisikan himpunan edges yakni suatu arc dari titik j ke titik | ada bila a;; # €, arc ini
dinotasikan (j, i), dan jika tidak terdapat arc (j, i), maka a;; := &.
Sehingga dapat diperoleh matriks A yang elemen — elemennya berupa lama waktu pada sistem dengan
t, (k) = lama waktu dari P, ke P4, t, (k) = lama waktu dari P, ke P,, t;(k) = lama waktu dari Ps ke Ps, t,(k)
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= lama waktu dari P4 ke Py, t5(k) = lama waktu dari Ps ke Ps, tq(k) = lama waktu dari Pg ke Ps, t,(k) =
lama waktu dari P; ke P7, t1 (k) & t,(k) = lama waktu dari P, ke P,, t; (k) ® t5(k) = lama waktu dari P, ke
Ps, t1(k) & t,(k) = lama waktu dari Py ke Py, t; (k) & ts(k) = lama waktu dari Py ke Ps, t1(k) @ te(k) =
lama waktu dari P;ke Pg, t, (k) ® t,(k) = lama waktu dari P, ke P, t3(k) & t, (k) = lama waktu dari P; ke
P;, t4 (k) ® t;(k) = lama waktu dari P4 ke Py, ts (k) ® t,(k) = lama waktu dari Ps ke P, tg(k) @ t,(k) =
lama waktu dari Ps ke P, dan t; (k) & [t (k) D t3(k) D ty(k) D ts(k) D ts(k)] ® t, (k) = lama waktu
dari P, ke P, sebagai berikut:

t; (k) € € £ £ e e

/ t; (k) ® ta(k) t,(k) € 3 € € € \
t (k) ® t3(k) & t3 (k) € € € £

A= | t1(k) ® t4(k) e € ta (k) € € e |
t1 (k) ® ts(k) E £ € ts(k) € €

t.(k) ® to (k) £ e e )

500 ® (620 150 D (400 ® 50 1501 @ 1) 200 ® &, (8) f3(k>®fv(k)”(")®t7“‘) 50 ® (k) (k) ® &7 (k)7

Jika lama waktu di place i untuk pengunjung ke — k berupa interval waktu, maka matriks interval A
menjadi matriks A yaitu matriks adjasen interval lama waktu dari sistem antrean 5 server sebagai berikut:

t1(k) e £

(0 ® t, (k) 600 e £ c c £
(k) ® t3(k) 3 t3 (k) € £ £ £
A= t1.(k) ® t4 (k) e e ta(k) e ; :
\ g b b b Sl
ty te £ £ t (k) ® t,(k k k) ts(k) ® t,(k)tz(k)
OB (1200 600 B 6400 B 00 B 1] B ol 2000 a0 By D1 el B DSl

Misal berikut ini diberikan interval lama waktu di place i untuk pengunjung ke— k
t,(k) = [5,9],t,(k) = [10,14], t;(k) = [10,14], t,(k) = [10,14], ts(k) = [10,14], ts(k) = [10,14], t,(k) =
[3,5]. Sehingga diperoleh matriks interval A, sebagai berikut:

[5,9] € £ . . e
( (591 ® [10,14] [10,14] ¢ ¢ p ¢ : \
(591 ® [10,14] e [10,14] E p p .
A:I [59]1® [10,14] € B [10,14] € € . I
| [5,9]® [10,14] £ £ : [10 14] [10514] S
(591 ® [10,14] e e =
\[5.9]@[[10,14]@[10,14]@[ 10,14 [1014]® [10,14] © [35] [10141® [35] [1014]® [3’5][10,14]®[3,5] [10, 14] [3,5] [10,14] ® [3,5][3. 5]/

Jika matriks interval A yaitu matriks adjasen interval lama waktu pada sistem antrean 5 server dilakukan
pengoperasian dengan menggunakan operasi dari aljabar max — plus interval yaitu untuk setiap a,b €
R,qx didefinisikan operasi @ dan ® adalah a @ b = max(a,b) dan a @ b = a + b serta pada I(R),,

didefinisikan untuk Vx, y € I(R), operasi @ dan @ dengan x By = [x ® y, T@® Y] danx Ry=[x®
Y x @ y ], maka dapat diperoleh matriks interval A yaitu matriks adjasen interval lama waktu pada sistem
antrean 5 server berikut ini:

[5,9] € € £ € e ¢
/[15 23] [10,14] € € € € & \
[ [1523] ¢  [10,14] ¢ £ e e |
I [15,23] £ e [10,14] [10514] e e |

& &
| Hg ;g i z € < [10,14] ¢ |
\[18 28] [13,19] [13,19]1319] [13,19] [13,19][3,5]/

Selanjutnya, setelah diperoleh matriks interval A yaitu matriks adjasen interval lama waktu pada sistem
antrean 5 server, berikut ini diberikan interval lama waktu kedatangan B= [6,10] dan interval lama waktu
pengunjung selesai mendapatkan pelayanan C = [5,7]. Sehingga diperoleh matriks interval B dan matriks
interval C berikut ini:
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dan
C=( € € ¢ ¢ ¢ [57)]).

Apabila telah ditentukan matriks interval A, matriks interval B serta matriks interval C, maka dapat
diperoleh matriks dengan mengoperasikan matriks interval A, matriks interval B dan matriks interval C
dengan menggunakan operasi aljabar max — plus sesuai dengan x(k+1)=(A@D B Q C) & x(k).
Sehingga hasil operasi dari A@ B @ C (misal hasil dari A @ B Q C = D) adalah matriks interval D
sistem antrean 5 server, sebagai berikut:

[5,9] € € e

[15.23] [10,14] ¢ € : : [11517]\
|[15,23] € [10,14] € € € e I
D=|[1523] ¢ e [10,14] ¢ £ : |
[15,23] £ € € [10,14] € €
[15,23] € € € € [10,14] ¢
[1828] [1319] [13,19]1319] [13,19] [13.19] [35]

3.3. Nilai Eigen dan Vektor Eigen Max-Plus Interval

Nilai eigen dan vektor eigen max-plus interval diperoleh dengan menggunakan Algoritma 2.1
Algoritma Power [5]. Berikut hasil nilai eigen dan vektor eigen dari matriks D (matriks D dan matriks D)
sistem antrean 5 server:

Nilai eigen dari matriks D adalah A(D) = 14,5 dan 2(D) = 22,5. Untuk vektor eigen dari matriks D adalah

[29,45]

[29.5,45. 5]\
[29.5,45.5] |
[29.5,45.5] |.
[29.5,45.5] |
[29.5,45.5] /
[32.5,50.5]

—

3.4. Analisis Keperiodikan dan Jadwal Pelayanan
Analisis Keperiodikan

Vektor eigen yang telah diperoleh dapat dipergunakan untuk menghitung sistem antrean yang
periodik sebagai iterasi pertama atau x(0) dan dengan nilai eigen dapat diperoleh sistem antrean yang
periodik untuk memperoleh iterasi berikutnya x(1), x(2), dan seterusnya.

Sehingga dapat diperoleh Sistem Antrean 5 Server yang periodik dengan pengambilan iterasi sebanyak 5
iterasi saja yakni diperoleh berikut ini:

x(0) x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)
[29,45] [43.5,67.5] [58,90] [72.5,112.5] [87,135] [101.5,157.5]
[29.5,45.5] [44,68] [58.5,90.5]\ / [73,113] \ /[875 135. 5]\ / [102,158] \
| [295,455] | | [44,68] | |[585,905]| | [73,113] | |[875,1355]| | [102,158] |
| [29.5,45.5] | ; | [44,68] | ;|[585,90.5] | ; | [73,113] |;|[87.5,1355] | ;| [102,158] |.
| [29.5,455] | | [44,68] | |[585,905] | | [73,113] | |[87.5,1355]| | ([102,158] |
[29.5,45.5]/ \ [44,68] / \[58.5,90.5]/ \ [73,113] / \[875 135. 5]/ \ [102,158] /
[32.5,50.5] [47,73] [61.5,95.5] [76,118] [90.5,140.5] [105,163]
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Jadwal Pelayanan

Dari Sistem Antrean 5 Server yang periodik dengan iterasi sebanyak 5 iterasi dapat dikonversikan ke dalam
Jadwal Pelayanan pada Sistem Antrean 5 Server dalam bentuk Jam:Menit:Detik. Misal waktu awal antrean
dimulai pada pukul 07.00, maka dapat diperoleh jadwal pelayanan dengan pengambilan iterasi sebanyak 5

iterasi waktu berikut ini:

Tabel 1. Jadwal Pelayanan Sistem Antrean 5 Server

TO T1 T2
Place 1 07:00:00 — 07:16:00 07:14:30 — 07:38:30 07:29:00 — 08:01:00
Place 2 07:00:30 - 07:16:30 07:15:00 — 07:39:00 07:29:30 — 08:01:30
Place 3 07:00:30 - 07:16:30 07:15:00 — 07:39:00 07:29:30 — 08:01:30
Place 4 07:00:30 - 07:16:30 07:15:00 — 07:39:00 07:29:30 — 08:01:30
Place 5 07:00:30 - 07:16:30 07:15:00 — 07:39:00 07:29:30 — 08:01:30
Place 6 07:00:30 - 07:16:30 07:15:00 — 07:39:00 07:29:30 — 08:01:30
Place 7 07:03:30 - 07:21:30 07:18:00 — 07:44:00 07:32:30 — 08:06:30

T3 T4 T5
Place 1 07:43:30 — 08:23:30 07:58:00 — 08:46:00 08:12:30 — 09:08:30
Place 2 07:44:00 — 08:24:00 07:58:30 — 08:46:30 08:13:00 — 09:09:00
Place 3 07:44:00 — 08:24:00 07:58:30 — 08:46:30 08:13:00 — 09:09:00
Place 4 07:44:00 — 08:24:00 07:58:30 — 08:46:30 08:13:00 — 09:09:00
Place 5 07:44:00 — 08:24:00 07:58:30 — 08:46:30 08:13:00 — 09:09:00
Place 6 07:44:00 — 08:24:00 07:58:30 — 08:46:30 08:13:00 — 09:09:00
Place 7 07:47:00 — 08:29:00 08:01:30 - 08:51:30 08:16:00 — 09:14:00

Pada TO (waktu awal antrean) di place 1 yaitu place kedatangan pengunjung (tempat pengunjung
mengantre atau tempat pengunjung menunggu untuk mendapatkan pelayanan), antrean dimulai dengan
interval waktu antara pukul 07:00:00 — 07:16:00. Place 1 terdapat 5 pengunjung pertama yang menunggu
untuk mendapatkan pelayanan. Pada saat pukul 07:00:30 — 07:16:30, 5 pengunjung tersebut mendapatkan
pelayanan dimana masing — masing pengunjung menempati place server (tempat pengunjung mendapatkan
pelayanan) yaitu place 2, place 3, place 4, place 5, dan place 6 secara bersamaan. Antara pukul 07:03:30 —
07:21:30 ke — 5 pengunjung telah mendapatkan pelayanan dan berada di place 7. Begitu seterusnya sampai
di T5 (iterasi ke — 5). Jadwal pelayanan ini sesuai dengan hasil Sistem Antrean 5 Server yang periodik
dengan iterasi sebanyak 5 iterasi serta sesuai dengan nilai eigen pada matriks bawah dan matriks batas atas
yang telah diperoleh pada tahapan 3.3 yaitu menghitung Nilai Eigen dan Vektor Eigen dalam Max-Plus
Interval.

4. KESIMPULAN

Aljabar Max — Plus Interval dapat diaplikasikan ke dalam sistem antrean 5 server. Dari nilai eigen
juga vektor eigen dalam max-plus interval sistem antrean 5 server dapat diperoleh sistem antrean 5 server
yang periodik, serta menghasilkan jadwal pelayanan sistem antrean 5 server yang periodik. Sehingga dapat
mempermudah pengunjung yang mengantre mengetahui kapan waktunya mendapatkan pelayanan dari
penyedia layanan tersebut.
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