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PENDEKATAN SISTEM 2D MODEL STREETER-PHELPS UNTUK MODEL POLUSI SUNGAI 

(A 2D Systems Approach to River Pollution Modelling) 
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Staf Jurusan Matematika FMIPA UNPATTI 

Jl. Ir. M. Putuhena, Kampus Unpatti, Poka-Ambon 
e-mail: rwmatakupan@yahoo.com 

 

ABSTRACT 

Applications to positive 2D system can follow Steeter-Phelps model to river flow model. by 
modifying the discrete values. mathematical model structure provided by the river flow at time 
step t is proportional to the length of rivers and water velocity. The variables that influence is 
Dissolved oxygen (DO) and Biological oxygen demand (BOD), both these variables are 
calculated by balance considerations equetion with the screening process, the process of 
reaeration, and the source of BOD established a mathematical model of positive 2D systems 
 
Keywords: Positive Systems 2D, Steeter-Phelps model 

 

PENDAHULUAN 
 

Model ruang bagian dapat dijelaskan melalui proses 
penyaringan (self-purification) alami dari suatu sungai. 
Perlu diingat bahwa hipotesis Biokimia berkaitan dengan 
model klasik Streeter-Phelps (1925), yakni hanya 
dengan memodifikasi nilai-nilai diskrit kedua ruang dan 
variabel waktu (time variables).  

Masalah kwalitas sungai yang dicemari oleh bahan 
pengotor, mengendap kedalam sungai sebagai akibat dari 
aktivitas manusia. Bahan kotoran dan organisme sungai 
seperti bakteri, alga dan ikan, saling mempengaruhi dalam 
suatu sistem yang sangat berbelit dari hubungan nutrisi 
diantara spesis-spesis. Bahan makanan termasuk dalam 
bahan yang tercemar, teroksidasi dengan cara demikian 
dan pada akhirnya tercemar pada substansi abiotik, seperti 
karbonhidrat, nitrat, dan sebagainya. 

Tahap pertama dalam membangun suatu model 
matematika dari proses di atas, yakni menyelidiki 
variabel-variabel yang relevan dengan masalah-masalah 
tersebut. Hanya variabel asli yang muncul dalam model-
model penyaringan kosentrasi larutan oksigen (dissolved 
oxygen=DO), yang mana juga menentukan suatu kriteria 
penting untuk kualitas air. Disisi lain, hal itu jelas tidak 
dapat dimulai dengan variabel bagian untuk setiap 
pencemaran dan semua kehidupan spesis. Pendekatan 
sederhana dengan mereduksi variabel bahan campuran ke 
satu klas dari substansi-substansi oksidasi dan kosentrasi 
terukur dari reaksi fiksi tersebut, oleh kwantitas oksigen 
yang diperlukan untuk oksidasi biokimia lengkap (BOD = 
Biological oxygen demand). Bentuk berbeda model 

Ekologis, memberikan gambaran yang eksplisit dari 
organisme, dimana kehidupan organisme diantara larutan 
oksigen dan bahan oksidasi  sangat mengkwatirkan 
kelangsungan hidup organisme tersebut. 

Di sini akan dianggap bahwa  seluruh variasi dari 
kosentrasi BOD dan DO pada sungai merupakan contoh 
yang representatif daripada longitudinal untuk model 
defusi yang tidak dibahas di sini. 

 
 

TINJAUAN PUSTAKA 
 
Sistem linear diskrit 2D dalam bentuk pertama kali 
diperkenalkan oleh matematikawan Italy, Ettore Fornasini 
dan Giovanni Marchesini (1978) dengan artikelnya State-
Space Realization Theory of Two-Dimensional Filters. 
Semenjak itu berbagai tulisan termuat di berbagai jurnal 
mengenai model matematik seperti pada tahun 1991, 
Ettore Fornasini kembali menulis tentang A 2D systems 
approach to river pollution modelling. Suatu karya yang 
fenomenal tentang aplikasi sistem positif 2D. Dengan 
berbagai pustaka, penulis menguraikan tentang salah satu 
aplikasi model sistem 2D ini. 

 
 

HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
Struktur Model 

Tahap pertama untuk membangun suatu model 2D 
adalah membagi sungai kedalam jangkauan sederhana 
dengan panjang l∆ . Di saat tahap t∆  dan jangkauan 
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sederhana l∆  bergantung pada kecepatan aliran air v, 
ditulis 

v

l
t

∆
=∆  

sedemikian hingga elemen-elemen air berpusat di l pada 
saat t, sehingga pada saat tt ∆+  akan berpusat di ll ∆+ . 

Misalkan ),( ltβ  dan ),( ltδ  dianggap berturut-turut 
sebagai kosentrasi BOD dan defisit DO (untuk tingkat 
kejenuhan), yang terdapat pada jangkauan sederhana 
sungai, berpusat di l saat t. Nilai-nilai BOD dan DO pada 

),( lltt ∆+∆+ , dihitung dengan suatu persamaan stabil 
(balance equetion) (Ettore Fornasini, 1996)  

))1(,)1(( lkth ∆+∆+β  

]),(),([)11( lkthinMlkthta ∆∆+∆∆∆−= ββ  

dengan mempertimbangkan beberapa hal berikut : 
a) Proses penyaringan oleh karena degradasi penyaluran 

bahan pengotor alam oleh bakteri. Dianggap 
kosentrasi BOD menurun dengan nilai sama dengan 

tlta ∆),(1β , sedangkan defisit DO meningkat, 

dimana =1a koefisien reoxygenation. 

b) Proses reaeration, mengambil ruang pada air/atmofir. 
Hipotesa dengan menganggap kekurangan  DO 
direduksi dari suatu nilai yang diberikan oleh 

tlta ∆),(2δ , dimana =2a koefisien reaeration. 

c) Sumber BOD (pengaruh runoff lokal, dan lain-lain) 
dan kemungkinan tumbuhan reoxygenation masing-
masing dengan (.,.)β  dan dengan (.,.)δ . 

Di sini pembahasan didefinisikan untuk masukan 
BOD dan DO, tidak meliputi variasi pada kecepatan 
aliran sungai. Defusi dan penyebaran (dispersion) 
longitudinal tidak diambil kedalam perhitungan nilai-nilai 
variabel pada titik ),( lkth ∆∆  dari daerah diskrit  

{( , ) ( , ) Z Z }h t k l h k∆ ∆ ∈ × . 
Sekarang misalkan, 

( )
( )

( )
( )












≡
∆∆
∆∆

≡
khu

khu
khu

lkth
lkth

khx
,

,
),(,

,
,

),(
δ

β
δ
β

 

( )
( ) ,

,

,








∆∆

∆∆
=

lkthin

lkthin

δ

β  

dapat ditulis lagi sebagai suatu model orde kedua 2D, 
( 1, 1)x h k+ +  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 






∆∆−∆∆∆−+∆∆∆

∆∆+∆∆∆−
=

],,[21,1

],,[11

lkthinNlkthtalkthta

lkthinMlkthta

δδβ
ββ

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )





∆∆∆−+∆∆∆

∆∆∆−
=

lkthtalkthta
lkthta

,21,1

,11
δβ

β
 

( ) ( )
( ) ( )






∆∆∆−−

∆∆∆−
+

lkthinNta

lkthinMta

,21

,11

δ

β  

( )
( )






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∆∆
∆∆

∆−∆

∆−
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lkth
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tata
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,
,
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011
δ
β  

( )
( )

( )
( )












∆∆

∆∆

∆−−

∆−
+

lkthin

lkthin

Nta
Mta

,

,

210
011

δ

β  

),(),(
211

011 khukhx
tata

ta






∆−∆

∆−
=  

( )
( ) 





∆−−

∆−
+

Nta
Mta

210
011

 

),(0),(0 khuBkhxA +=  (1) 
 

Model 2D di atas dapat lebih dulu sebagai 
penjajaran dari bentuk sistem 1D tak-hingga, setiap 
bentuk akan diasosiasikan dengan suatu diagonal berbeda 
dari daerah diskrit. Volume sederhana dari air pada saat 0 
yaitu pada posisi lk∆ , merupakan karakterisasi oleh 
bagian 

( )
( ) ),0(

,0
,0

)0( kx
lk
lk

=
∆
∆

≡ 




δ
β

ξ  

Pada saat ti∆ , volume air sepanjang sungai adalah 
lik ∆+ )( . Kejadian yang berkorespondensi dengan hal 

tersebut ditulis sebagai  

 
( )( )
( )( ) ),(

,
,

)( ikix
likti
likti

i +=
∆+∆
∆+∆

≡ 




δ
β

ξ  

dan tenaga masukan (forcing input) adalah 

 
( )
( ) ),(

,

,
)( ikiu

ikiu

ikiu
i +=

+

+
≡ 









δ

βη . 

Kosentrasi BOD dan defisit (kekurangan) DO dilihat 
sebagai sesuatu yang harus ditinjau, bahwa sepanjang 
gerakan dengan volume sederhana air merupakan model 
sistem 1D mengikuti bentuk : 

),(0),(0)1)(,1()1( ikiuBikiAikixi +++=+++=+ξ  

)(0)(0 iBiA ηξ +=  (2)  
 

Jika model orde pertama 2D yang dipakai, model 
tersebut memenuhi syarat untuk diperluas ke dimensi 
ruang bagian. Hal itu terlihat dengan mudah, karena 
bantuan pesan impuls (impulse response) suatu sistem 2D 
mengenai dimensi satu, yang mana orthant positif atau 
satu koordinat dikurangi dimana pesan impuls BOD dan 
DO ditunjukkan dengan bantuan suatu diagonal. Oleh 
karena itu dua komponen diperlukan pada vektor bagian 
lokal untuk menyajikan tingkah laku dinamika dari satu 
variabel tunggal. 

Mengingat pengembangan BOD, misalkan  
( )

( )( )





∆+∆
∆∆

≡
lkth

lkth
khx

1,
,

),(
β

β
β   (3) 

adalah vektor bagian lokal pada ),( kh . Dengan per-
samaan stabil didapat 

( ) ( )( )
( ) ( )( )





∆+∆+
∆+∆+

=++
lkth
lkth

khx
2,1
1,1

)1,1(
β
β

β  
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( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

1 , ,1

1 , 1 , 11

a t h t k l M in h t k l

a t h t k l M in h t k l

β β

β β

− ∆ ∆ ∆ + ∆ ∆
=

− ∆ ∆ + ∆ + ∆ + ∆
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  
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
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
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=

lkthta 1,11
0

β
( ) ( )1 ,1

0

a t h t k lβ− ∆ ∆ ∆
+
 
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




∆+∆∆−

∆∆∆−
+

lkthinMta

lkthinMta

1,11

,11

β

β  
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

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




∆+∆
∆+∆

∆−
=

lkth
lkth

ta 2,
1,

011
00

β
β   

( )( )
( ) ( )( )











∆+∆+
∆∆+

+
lkth

lkth
1,1

,1
00
10

β
β  

( ) ( )lkthin
Mta

∆∆
∆−

+ 





,
11
0

β  

)1,(
011
00

+
∆−

= 





khx
ta β  ),1(

00
10

khx ++ 





β  

( ) ),(
11
0

khu
Mta β





∆−
+  

),(),1(2)1,(1 khuBkhxAkhxA ββββββ ++++=  (4) 

dimana suatu orde kedua penunda muncul pada bagian 
masukan. Kemudian dianggap 

( )
( )( )





∆+∆
∆∆

≡
lkth

lkth
khx

1,
,

),(
δ
δ

δ  , (5) 

sehingga 
( ) ( )( )
( ) ( )( )





∆+∆+
∆+∆+

=++
lkth
lkth

khx
2,1
1,1

)1,1(
δ
δ

δ  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

, 1 , ,1 2

, 1 1 , 1 , 11 2

a t h t k l a t h t k l N in h t k l

a t h t k l a t h t k l N in h t k l

β δ δ

β δ δ

∆ ∆ ∆ + − ∆ ∆ ∆ − ∆ ∆

∆ ∆ + ∆ + − ∆ ∆ + ∆ − ∆ + ∆

    =
    

 

( ) ( )( )





∆+∆∆−
=

lkthta 1,21
0

δ
 

( )


















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0
,21 lkthta δ
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











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0
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0
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


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+ lkthintaN 1,21
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δ
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),1(2)1,(1 khxAkhxA +++= δδδδ  

),()1,( khuBkhxA δδββδ +++  (6) 

Berdasarkan (4) dan (6) diperoleh model sebagai berikut: 
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 (7)  

 
Kedua matriks 1A  dan 2A  nilpoten, dengan 2=n . Maka  

iA1ш 02 =Aj  jika 1>− ji , 
yang mana menyatakan pengembangan sistem (7), 
sepanjang garis diagonal diskrit, seperti ditunjukkan pada 

gambar 1. Jelas iA1ш 02 =Aj  nilpoten untuk 1>− ji , 
menurut  proposisi (Ettore Fornasini, 1994) pasangan 

)2,1( AA  finite memory dan menurut proposisi (Ettore 

Fornasini, 1994) pasangan )2,1( AA  separable. 

 
Gambar 1 

 
Sekarang dianggap bahwa pasangan ),( lkth ∆∆  

diasosiasikan dengan titik ZZ),( ×∈ba  dengan. Jadi 
titik-titik himpunan terpisah : 

}),({ hbabahC =+≡  

menyajikan lokasi lk∆  sepanjang bagian sungai pada saat 
th∆ . Pada bagian lain, titik-titik himpunan 

}),{(}),{( kakbba ==  

diberikan saat tkath ∆−=∆ )(  pada lokasi lk∆ . 
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Misalkan 

),(),(
),(
),(

baxkkhx
lkth
lkth

=−≡
∆∆
∆∆






δ
β

 

),(),(
),(

),(
baukkhu

lkthin

lkthin
=−≡

∆∆

∆∆









δ

β  

Dengan demikian maka 
( ) ( )( )
( ) ( )( )





∆+∆+−
∆+∆+−

=+−
lkth
lkth

khx
1,12
1,12

)1,1(
δ
β

 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 





∆∆−−∆∆−∆−+∆∆−∆

∆∆−+∆∆−∆−
=

],2,2[21,21

],2,2[11

lkthinNlkthtalkthta

lkthinMlkthta

δδβ
ββ

 

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )





∆∆−∆−+∆∆−∆

∆∆−∆−
=

lkthtalkthta
lkthta

,221,21

,211
δβ

β
 

( ) ( )( )
( ) ( )( )






∆∆−∆−−

∆∆−∆−
+

lkthinNta

lkthinMta

,221

,211

δ

β  

( )
( )











∆∆
∆∆

∆−∆

∆−
=

lkth
lkth

tata
ta

,
,

211

011
δ
β  

( ) ( )
( ) ( )





−∆−−

−∆−
+

kkhuNta
kkhuMta
,21

,11
 

),(
211

011
kkhx

tata
ta

−
∆−∆

∆−
= 



  

( )
( ) ),(

21
11

kkhu
Nta

Mta
−

∆−−

∆−
+ 



  

atau ekuivalen dengan  

),(
211

011
)1,( bax

tata
ta

bax 





∆−∆

∆−
=+  

( )
( ) ),(

21
11

bau
Nta

Mta






∆−−

∆−
+  

Dalam gambar 2, garis-garis karakteristik dari sistem pada 
arah vertikal , konstanta=a  

 
Gambar 2 

 
1. Kondisi Awal 

Model (1) adalah penjajaran sistem 1D tak-hingga, 
disusun sepanjang diagonal ZZ × . Sebagian besar 
struktur umum dari kondisi-kondisi awal, konsisten dalam 
tepat satu bagian lokal pada setiap garis diagonal daerah 
diskrit. Semua himpunan di atas dalam kondisi dapat 

dicapai (reachable), oleh karena kondisi itu dapat sebagai 
gagasan untuk membangun aplikasi sesuai distribusi 
ruang/waktu dari BOD dan DO. 

Penempatan kondisi-kondisi awal dalam model (7), 
memberikan penyelidikan yang lebih rinci. Pertama-tama 
komponen bagian lokal menentukan nilai-nilai kosentrasi 
BOD dan defisit DO pada waktu yang sama dalam dua 
lokasi ruang berurutan. Selanjutnya kondisi-kondisi awal 
diberikan pada suatu garis lurus 

}Z),({ ∈hkh  
atau sepanjang batas dari orthant positif. Komponen 
kedua dan komponen keempat dari ),( khx , mirip dengan 
komponen pertama dan komponen ketiga dari )1,( +khx . 

Lebih jauh aspek struktur dinamik dari sistem itu, 
bagaimanapun harus diperhatikan karena penetapan 
bagian-bagian awal adalah penting. Operasi untuk 
membaharui bagian itu dengan tidak merubah nilai-nilai 
asli dari kondisi awal pada batasan di atas. Pada bagian 
future, titik-titik bagian itu tidak konsisten untuk 
menghitung pengembangan bagian bebas oleh nilai-nilai 
bagian lokal, ditentukan dengan persamaan  

hAkhx 1),( = ш )0,0(2xAk   (8) 
Dalam kenyataan mungkin dapat merubah nilai-nilai 
batasnya, sehubungan dengan itu akan dihitung disini 
deret kuasa formal (formal power series) yang 
diasosiasikan dengan bagian barisan indeks kembar, yang 
ditinjau dalam dua kasus. 

Kasus pertama, andaikan bahwa kondisi-kondisi 
awal diberikan pada batas : 

}Z),0({}Z)0,({ +∈∪+∈= kkhhS  (9) 

dan nilai-nilai masukan (input) pada 
}0,0,0),({ >+≥≥ khkhkh  (10) 

Oleh karena struktur rekursif, perhitungan ),( khx , 0>h , 
0>k  hanya meliputi bagian lokal awal  

}0),0({}0)0,({ kkkxhhhx <<∪<<  
dan nilai masukan:  

}0,0,0),({ >+<≤<≤ khkkhhkhu  
Mengingat deret kuasa formal : 

kzhz
kh

khxzzX 210,0
),()2,1( ∑

>>
≡   (11) 

diasosiasikan untuk indeks kembar dari bagian lokal 
}0,),({ >khkhx  dan misalkan berkorespondensi dengan 

)2,1( zzX


 disebabkan oleh pengembangan bebas 

persamaan (10) pada batasan (9), )2,1( zzX


 dapat 
dihitung mengikuti 

∑
>

=
0,

21),()2,1(
kh

kzhzkhxzzX


 

 { }∑
>

−+−=
0, 21)1,(2),1(1kh

kzhzkhxAkhxA  

 ∑
≥>

+
+∑

>≥
+=

0,0
1

21),(20,0 2
1

1),(1 jh
jzhzjhxA

ki
kzizkixA
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( ) 1
( , 0) (0, )1 1 2 2 1 1 1 2 2 20 0

jiI A z A z z A x i z z A x j z
i j

−
∑ ∑= − − +
> >

 
  

  (12) 

pada bagian lain, dengan pengembangan force  diperoleh 

)2,1(21
1)2211( zzUzBzzAzAIfX −−−=  

dimana 

∑
≥

≡
0, 21),()2,1(

kh
kzhzkhuzzU  

adalah deret kuasa formal diasosiasikan dengan barisan 
masukan. 

Kasus kedua, dibahas analogis diskrit yang 
memberikan nilai-nilai pada suatu titik dari sungai (misal 
pada 0=l ) untuk setiap t dalam R. Hal itu berhubungan 
dalam  menentukan model bagian lokal (7) pada garis : 

}Z)0,({ ∈hh , 
nilai-nilai keluaran (output) pada setengah daerah : 

}0),({ ≥kkh , 
dan dalam perhitungan ),( khx  pada setengah daerah : 

}0),({ >kkh . 

Suatu peran yang nyata dari kenilpotenan 1A  dan 

2A  menjamin bahwa suatu bagian lokal tunggal ),( khx  
tidak mempengaruhi bagian-bagian lokal  pada garis 
diagonal, yakni tidak memotong himpunan 

}),1(),,1(),,({ khkhkh +−  mengikuti persamaan yang 
menyatakan pentingnya sifat itu, dalam menentukan 
pengembangan bebas dari sistem tersebut (lihat Gambar 
3), maka 

)0,(2)0,1(21

)0,(2)1,1(1)1,(

hxAhxAA

hxAhxAhx

+−=

+−=



)0,1(212)0,2(2121

)1,(2)1,1(21)2,(

−+−=

+−=

hxAAAhxAAAA

hxAhxAAhx

 

)0,1(

12
2212)0,(

2
2121),( +−

−

+−= khx

faktork

AAAAkhx

faktork

AAAAkhx


  

kA1(= ш 1 ) ( , 0)2 2
k A A x h k− −  

1( 1
kA −+ ш )0,1(2)2

1 +−− khxAAk  (13) 
Sebagai akibat bentuk (13), jika menggunakan notasi 
deret kuasa formal, maka 

kzhz
kh

khxzzX 210,0
),()2,1( ∑

>>
=  

∑
∈≥

=
Z,1 1(

hk
kA ш 1 ) ( , 0)2 2 1 2

k h kA A x h k z z− −  

1( 11, Z
kA

k h
−∑+

≥ ∈
ш kzhzkhxAAk

21)0,1(2)2
1 +−−  

 ∑
≥

=
1 1[(

k
kA ш 1 )2 1 2

k k kA z z−  

   1( 1
kA −+ ш ∑

∈
−−

Z 1)0,(2]2
1

1)2
1

h
hzhxAkzkzAk    

[ ∑
≥

+=
0

1
1[

v
vA ш 2 1 2

v A z z  

1
vA+ ш ] ∑

∈Z 1)0,(212]22 h
hzhxvzvzAzAv  (14) 

  
Hal itu membuat anggapan bahwa tingkat BOD dan 

DO pada bagian sungai ke-0 bergantung pada waktu, 
yang adalah Z,)0,( ∈∀= hxhx . Bentuk ini dengan 
jelas diperoleh dari  (14) yang merupakan pemecahan 
yang baik, diberikan oleh 

∑
∈≥

+=
Zhv

vAX
,1

1
1[



ш 2 1 2
v A z z  

1
vA+ ш vzhzxAzAv

212]22  (15) 
 

∑
∈≥

+=
Zhv

vAX
,1

1
1[



ш 1 1
2 1 2

v h vA z z+ +  

1
vA+ ш xAvzhzAv

2]1
212
+  

  
Vektor bagian pada bagian sungai ke-k adalah 

koefisien sembarang monomial kzz 21
∗  dalam (15), yaitu 

1
1[),( −= kAkhx ш kAAk

12
1 +− ш xAAk

2]2
1− . 

 
Gambar 3. 

 
2. Ruang Dependen Dinamik 

Dalam bagian ini dianggap bahwa semua parameter 
sungai tidak bergantung pada absis l. Parameter itu selalu 
khusus, keanekaragamannya dalam model satu-dimensi 
berpengaruh kuat dengan sifat-sifat geometri dari model 
real tiga-dimensi. Dengan mengurangi anggapan pada 
parameter, dapat mempertinggi beragam kapabilitas untuk 
fenomena model sungai. Pada bagian akhir nanti akan 
diandaikan bahwa kecepatan sungai v, seperti koefisien-
koefisien 1a  dan 2a  mungkin bergantung pada l . 

Tidak sulit memperhitungkan ketergantungan pada l 
yang mungkin ada. Selain daripada satu kenyataan itu, 
mengenai variasi-variasi kecepatan 1a  bergantung pada l, 
mungkin dapat menulis-nya untuk oksidasi bakteri 
inhomogen (misalnya, variasi yang berkaitan dengan 
panas atau suatu spesis bakteri yang berlaku lokal pada 
spesis lain), dan yang bergantung 2a  mungkin yang 
berhubungan dengan gerakan putaran air terjun, dan 
sebagainya, yakni  induksi suatu variasi pada proses 
reaeration. 

Ketika kwantitas interval waktu t∆  menerima 
konstanta, dengan panjang l∆  dari jangkauan sederhana, 
akan dirubah agar supaya memenuhi pada semua kondisi 

)(lv

l
t

∆
=∆ . 
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Bidang sungai akan dibagi kedalam jangkauan sederhana 
]1,[ +=∆ klklkl , dengan   tklvkl ∆=∆ )(  

                  (16) 
sehingga suatu volume sederhana air pada posisi kl , pada 

saat t  dan akan pada posisi 1+kl  pada saat tt ∆+ . 

Kemudian keluarga kl  bergantung pada koefisien-

koefisien )(1 kla  dan )(2 kla . Dalam keadaan ini 
persamaan (1) ditulis sebagai  

( 1, 1)x h k+ +  
1 ( ) 01 ( , )

( ) 1 ( )1 2

a k t
x h k

a k t a k t
− ∆

=
∆ − ∆

 
  

 















∆−−

∆−
+

),(

),(

])(21[0
0])(11[

khu

khu

Ntka
Mtka

δ

β  

),()(0),()(0 khukBkhxkA +=  (17) 
dimana vektor bagian lokal didefinisikan sebagai 









∆

∆
≡

),(
),(

),(
klth
klth

khx
δ
β

 

sebagai catatan,  
),()(1 klthtka ∆∆− β  dan ),()(2 klthtka ∆∆− δ  

menyajikan kosentrasi BOD dan defisit DO, untuk suatu 
jangkauan sederhana ]1,[ +klkl . 

Model satu dimensi (2), diasosiasikan dengan (1) 
maka 

)1),1((
))1(,)1((
))1(,)1((

)1( +++=
++∆+
++∆+

≡+ 



 ikix

ikti
ikti

i
δ
β

ξ  

),(
)(21)(1

0)(11
ikix

tiatia
tia

+
∆−∆

∆−
= 



  

),(
])(21[0

0])(11[
ikiu

Ntia
Mtia

+
∆−−

∆−
+ 



  

)()(0)()(0 iiBiiA ηξ +=   (18) 
 

Jika diberikan sembarang th∆ (waktu), maka )(iξ  

adalah vektor bagian pada absis il  dan pada waktu 
tih ∆+ )(  akan menghasilkan suatu penetapan vektor 

bagian )0(ξ pada absis 0l , dan nilai-nilai masukan 

,1,0;),)(()( =∆+= jjltjhujη  . 

Pengembangan bebas bagian ).(ξ  pada (18), 
memenuhi 













∆−−∆−

∆−−

∆−∆

∆−
=+

tiatia
tia

tiatia
tia

i
)1(21)1(1

0)1(11
)(21)(1

0)(11
)1(ξ  

)0(
)0(21)0(1

0)0(11
)1(21)1(1

0)1(11
ξ











∆−∆

∆−

∆−∆

∆−

tata
ta

tata
ta



 
)0()()0()0(0)1(0)1(0)(0 ξξ iAAiAiA Φ=−=   (19) 

dengan 






















 ∏

=
∆−∑

=
∏
+=

∏
−

=
∆−∆∆−

∏
=

∆−

≡Φ i

v
tva

i i

v
tvatata

i

v
tva

i

0
])(21[

0 1

1

0
])(11[)(1])(21[

0
0

])(11[

)(

 





µ
µ

 (20) 

 
Dengan sifat asimtotik (19), akan dapat menarik 

kesimpulan dari kriteria konvergenan mutlak untuk suatu 
perkalian tak-hingga (Knopp 1956), sebab pada kenyataan 
ketaksamaan 

1)(20,1)(10 <∆≤<∆≤ tvatva  
merupakan syarat perlu dan cukup untuk  

0]
0

)(11[lim =∆∏
=

−
+∞→

t
i

v
va

i
 

dan   

0]
0

)(21[lim =∆∏
=

−
+∞→

t
i

v
va

t
  (21) 

keduanya mengikuti deret berbeda berikut 

∑
+∞

=0
)(1v

va  

dan 

∑
+∞

=0
)(2v

va  (22) 

Selanjutnya sifat divergen dari (22) merupakan suatu 
kriteria untuk menjamin hal-hal berikut: 
(i).  Suatu oksidasi bakteri lengkap dari sembarang 

muatan injeksi BOD pada bagian 0l . 
(ii).  Suatu reareation lengkap dari deoksidasi sungai, jika 

muatan BOD dianggap nol. 
Sekarang akan ditunjukkan bahwa ketika (22) 

divergen, terminologi pada kedua hal di atas, dalam 
matriks transisi )(iΦ  konvergen ke nol untuk ∞→i . 
Hal ini menunjukkan bahwa divergensi kedua deret (22), 
merupakan suatu syarat perlu dan cukup untuk 
penyaringan sungai. 

Harus diingat )(0 vA  dapat sebagai gambaran blok 
diagonal utama kiri berukuran 22×  dari matriks 
stokastik berukuran 33× . 















∆

∆−∆

∆−

=

1)(20
0)(21)(1

00)(11
)()(

tva
tvatva

tva
vaA  (23) 

Selanjutnya mengikuti langkah-langkah (11) didapat 















∆

∆−∆

∆−

≡Φ

1)(20
0)(21)(1

00)(11
)()(

tia
tiatia

tia
va ∙ 















∆−

∆−−∆−

∆−−

1)1(20
0)1(21)1(1

00)1(11

tia
tiatia

tia















∆

∆−∆

∆−

1)1(20
0)1(21)1(1

00)1(11

ta
tata

ta
 ∙ 
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













∆

∆−∆

∆−

1)0(20
0)0(21)0(1

00)0(11

ta
tata

ta
 

)0()()1()()1()()()( aAaAiaAiaA −=  
































=

Φ
=

1)()(
32)()(

31

0)(22)(21

00)(11

1)()(
32)()(

31

0
0)(

iaia
ii

i

iaia

i

φφ

φφ
φ

φφ

 (24) 

adalah suatu matriks stokastik untuk setiap +∈ Zi , 
dengan 

∏
=

∆−=
i

v
tvai

0
])(11[)(11φ  

 

∑
=

∏
+=

∏
−

=
∆−∆∆−= 




i i

v
tvatatai

0 1

1

0
])(11[)(1])(21[)(21

 





µ
µφ  

∏
=

∆−=
i

v
tvai

0
])(21[)(22φ  

∑
=

∏
+=

∏
−

=
∆−∆∆−= 




i i

v
tvatataia

0 1

1

0
])(11[)(2])(21[)()(

31
 





µ
µφ  

 
Kemudian dengan menerapkan suatu persamaan 

rekursif 

)()(
31)(21)1(2)1()(

31 iaitiaia φφφ +∆+=+  (25) 
mengikuti identitas di atas maka 

)0(21)1(2)1(21)(2)(21)1(2)1()(
31 φφφφ taitiaitiaia

∆++−∆+∆+=+   

)1(21)(
1

1 2 −∆∑
+

=
= vtv

i

v
a φ  (26) 

Melihat (18), berarti barisan })(
31{ aφ  monoton naik. Lagi 

pula karakter stokastik )()( vaΦ  menyatakan 
+∈∀≤ Z,1)()(

31 vvaφ . 
Kejadian menunjukan barisan di atas konvergen ke suatu 
limit 

]1,0[31 ∈φ : 

)(lim )(
3131 va

v
φφ

+∞→
=   (27) 

sekarang dengan mengambil limit kanan +∞→v , maka 

1)()(
31lim)(21lim)(11lim =

+∞→
+

+∞→
+

+∞→
va

v
v

v
v

v
φφφ  

dan mengingat barisan })(11{ vφ  konvergen ke 0 dari (11), 

maka terlihat barisan })(21{ vφ  akan konvergen ke 

31121 φφ −= . 

Karena diketahui 021 =φ , berarti kontradiksi 

dengan 021 >φ . Maka terdapat suatu bilangan bulat 0v  
sehingga 

0,
2
21)(21 viv ≥∀>
φ

φ  

dan oleh karena itu dengan (26) maka 

∑
+

=
+∆≥∆∑

+

=
+≥++

10

0
)1(2

2

21)(21

10

0
)1(2)01(

)(
31

v

vv
vatvt

v

vv
vavi

a φ
φφ  

Dengan memperhitungkan deret ∑v va )(2  divergen, 

maka barisan })()(
31{ vaφ  juga  akan divergen, yang mana 

kontradiksi , karena 031 >φ  berhingga. Selanjutnya 

021 =φ  
dan 

0)( →Φ i  untuk ∞→i . 
 
 

KESIMPULAN 
 

Dari pembahasan dapat disimpulkan bahwa: 
1. Membangun suatu model 2D adalah membagi sungai 

kedalam jangkauan sederhana dengan panjang l∆ . Di 
saat tahap t∆  dan jangkauan sederhana l∆  
bergantung pada kecepatan aliran air v, ditulis 

vlt /∆=∆ , dengan mempertimbangkan proses 
penyaringan, proses reaeration, dan sumber BOD 
(pengaruh runoff lokal, dan lain-lain) diperoleh model 
orde kedua 2D 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 





∆∆−∆∆∆−+∆∆∆

∆∆+∆∆∆−
=++

],,[21,1

],,[11
)1,1(

lkthinNlkthtalkthta

lkthinMlkthta
khx

δδβ
ββ

 
 ),(0),(0 khuBkhxA +=  

2. Pengembangan BOD, dengan misalkan  
( )
( )( )





∆+∆
∆∆

≡
lkth

lkth
khx

1,
,

),(
β

β
β  

adalah vektor bagian lokal pada ),( kh . Dengan 
persamaan stabil didapat 

( ) ( )( )
( ) ( )( )





∆+∆+
∆+∆+

=++
lkth
lkth

khx
2,1
1,1

)1,1(
β
β

β
 

),(),1()1,( 21 khuBkhxAkhxA ββββββ ++++=  
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ABSTRACT 
A few phenomena are completely described by a single number. For example, the size of a 
population of rabbits can be represented using one number, but how to know the rate of 
population change, we should consider other quantities such as the size of predator 
populations and the availability of food. This research will discuss a model of the evolution 
from two populations in a Predator-Prey system of differential equations which one species 
“eats” another. This model has two dependent variables, where both of functions not hang 
up of times. A solution of this system will be show in trajectory in phase plane, after we get 
and know equilibrium points until this model be a balanced solution. 
 
Keywords: Balanced solution, Equilibrium points, Phase plane, Predator-Prey, Trajectory 

 

PENDAHULUAN 
 

Bila dua jenis populasi hidup dalam suatu 
lingkungan yang sama, dan saling berinteraksi dari waktu 
ke waktu tentu saja akan mempengaruhi keseimbangan 
lingkungan tersebut. Saling berinteraksi yang dimaksud 
adalah kedua populasi yang hidup pada lingkungan yang 
sama tersebut saling mempengaruhi satu dengan yang 
lainnya. 

Tidak ada makhluk hidup yang dapat hidup terisolasi 
atau hidup tersendiri. Setiap makhluk hidup pasti akan 
membutuhkan makhluk hidup lainnya. Makhluk hidup di 
alam merupakan suatu sistem (individu-populasi-
komunitas-ekosistem). Setiap spesies makhluk hidup 
saling berinteraksi antar individu maupun antar populasi 
(Supeni, 1999). Contohnya interaksi antara rubah dan 
kelinci, ular dan tikus, dan lain-lain. Seiring dengan 
interaksi tersebut terdapat rangkaian peristiwa memakan 
dan dimakan yang menjadikan ekosistem tetap seimbang. 
Peristiwa ini memberikan ide untuk membuat model 
matematika, yang dapat dipelajari dengan mudah. Dengan 
model matematika tersebut, dapat ditentukan 
perbandingan antara dua spesies agar ekosistem tetap 
seimbang. 

Penelitian ini akan memperkenalkan suatu sistem 
sederhana yang dimodelkan dengan sistem persamaan 

diferensial. Sistem diperoleh berdasarkan rangkaian 
interaksi dari dua spesies. Berdasarkan model ini dapat 
diperoleh suatu informasi penting kapan dua spesies 
tersebut hidup seimbang sebagai ekosistem dan bilamana 
kondisi awal banyaknya masing-masing spesies diketahui. 

Selanjutnya adalah bagaimana memperoleh model 
yang tepat berdasarkan kajian teori yang memadai dan 
bagaimana menganalisa model secara matematika. 

Tujuan dari penelitian ini adalah Memperlihatkan 
model dari dua jenis populasi yang saling berinteraksi. 
Menganalisa model tersebut secara matematika. 
Menjelaskan hubungan antara kedua populasi tersebut. 

 
 

TINJAUAN PUSTAKA 
 

Dalam perkembangannya, model matematika 
seringkali digunakan sebagai solusi untuk menyelesaikan 
masalah tertentu. Dalam bukunya (Richard Haberman, 
1977), memperkenalkan model dua spesies yang saling 
berinteraksi. Ia memberikan salah satu contoh termudah 
dari interaksi yang terjadi saat dua spesies bersaing 
terhadap sumber makanan yang sama. Contoh interaksi 
lainnya juga yaitu Mangsa-Pemangsa. 

Dalam tulisannya Rumlawang (2010), memper-
kenalkan bentuk interaksi dari dua populasi Mangsa-
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Pemangsa yang telah dimodifikasi yang hidup dalam satu 
lingkungan dimana interaksi kedua populasi tersebut 
dimodelkan secara matematis ke dalam bentuk sistem 
persamaan diferensial biasa nonlinier. 

Model dua spesies Mangsa-Pemangsa jelas saling 
mempengaruhi secara signifikan. Khususnya jika terdapat 
berlimpah spesies yang dimakan, maka pertumbuhan 
populasi pemakan akan cepat oleh karena berlebihnya 
makanan, begitu pula sebaliknya. Selanjutnya interaksi 
kedua spesies tersebut dapat dimodelkan dalam bentuk 
persamaan diferensial. (Waluya, 2006 dan Boyce, 1986). 

Dalam persaiangan, spesies-spesies yang terlibat 
akan mengalami beberapa perlakuan. Paling sedikit ada 
dua spesies yang bersaiang dalam satu populasi dimana 
keduanya bersaing dalam hal apapun. Terkadang dua 
spesies itu tidak hanya dalam satu populasi, tetapi juga 
dalam satu ekosistem, yang kemudian akan digambarkan 
model-model populasi untuk masing-masing spesies 
dengan satu sistem persamaan. (Rahardi, 2008). 

 
 

HASIL DAN PEMBAHASAN 
 

Dalam bagian ini akan dibahas dua spesies yang 
berbeda, satu spesies disebut pemangsa (Predator) dan 
spesies lainnya disebut mangsa (Prey). Spesies mangsa 
mempunyai persediaan makanan yang berlebihan 
sedangkan spesies pemangsa diberi makanan spesies 
mangsa. Kajian matematika mengenai ekosistem seperti 
ini pertama kali diperkenalkan oleh Lotka dan Volterra 
dalam pertengahan tahun 1920. 
 
Model Mangsa-Pemangsa  

Model ini membahas dua spesies yakni pemangsa 
dan mangsa. Misalkan 𝑥𝑥(𝑡𝑡) dan 𝑦𝑦(𝑡𝑡) masing-masing 
menunjukkan banyaknya spesies mangsa dan pemangsa 
pada saat 𝑡𝑡. Jelas bahwa kedua spesies saling 
mempengaruhi secara signifikan. Khususnya jika terdapat 
berlimpah spesies mangsa, maka pertumbuhan populasi 
pemangsa akan cepat, oleh karena berlebihnya makanan. 
Alternatifnya jika pertumbuhan spesies mangsa lambat, 
maka spesies pemangsa akan banyak yang mati karena 
kekurangan makanan. Untuk memodelkan interaksi antara 
kedua spesies, dimulai dengan memperhatikan pemangsa 
dan mangsa jika tidak ada interaksi. Pertumbuhan spesies 
mangsa diberikan dengan, 

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑎𝑎𝑥𝑥 
dimana 𝑎𝑎 > 0 merupakan konstanta pertumbuhan. Solusi 
dari persamaan diferensial di atas dapat mudah 
ditemukan, yakni 𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥(0)𝑒𝑒𝑎𝑎𝑡𝑡 , sehingga populasinya 
akan tumbuh terus tanpa batas. Dalam hal ini diasumsikan 
bahwa persediaan makanan cukup tak terbatas untuk 
spesies mangsa, sehingga pertumbuhannya tak terbatas 
yang berarti tidak ada spesies yang mati. 

 
Seperti dalam model pertumbuhan spesies mangsa, 

dalam hal pertumbuhan spesies pemangsa diberikan 
dengan, 

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

= −𝑐𝑐𝑦𝑦 

dimana 𝑐𝑐 adalah konstanta penurunan. Alasan mengapa 
dalam hal ini terjadi penurunan adalah karena pada 
dasarnya akan mati kelaparan karena tidak ada makanan. 

Akan tetapi bila kedua spesies itu berinteraksi 
dimana interaksi diperhitungkan dengan fakta bahwa 
pemangsa akan memakan spesies yang dimangsa, maka 
model matematika yang diungkapkan oleh Lotka dan 
Volterra menjadi 
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑎𝑎𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑦𝑦 
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

= −𝑐𝑐𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑦𝑦  (1) 
dimana, 
𝑥𝑥 = populasi dari mangsa 
𝑦𝑦 = populasi dari pemangsa  
𝑎𝑎 = laju kelahiran dari populasi mangsa  
𝑐𝑐 = laju kematian dari populasi pemangsa  
𝑏𝑏 dan 𝑑𝑑 adalah koefisien interaksi antara mangsa dan 
pemangsa 
Sistem (1) merupakan sistem otonomus karena bebas dari 
𝑡𝑡. 

Populasi pemangsa akan memakan populasi mangsa 
sehingga beralasan untuk mengandaikan bahwa jumlah 
yang membunuh besarnya tiap satuan waktu berbanding 
lurus dengan 𝑥𝑥 dan 𝑦𝑦 yaitu 𝑥𝑥𝑦𝑦.  Jadi populasi mangsa 
akan berkurang, sedangkan populasi pemangsa akan 
bertambah. Artinya bahwa populasi mangsa akan 
mengalami penurunan karena spesies pemangsa akan 
memakannya, sementara populasi pemangsa akan 
mengalami pertumbuhan karena mempunyai persediaan 
makanan. 

Sistem (1) ini tak linier dan sulit diselesaikan dengan 
cara analitik untuk menentukan solusi eksplisitnya. 
Namun demikian dengan teori kualitatif sistem semacam 
ini dapat dianalisa untuk membuat ramalan tentang 
kelakuan kedua spesies tersebut. 
 
Titik Tetap 

Dengan menyelesaikan sistem: 
 𝑎𝑎𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑦𝑦 = 0 
−𝑐𝑐𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑦𝑦 = 0 (2) 

penentuan titik kritisnya didapat (𝟎𝟎,𝟎𝟎) dan �𝒄𝒄
𝒅𝒅

, 𝒂𝒂
𝒃𝒃
�. 

Dengan demikian sistem (2) akan mencapai solusi 
seimbang pada 𝒙𝒙(𝒕𝒕) = 𝟎𝟎, 𝒚𝒚(𝒕𝒕) = 𝟎𝟎 dan 𝒙𝒙(𝒕𝒕) = 𝒄𝒄

𝒅𝒅
, 

𝒚𝒚(𝒕𝒕) = 𝒂𝒂
𝒃𝒃
. Dalam hal ini solusi seimbang kedua akan 

dikaji. Secara intuitif dapatlah ditentukan solusi sistem 
(2), yaitu 𝒙𝒙(𝒕𝒕) = 𝟎𝟎, 𝒚𝒚(𝒕𝒕) = 𝒚𝒚(𝟎𝟎)𝒆𝒆−𝒄𝒄𝒕𝒕 merupakan solusi 
khusus dengan trayektori sumbu 𝒚𝒚 positif dan 𝒚𝒚(𝒕𝒕) = 𝟎𝟎, 
𝒙𝒙(𝒕𝒕) = 𝒙𝒙(𝟎𝟎)𝒆𝒆𝒂𝒂(𝒕𝒕) merupakan solusi khusus dengan 
trayektori sumbu 𝒙𝒙 positif. Karena ketunggalan 
penyelesaian ini, maka setiap penyelesaian sistem (2) 
yang pada 𝒕𝒕 = 𝟎𝟎 berawal pada kuadran pertama tidak 
akan memotong sumbu 𝒙𝒙 dan 𝒚𝒚, oleh karena itu solusi itu 
akan tetap berada pada kuadran pertama. 
 
Trayektori  

Trayektori sistem (1) diperoleh dari 
 

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥

=
−𝑐𝑐𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑎𝑎𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑦𝑦

=
(−𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑥𝑥)𝑦𝑦
(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑦𝑦)𝑥𝑥
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𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑦𝑦
𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑦𝑦 =
−𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥 

atau 

�
𝑎𝑎
𝑦𝑦
− 𝑏𝑏� 𝑑𝑑𝑦𝑦 = �−

𝑐𝑐
𝑥𝑥

+ 𝑑𝑑� 𝑑𝑑𝑥𝑥 

 
Integralkan kedua ruas persamaan ini diperoleh 
penyelesaian umum, 

𝑎𝑎 ln 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏𝑦𝑦 = −𝑐𝑐 ln 𝑥𝑥 + 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑘𝑘 
ln 𝑦𝑦𝑎𝑎 + ln 𝑥𝑥𝑐𝑐 = 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑘𝑘 

𝑦𝑦𝑎𝑎𝑥𝑥𝑐𝑐 = 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑦𝑦+𝑑𝑑𝑥𝑥+𝑘𝑘  
𝑦𝑦𝑎𝑎

𝑒𝑒𝑏𝑏𝑦𝑦
∙ 𝑥𝑥

𝑐𝑐

𝑒𝑒𝑑𝑑𝑥𝑥
= 𝐾𝐾 (3) 

dimana 𝐾𝐾 = 𝑒𝑒𝑘𝑘  dan 𝑘𝑘 merupakan konstanta sembarang. 
Persamaan (4.3) merupakan persamaan trayektori pada 
bidang-𝑥𝑥𝑦𝑦. 

Dapat di lihat bahwa bila 𝐾𝐾 > 0, trayektori (3) 
merupakan kurva tertutup, dan karena itu tiap 
penyelesaian (𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡)) dari (2) dengan nilai awal 
(𝑥𝑥(0),𝑦𝑦(0)) dalam kuadran pertama merupakan fungsi 
dari waktu yang periodik. Jika 𝑇𝑇 merupakan periode dari 
penyelesaian 𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡), yaitu jika (𝑥𝑥(𝑡𝑡 + 𝑇𝑇),𝑦𝑦(𝑡𝑡 +
𝑇𝑇)=𝑥𝑥𝑡𝑡,𝑦𝑦(𝑡𝑡) untuk semua 𝑡𝑡≥0, maka nilai rata-rata dari 
populasi 𝑥𝑥(𝑡𝑡) dan 𝑦𝑦(𝑡𝑡) adalah: 

�̅�𝑥 =
1
𝑇𝑇
� 𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇

0
, 𝑦𝑦� =

1
𝑇𝑇
� 𝑦𝑦(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇

0
 

Untuk menentukan nilai integral ini dapat diturunkan 
langsung dari sistem (2) tanpa mengetahu solusi eksplisit.  
 
Dalam hal ini 

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

= −𝑐𝑐𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑦𝑦 
𝑑𝑑𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑡𝑡⁄
𝑦𝑦

= −𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑥𝑥 

Integralkan kedua ruas dari 0 sampai dengan 𝑇𝑇, 

�
1

𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑦𝑦 = � (−𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 𝑥𝑥(𝑡𝑡))

𝑇𝑇

0
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑇𝑇

0
 

ln 𝑦𝑦(𝑇𝑇) − ln𝑦𝑦(0) = −𝑐𝑐 𝑇𝑇 + 𝑑𝑑� 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇

0
 

Karena 𝑦𝑦(𝑇𝑇) = 0 maka, 

−𝑐𝑐 𝑇𝑇 + 𝑑𝑑� 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇

0
= 0 

atau 
1
𝑇𝑇
� 𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑇𝑇

0
=
𝑐𝑐
𝑑𝑑

 

Dengan demikian 
�̅�𝑥 = 𝑐𝑐

𝑑𝑑
 (4) 

Dengan cara yang sama akan diperoleh 
𝑦𝑦� = 𝑎𝑎

𝑏𝑏
 (5) 

 
Dari persamaan (4) dan (5) dapatlah dibuat ramalan 

yang menarik bahwa ukuran rata-rata dari dua populasi 
𝑥𝑥(𝑡𝑡) dan 𝑦𝑦(𝑡𝑡) yang berinteraksi sesuai dengan model 
matematika yang digambarkan pada sistem (2) akan tepat 
mempunyai nilai seimbang pada 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐/𝑑𝑑  dan 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎/𝑏𝑏. 

Misal populasi mangsa 𝑥𝑥(𝑡𝑡) berkurang dalam 
jumlah yang sedang, maka populasi mangsa dan 
pemangsa akan berkurang jumlahnya pada laju, 
katakanlah 𝜖𝜖𝑥𝑥(𝑡𝑡) dan 𝜖𝜖𝑦𝑦(𝑡𝑡), dimana 𝜖𝜖 adalah laju 
pengurangan populasi. Sehingga sistem menjadi 

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑎𝑎𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝜖𝜖𝑥𝑥 
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

= −𝑐𝑐𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝜖𝜖𝑦𝑦 
atau  

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= (𝑎𝑎 − 𝜖𝜖)𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑦𝑦 
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

= −(𝑐𝑐 + 𝜖𝜖)𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑦𝑦  (6) 
 

Dengan menerapkan sistem (6) dapat ditentukan 
bahwa rata-rata populasi mangsa dan pemangsa setelah 
adanya pengurangan masing-masing adalah 

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

=
𝑐𝑐 + 𝜖𝜖
𝑑𝑑

 
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

=
𝑎𝑎 − 𝜖𝜖
𝑏𝑏

 
Dengan kata lain rata-rata populasi mangsa akan lebih 
besar sedikit dari rata-rata sebelum adanya pengurangan 
sedangkan rata_rata populasi pemangsa sedikit lebih kecil 
dari rata-rata sebelumnya. 
 
Contoh: 
Model yang digunakan adalah: 
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 0,2𝑥𝑥 − 0,005𝑥𝑥𝑦𝑦 
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

= −0,5𝑦𝑦 + 0,01𝑥𝑥𝑦𝑦  (7) 
dimana 𝑥𝑥(0) = 𝑥𝑥0, 𝑦𝑦(0) = 𝑦𝑦0, semuanya konstanta 
positif. 
 
Titik kesetimbangan dari sistem (7) diperoleh bila 

0,2𝑥𝑥 − 0,005𝑥𝑥𝑦𝑦 = 0 
−0,5𝑦𝑦 + 0,01𝑥𝑥𝑦𝑦 = 0 

sehingga sistem (7) akan memiliki titik tetap di (0,0) dan 
(50,40). 

Dengan melakukan pelinearan terhadap sistem (7) 
yakni melalui ekspansi Taylor disekitar titik tetap, 
diperoleh matriks Jacobian untuk persamaan tersebut 
sebagai berikut: 
 

𝐽𝐽 = �0,2 − 0,005𝑦𝑦 −0,005𝑥𝑥
0,01𝑦𝑦 −0,5 + 0,01𝑥𝑥� 

 
Selanjutnya, dengan menggunakan analisis linearnya 
diperoleh, bahwa pada: 

Titik Tetap (0,0) 

Matriks Jacobian 𝐽𝐽(0,0) = �0,2 0
0 −0,5� 

Perilaku dinamik untuk sistem (7) dapat 
diidentifikasi secara lengkap oleh nilai eigen dari matriks 
𝐽𝐽(0,0), yaitu: 

|𝜆𝜆𝜆𝜆 − 𝐽𝐽| = 0 

�𝜆𝜆 − 0,2 0
0 𝜆𝜆 + 0,5� = 0 

(𝜆𝜆 − 0,2)(𝜆𝜆 + 0,5) = 0 
sehingga nilai eigen untuk matriks tersebut yaitu 𝜆𝜆1 = 0,2 
dan 𝜆𝜆2 = −0,5. Dengan demikian berdasarkan kajian 
terhadap nilai eigen kestabilan dari sistem adalah 𝜆𝜆1 > 0 
dan 𝜆𝜆2 < 0, sehingga titik tetap ini bersifat sadel atau 
tidak stabil. 

Trayektori dan titik tetapnya dapat dilihat pada 
Gambar 3. Selanjutnya Gambar 4 merupakan 
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penyelesaian dari model dengan nilai awal 𝑥𝑥(0) = 1 dan 
𝑦𝑦(0) = 1. 

 
Gambar 3. Trayektori dan titik tetap. 

 

 
Gambar 4. Penyelesaian model dengan nilai awal 

𝑥𝑥(0) = 1 dan 𝑦𝑦(0) = 1. 
 

Jelas bahwa berdasarkan Gambar (3), 𝑡𝑡 → ∞ dan 
setiap trayektori akan menuju titik tetap (0,0) dan akan 
menyinggung sumbu-𝑥𝑥 dan sumbu-𝑦𝑦. 

Titik Tetap (50,40) 

Matriks Jacobian 𝐽𝐽(50,40) = � 0 −0,25
0,4 0 � 

Perilaku dinamik untuk sistem (7) dapat 
diidentifikasi secara lengkap oleh nilai eigen dari matriks 
𝐽𝐽50,40, yaitu: 

|𝜆𝜆𝜆𝜆 − 𝐽𝐽| = 0 

� 𝜆𝜆 0,25
−0,4 𝜆𝜆 � = 0 

𝜆𝜆2 − (0,25)(−0,4) = 0 
Yang akan memberikan nilai eigen, 

𝜆𝜆± = ±𝑖𝑖�0,1 
Jadi nilai-nilai eigennya adalah imajiner murni, dan 

akan memberikan pusat pada titik (50,40). Dengan 
demikian berdasarkan kajian terhadap nilai eigen 
kestabilan dari sistem adalah 𝜆𝜆1 dan 𝜆𝜆2 kompleks murni, 
sehingga titik tetap ini disebut pusat. 

Trayektori dan titik tetapnya dapat dilihat pada 
Gambar 5. Selanjutnya Gambar 6 merupakan 
penyelesaian dari model dengan nilai awal 𝑥𝑥(0) = 70 dan 
𝑦𝑦(0) = 40. 

 
Gambar 5. Trayektori dan titik tetap. 

 
Gambar 6. Penyelesaian model dengan nilai awal 

𝑥𝑥(0) = 70 dan 𝑦𝑦(0) = 40. 
 

Berdasarkan Gambar 6 maka trayektorinya tertutup, 
sehingga hubungan antara pemangsa dan mangsa dapat 
dilihat pada gambar berikut: 

 
Gambar 7. Hubungan antara mangsa dan pemangsa. 

 
(I) Pemangsa menurun karena kelangkaan mangsa dan 

mangsa naik akibat kelangkaan pemangsa. 
(II) Kenaikan populasi mangsa sesuai dengan penurunan 

populasi pemangsa. 
(III) Pemangsa naik sesuai dengan penurunan populasi 

mangsa. 
(IV) Sebagai akibat kelangkaan mangsa, baik mangsa 

maupun pemangsa menurun. 
 
 

KESIMPULAN 
 

Dari hasil pembahasan dan uraian pada Bab-bab 
sebelumnnya, maka dapatv diambil kesimpulan, antara 
lain sebagai berikut: 
 
1. Laju populasi untuk dua jenis spesies Predator-Prey 

yang bersaing dalam satu ekosistem dapat dimodelkan 
secara matematik ke dalam bentuk persamaan 
diferensial, sehingga dari persamaan menggambarkan 
laju kedua populasi tersebut seimbang. 
 

2. Model Predator-Prey  𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑎𝑎𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑦𝑦 dan  𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

=
−𝑐𝑐𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑦𝑦 yang diberikan akan mancapai solusi 
keseimbangan jika 𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 0, 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 0 dan 𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐

𝑑𝑑
, 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎
𝑏𝑏
. Dengan melakukan analisis terhadap bidang 

fase, pada suatu saat kedua spesies yang bersaing 
mengalami beberapa keadaan naik turun popoulasi 
atau kepadatannya, dan ada saatnya juga kedua spesies 
yang bersaing itu dalam keadaan seimbang, dimana 
pupalasi kedua spesies tersebut mengalami penurunan 
hingga menuju titik keseimbangan. 
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ABSTRACT 

Multiple regression analysis as a statistical technique that can be used to analyze the 

relationship between a single dependent (respon) variable and several independent 

(peredictor) variables. Application for this analysis to be done specially in social economic.  

HBAT is a manufacture of paper products.  Surveys of HBAT customer will be used to 

application multiple regression analysis in this paper to explain relationship satisfication 

between the other variables. Methods to selective entering and deleting among these 

variables until some overall criterion measure is achived. Objective methods for selecting 

variables that maximizes the prediction while employing the smallest number of variables. 

Results is the best model from multiple regression analysis is Y = -1.15106 + 0.36900 X6 - 

0.41714 X7 + 0.31896 X9 + 0.17435 X11 + 0.77513 X12, means that customer satisfaction 

is significantly influenced by the complaint resolution, product quality, salesforce image, e-

commerce activities, and product line. Besides that the assumptions in multiple regression 

analysis are met. SAS software has facility more complete than SPSS, Minitab, and R. 

 

Keywords: multiple regression analysis HBAT, stepwise, Corellation, SAS, SPSS, Minitab, R 

 

PENDAHULUAN 

 

HBAT merupakan perusahaan yag bergerak di 

bidang industri khususnya untuk produksi  produk kertas. 

Data HBAT dipakai sebagai data sekunder dalam 

menjelaskan dan mengilustrasikan beberapa teknik 

analisis multivariat. Semua data yang ada dalam data 

HBAT merupakan data hasil survey terhadap pelanggan 

HBAT yang kemudian dikelola oleh sebuah perusahaan 

riset unggulan. Beberapa teknik analisis multivariat yang 

menggunakan data HBAT antara lain, Analisis Faktor, 

Analisis Diskriminan, dan juga beberapa metode Analisis 

Regresi. Khusus untuk metode Analisis Regresi biasanya 

untuk model persamaan regresi linear berganda, 

umumnya penelitian difokuskan mengenai pemilihan 

model regresi terbaik, dimana prosedur ini 

memungkinkan penentuan peubah atau variabel yang 

akan dimasukkan ke dalam regresi. Adapun tujuan 

pemilihan model regresi terbaik biasanya untuk 

kepentingan peramalan dan mencegah pengeluaran biaya 

yang tinggi dalam memperoleh informasi dari peubah 

atau variabel mengingat aplikasi analisis regresi telah 

banyak dipakai dalam dunia bisnis dan marketing. 

Pemilihan model regresi terbaik dalam ilmu statistika 

yang umumnya sering digunakan, antara lain metode 

regresi Backward, metode Regresi Forward, dan Metode 

Regresi Stepwise.  

Penelitian regresi linier berganda untuk kepentingan 

peramalan telah banyak dilakukan antara lain, Supriyono 

(2007) membandingkan logika fuzzy dengan regresi 

berganda sebagai alat peramalan, Pujiati (2005) 

melakukan analisis regresi berganda untuk mengetahui 

hubungan antara beberapa aktifitas promosi dengan 

penjualan produk. Berdasarkan penelitian yang telah 

dilakukan oleh Pujiati, agar model yang diperoleh dapat 

mudah diinterpretasikan, sebaiknya pada saat analisa/ 

interpretasinya dikembalikan pada nilai sebenarnya. 

Namun kelemahan dari penelitian ini adalah belum 

disimpulkan apakah model regresi yang didapat adalah 

model terbaik untuk kasus diatas.  

Tertarik dengan penelitian Pujiati, maka untuk 

menjawab kelemahannya dalam penulisan ini akan 

digunakan metode pemilihan model regresi terbaik yaitu, 

metode Stepwise. Adapun pemilihan metode Stepwise 

karena dapat menyelesaikan masalah regresi yang 

variabel prediktornya saling berkorelasi. Selain itu, 

 



16 

 

 Kondo Lembang 

Barekeng Vol. 5 No.1 Hal 15 – 20 (2011) 

pemecahannya akan dianalisis dengan empat software 

antara lain SPSS, Minitab, R, dan SAS. Tujuan dari 

penulisan ini adalah mendapatkan model regresi terbaik 

dari data HBAT dengan  prosedur Stepwise. Penelitian ini 

diharapkan dapat digunakan sebagai informasi analisa 

data bagi perusahaan yang bergerak di  bidang bisnis dan 

marketing untuk meningkatkan usaha dan bagi pemerhati 

statistik dalam memperdalam konsep analisis regresi 

linier berganda khususnya untuk pemilihan model regresi 

terbaik. 

 

 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Analisis Regresi Linier Berganda adalah suatu 

metode statistik umum yang digunakan untuk meneliti 

hubungan antara satu variabel dependen (Y) dengan 

beberapa variabel independen (X1, X2,...,XK) (Drapper 

and Smith, 1992; Hair, Black, Babin, Anderson,&Tatham, 

2006, P.176; Cohen, Cohen, West, and Aiken, 2003; 

Johnson, R.A. and Wichern, D.W, 2002). Tujuan analisis 

regresi berganda adalah menggunakan nilai-nilai variabel 

dependen yang diketahui, untuk meramalkan nilai 

variabel dependen. Persamaan umum dari regresi linier 

beganda adalah 

Y=β +β X +β X +L+β X +ε
0 1 1 2 2 k k

 

dengan  Y  = variabel dependen yang diprediksi 

             β ,β ,β , ,β
0 1 2 k

= parameter 

             X ,X ,L,X
1 2 k

 = variabel independen 

Jika terdapat variabel dependen Y yang dipenuhi 

oleh sekumpulan variabel X, maka agar bermanfaat ingin 

dimasukkan sebanyak mungkin variabel X sehingga 

didapatkan keterhandalan yang tinggi, tetapi untuk 

kepentingan monitoring seringkali lebih diharapkan 

jumlah X yang kecil, sehingga komprominya adalah 

dipilih persamaan regresi terbaik. Adapun prinsip 

persamaan regresi terbaik adalah 

 semua variabel independen yang masuk signifikan 

 menghasilkan koefisien determinasi yang tinggi 

 MS residualnya kecil 

 Memakai konsep parsimony 

Metode pencarian secara berurutan (sequential 

search) merupakan suatu metode untuk mengestimasi 

persamaan regresi dengan mempertimbangkan variabel-

variabel yang sudah didefinisikan oleh peneliti dan secara 

selektif menambah dan mengurangi diantara variabel-

variabel tersebut sampai semua kriteria terpenuhi. Ada 

dua pendekatan dalam metode ini yaitu estimasi stepwise 

dan penambahan forward dan eliminasi backward. 

Metode estimasi stepwise dilakukan dengan memasukkan 

variabel independen yang mempunyai konstribusi terbesar 

terhadap variabel dependen, hal ini dilakukan secara terus 

menerus sampai semua varibel independen yang 

mempunyai konstribusi signifikan (Brown, 1993; Kokaly 

and Clark, 1999; Nielsen, Stapelfeldt, and Skibsted, 1997; 

Sun, Zhao, and Yan, 1995; Wilkinson, 1979). Tujuan 

dilakukan metode ini untuk mencari model regresi 

terbaik. 

 

 

METODOLOGI PENELITIAN 

 

Data yang digunakan pada penelitian ini adalah data 

sekunder mengenai hasil survey konsumen HBAT yaitu 

perusahaan penghasil kertas (Hair dkk, 2006). Banyaknya 

konsumen atau perusahaan yang disurvey dalam data ini 

adalah 100 perusahaan dengan variabel sebanyak 18. 

Penelitian ini hanya menggunakan 13 variabel prediktor 

dan satu variabel respon. Adapun variabel yang 

digunakan adalah  

Variabel respon 

Y = kepuasan pelanggan  

Variabel prediktor 

X6 = Kualitas produk 

X7 = Aktivitas E-commerce 

X8 = penunjang tehnik (technical support) 

X9 = Tanggapan terhadap complain 

X10 = periklanan 

X11 = product line 

X12 = image dari sales 

X13 = kompetisi harga 

X14 = Garansi dan klaim 

X15 = produk baru 

X16 = pemesanan dan pembayaran 

X17 = harga yang fleksibel 

X18 = kecepatan pengiriman 

Analisis yang akan dilakukan pada data penelitian 

tersebut adalah regresi linear berganda dengan tujuan 

untuk mengetahui model terbaik antara satu variabel 

respon dan 13 variabel prediktor dengan menggunakan 

metode stepwise. Analisis dilakukan dengan 

menggunakan 4 software yaitu SPSS (Ho, 2006, PP 195 – 

201), MINITAB, SAS (Khattre and Naik, 1999; 

Schlotzhauer and Littell 1997) dan R (Braun and 

Murdoch,  2007). 

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Analisis data dilakukan dengan menggunakan enam 

langkah dalam membangun model pada analisis 

multivariat (Hair dkk, 2006). Langkah awal sebelum 

melakukan regresi linear berganda terlebih dahulu 

dilakukan pengujian untuk mengetahui layak atau 

tidaknya suatu penelitian dianalisis dengan menggunakan 

analisis ini. Pengujian awal yang digunakan adalah 

melihat apakah ada korelasi antara variabel respon dan 

setiap variabel prediktor. Scatter plot antara variabel 

respon dan variabel prediktor merupakan salah satu alat 

yang dapat digunakan untuk melihat apakah ada korelasi 

yang signifikan antara variabel-variabel dalam plot. 

Secara visual plot antara variabel respon dengan masing-

masing variabel prediktor dapat dilihat pada Gambar 1.  

Ada hubungan antara variabel respon dengan 

masing-masing variabel prediktor, akan tetapi ada 

beberapa variabel prediktor yang terlihat tidak berkorelasi 

dengan variabel respon diantaranya X8, X14, X15 dan 

X17, hal ini dapat dilihat dari bentuk scatter plot yang 

tidak menunjukkan trend naik atau turun, akan tetapi 

menyebar secara random. Berdasarkan pengujian ini 

maka analisis data pada penelitian ini dapat menggunakan 

analisis regresi berganda. Disamping itu, korelasi antar 
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variabel prediktor menunjukkan bahwa ada 

multikolinearitas sehingga pada analisis selanjutnya akan 

di seleksi variabel-variabel prediktor yang secara 

signifikan memberikan konstribusi terhadap variabel 

responden. 

 

 
Gambar 1 Scatter plot antara variabel respon dan 

setiap variabel prediktor 

 

Langkah selanjutnya memodelkan antara variabel 

respon (X19) dan variabel prediktor (X6, X7, X8, X9, 

X10, X11, X12, X13, X14, X15, X16, X17, dan X18) 

dengan menggunakan metode stepwise. Metode ini 

dilakukan dengan seleksi jika   0,05 maka variabel 

prediktor masuk dalam model dan variabel akan 

dikeluarkan dari model jika   0,1. Nilai  adalah nilai 

probailitas dari pengujian korelasi parsial antara variabel 

respon dengan masing-masing dari variabel prediktor. 

Adapun hasil analisis dengan menggunakan metode 

stepwise dapat dirinci dalam beberapa tahap berikut : 

 

Tabel 1. Hasil dari tahap 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tahap 1: Melihat nilai korelasi terbesar antara variabel 

respon dengan masing-masing variabel prediktor dalam 

model, didapatkan nilai korelasi terbesar antara X19 

dengan X9 yaitu 0,603 sehingga X9 dimasukkan dalam 

model. Selanjutnya, memodelkan X19 dengan X9 untuk 

mengetahui apakah X9 layak masuk dalam model dengan 

melakukan pengujian-pengujian yang diperlukan. 

Berdasarkan output komputer maka X9 layak masuk 

dalam model karena koefisien regresi () signifikan pada 

 = 0,05 dengan pengujian secara individu dan serentak. 

Hasil lebih lengkap dapat dilihat pada Tabel  

 

Tahap 2 : Melihat nilai korelasi parsial antara model pada 

tahap 1 dengan masing-masing variabel prediktor yang 

lain, didapatkan nilai korelasi parsial terbesar dengan X6 

yaitu 0,532 sehingga X6 dimasukkan dalam model. 

Selanjutnya, memodelkan X19 dengan X9 dan X6 untuk 

mengetahui apakah X9 dan X6 layak masuk dalam model 

dengan melakukan pengujian-pengujian yang diperlukan. 

Berdasarkan output komputer maka X9 dan X6 layak 

masuk dalam model karena koefisien regresi () 

signifikan pada  = 0,05 dengan pengujian secara 

individu dan serentak serta nilai R
2
 dari model sebesar 

0,544. Secara leih lengkap dapat dilihat pada Tabel 2 

 

Tabel 2. Hasil dari Tahap 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tahap 3 : Melihat nilai korelasi parsial antara model pada 

tahap 2 dengan masing-masing variabel prediktor yang 

lain, didapatkan nilai korelasi parsial terbesar dengan X12 

yaitu 0,676 sehingga X12 dimasukkan dalam model. 

Selanjutnya, memodelkan X19 dengan X9, X6 dan X12 

untuk mengetahui apakah X9, X6 dan X12 layak masuk 

dalam model dengan melakukan pengujian-pengujian 

yang diperlukan. Berdasarkan output komputer maka X9, 

X6 dan X12 layak masuk dalam model karena koefisien 

regresi () signifikan pada  = 0,05 dengan pengujian 

secara individu dan serentak serta nilai R
2
 dari model 

sebesar 0,753. Tabel 3 merupakan hasil lengkap tahap 3 
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Tabel 3. Hasil dari Tahap 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabel 4. Hasil dari Tahap 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tahap 4 : Melihat nilai korelasi parsial antara model pada 

tahap 3 dengan masing-masing variabel prediktor yang 

lain, didapatkan nilai korelasi parsial terbesar dengan X7 

yaitu -0,284 sehingga X7 dimasukkan dalam model. 

Selanjutnya, memodelkan X19 dengan X9, X6, X12 dan 

X7 untuk mengetahui apakah X9, X6, X12, dan X7 layak 

masuk dalam model dengan melakukan pengujian-

pengujian yang diperlukan. Berdasarkan output komputer 

maka X9, X6, X12 dan X7 layak masuk dalam model 

karena koefisien regresi () signifikan pada  = 0,05 

dengan pengujian secara individu dan serentak serta nilai 

R
2
 dari model sebesar 0,773. Selengkapnya pada Tabel 4. 

 

Tahap 5 : Melihat nilai korelasi parsial antara model pada 

tahap 4 dengan masing-masing variabel prediktor yang 

lain, didapatkan nilai korelasi parsial terbesar dengan X11 

yaitu -0,284 sehingga X11 dimasukkan dalam model. 

Selanjutnya, memodelkan X19 dengan X9, X6, X12, X7 

dan X11 untuk mengetahui apakah X9, X6, X12, X7 dan 

X11 layak masuk dalam model dengan melakukan 

pengujian-pengujian yang diperlukan. Berdasarkan output 

komputer maka X9, X6, X12, X7 dan X11 layak masuk 

dalam model karena koefisien regresi () signifikan pada 

 = 0,05 dengan pengujian secara individu dan serentak 

serta nilai R
2
 dari model sebesar 0,791. Hasil lengkap 

pada Tabel 5. 

 

Tabel 5. Hasil dari Tahap 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tahap 6 : Melihat nilai korelasi parsial antara model pada 

tahap 5 dengan masing-masing variabel prediktor yang 

lain, didapatkan nilai korelasi parsial terbesar dengan X16 

yaitu 0,176 sehingga X16 dimasukkan dalam model. 

Selanjutnya, memodelkan X19 dengan X9, X6, X12, X7, 

X11 dan X16 untuk mengetahui apakah X9, X6, X12, X7, 

X11 dan X16 layak masuk dalam model dengan 

melakukan pengujian-pengujian yang diperlukan. 

Berdasarkan output komputer maka X16 tidak layak 
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masuk dalam model karena koefisien regresi () tidak 

signifikan pada  = 0,05 dengan pengujian secara 

individu walaupun pengujian secara serentak signifikan 

sehingga proses seleksi stepwise dihentikan dan variabel 

prediktor yang masuk dalam model adalah yaitu X9, X6, 

X12, X7 dan X11. 

Berdasarkan hasil analisis regresi dengan metode 

stepwise didapatkan model terbaik yaitu Y = -1.15106 + 

0.36900 X6 - 0.41714 X7 + 0.31896 X9 + 0.17435 X11 + 

0.77513 X12. Model tersebut menunjukkan bahwa 

kepuasan mempunyai hubungan yang positif dengan 

variabel prediktor hal ini terlihat dari nilai koefisien yang 

positif kecuali X7 (aktivitas e-commerce). Aktifitas E-

commerce (X7) mempunyai nilai korelasi positif dengan 

kepuasan ketika dilakukan secara individu, akan tetapi 

dalam model terlihat negatif hal ini berarti bahwa X7 

berhubungan dengan variabel prediktor yang lain. Bukti 

adanya hubungan yang signifikan antara X7 dengan 

variabel yang lain adalah nilai korelasi antara X7 dan X12 

cukup signifikan yaitu sebesar 0,792. 

Langkah selanjutnya dilakukan pengujian terhadap 

residual untuk mengatahui apakah model yang didapatkan 

layak untuk digunakan memprediksi dan menggambarkan 

data. Ada beberapa asumsi klasik dalam regresi linear 

yang harus dipenuhi diantaranya : 

(1) Fenomena yang diukur adalah linear 

Uji linearity dapat dilakukan dengan erbagai cara 

diantaranya dengan melihat plot antara residual dengan 

prediksi (fit). Kelinearan terlihat jika grafik terlihat seperti 

garis lurus dan tidak membuat pola seperti bentuk 

kuadaratik ataupun kubik. Gambar 2 menunjukkan bahwa 

plot menyerupai garis lurus sehingga model regresi yang 

didapatkan adalah linear. Disamping itu juga dilihat plot 

antara variabel respon dengan variabel  prediktor yang 

diduga berpengaruh secara parsial. Berdasarkan Gambar 1 

terlihat bahwa plot tersebut menyerupai garis lurus, 

sehingga dapat dikatakan bahwa fenomena yang diukur 

sudah linear. 

(2) Residual homogen dalam varian  

Uji homogenitas varian juga dapat dilihat dari plot antara 

rasidual dan prediksi. Homogenitas varian terlihat jika 

tidak terdapat pola bertambah atau berkurangnya residual 

pada plot yang didapatkan. Gambar 2 menunjukkan 

bahwa tidak terdapat pola tersebut maka dapat dikatakan 

bahwa asumsi kedua terpenuhi yaitu homogen dalam 

varian. 

(3) Residual independen 

Uji independen dilakukan dengan melihat plot antara 

residual dengan waktu (urutan oservasi). Hal ini 

dilakukan dengan pertimbangan bahwa jika terdapat trend 

atau pola antara residual dengan waktu maka residual 

tidak independen atau tergantung dengan waktu 

sebelumnya atau dalam beberapa literatur disebut 

autokorelasi. hasil plot ini dapat dilihat pada Gambar 2 

yang menunjukan bahwa tidak terdapat trend pada grafik 

tersebut sehingga residual sudah independen. 

(4) Residual berdistribusi normal 

Distribusi normal dari suatu data dapat diketahui dengan 

melakukan uji kolmogorov smirnov dan melihat normal 

probability plot. Selain itu juga dapat dilihat dari 

histogram data tersebut. Gambar 2 menunjukkan bahwa 

residual sudah berdistribusi normal berdasarkan plot yang 

didapat yaitu mendekati garis lurus. Disamping itu juga 

terlihat bahwa histogram dari residual menyerupai bentuk 

lonceng. 

 

Tabel 6. Perbedaan Fasilitas dari 4 Software yang 

digunakan 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Setelah melakukan analisis dengan 4 software maka 

tidak ada perbedaan dalam output yang dihasilkan. Ada 

beberapa peredaan fasilitas yang dipunyai masing–masing 

software yang digunakan diantaranya dapat dilihat dalam 

Tabel 6. 
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Gambar 2. Plot-plot Residual dari Variabel Respon 

 

 

KESIMPULAN 

 

Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan maka 

dapat disimpulkan bahwa model terbaik dari penelitian 

yang dilakukan adalah Y = -1.15106 + 0.36900 X6 - 

0.41714 X7 + 0.31896 X9 + 0.17435 X11 + 0.77513 X12 

yang artinya bahwa kepuasan pelanggan secara signifikan 

dipengaruhi oleh tanggapan terhadap komplain, kualitas 

produk, image dari sales aktivitas e-commerce, dan 

product line. Hal ini dikuatkan dengan terpenuhinya 

asumsi-asumsi yang diperlukan dalam analisis regresi. 

Disamping itu, berdasarkan perbedaan software yang 

digunakan secara umum mengeluarkan hasil yang sama 

dengan metode yang sama. Penulis menyarankan untuk 

menggunakan software SAS karena dalam fasilitas yang 

lain lebih lengkap dibandingkan dengan software yang 

lain. 
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SIFAT-SIFAT SPEKTRAL DAN STRUKTUR KOMBINATORIK PADA SISTEM POSITIF 2D 

(On the Spectral and Combinatorial Structure Of 2D Positive Systems) 
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ABSTRACT 

 

The dynamics of a 2D positive system depends on the pair of nonnegative square matrices that 

provide the updating of its local states. In this paper, several spectral properties, like finite 

memory, separablility and property L, which depend on the characteristic polynomial of the 

pair, are investigated under the nonnegativity constraint and in connection with the 

combinatorial structure of  the matrices. 

Some aspects of the Perron-Frobenius theory are extended to the 2D case; in particular, 

conditions are provided guaranteeing the existence of a common maximal eigenvector for two 

nonnegative matrices with irreducible sum. Finally, some results on 2D positive realizations 

are presented. 

 

Keywords: Finite Memory, 2D positive system, Separability, property L, Spectral properties 

 

PENDAHULUAN 

 

Sistem diskrit satu dimensi (1D) 

,2,1,0)()()(

)()()1(





hhJuhHxhy

hCuhAxhx
 (1)       

 

adalah positif jika bagian masukan (input) dan keluaran 

(output) selalu bernilai tak-negatif. Sistem-sistem positif 

seringkali muncul karena variabel internal dan variabel 

eksternal, menunjukkan kuantitas sistem-sistem real, 

seperti tekanan, kosentrasi, tingkat populasi penduduk di 

suatu negara atau hewan di alam dan sebagainya.  

Suatu penjelasan hampir lengkap dari sifat dinamis 

sistem diskrit telah disajikan dalam teorema Perron-

Frobenius yang hubungannya dengan spektral dan 

struktur kombinatorik matriks-matriks tak-negatif. 

Beberapa masalah baru muncul dalam konteks teori 

sistem, mendorong penelitian dan membuka pandangan 

baru atas lapangan matriks-matriks positif. Beberapa 

menyebutkan yang berhubungan dengan  reabilitas dan 

analisis keterobservasian yang menyatakan ruang bagian 

(state space) sistem-sistem positif 1D. 

Sistem-sistem linear yang berkaitan dengan dua 

variabel diskrit atau sistem dua dimensi (2D) terbit dalam 

literatur hampir dua puluh tahun yang lalu, para ahli mulai 

dengan menyelidiki struktur rekursif untuk proses data 

dua dimensi. Proses tersebut dilakukan menggunakan 

algoritma diskripsi masukan-keluaran lewat rasio 

polinomial dalam dua indeterminate. Ide baru yang 

bersumber dari penelitian sistem-sistem 2D terus 

dilakukan dengan mengingat algoritma-algoritma tersebut 

sebagai penyajian eksternal sistem-sistem dinamik, karena 

itu sistem 2D ),,,,,( JHDCBA , diberikan oleh 

persamaan (2). 

( 1, 1) ( , 1) ( 1, )

( , 1) ( 1, )

( , ) ( , ) ( , )

x h k Ax h k Bx h k

Cu h k Du h k

y h k Hx h k Ju h k

     

   

 

  (2)           

dimana R),( khu  masukan, R),( khy  keluaran, 

Z, kh , 
nn

BA


R, , 
1

R,



n

DC , 
n

JH



1

R,  dan 

n
khx R),(   merupakan ruang bagian lokal (local state 

space). (model Fornasini-Marchesini, 1976). Bentuk lain 

di luar persamaan di atas  dikenal dalam model Givone-

Roesser 1972, model Attasi 1973, model Roesser 1975 

dan model Sontag 1978. 

Para ahli mengaplikasikan untuk memproses data 

dua dimensi dalam berbagai bidang seperti Ilmu Gempa 

Bumi (Seismologi), peningkatan bayangan sinar X, 

bayangan baur, proses gambar digital dan sebagainya. 

Konstribusi lain dapat dijumpai pada model populasi 

sungai (Fornasini 1991), diambil sebagai contoh untuk 

batasan tak-negatif dalam persamaan (2) dan diskritisasi 

persamaan diferensial parsial dari penyerapan gas dan 

aliran air panas (Marszalek, 1984). 
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Matakupan 

Sistem positif 2D adalah suatu model bagian yang 

mengambil variabel-variabel bernilai positif. Disini akan 

dibatasi untuk bagian unforced  pada sistem 2D (2) seperti 

yang diberikan persamaan : 

),(),(

),1()1,()1,1(

khHxkhy

khBxkhAxkhx




 (3) 

dimana barisan pasangan kembar indeks bagian lokal 

(local state) ),( x  diambil dalam daerah positif 

},,2,1,0R{R niix
n

x
n 

 dengan Z, kh  

sedangkan A dan B matriks-matriks tak-negatif berukuran 

nn . Kondisi awal (initial condition) ditetapkan oleh 

nilai-nilai tak-negatif dari bagian lokal pada himpunan 

terpisah (separation set) }),{(0C ziii  . Pilihan 

berbeda untuk kondisi awal dapat dianggap pada batas 

}0),0{(}0)0,{(  jjiiS  

 

 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Sistem linear diskrit 2D dalam bentuk (2) disusun 

oleh matematikawan Italy, Ettore Fornasini dan Giovanni 

Marchesini (1978) dengan artikel: State-Space 

Realization Theory of Two-Dimensional Filters, 

sedangkan sistem finite memory untuk sistem positif 2D 

diperkenalkan oleh Bisiacco (1985) dengan menyebutkan 

polinomial karakteristik 1)2,1(,  zzBA , berlaku untuk 

setiap 
1z

 dan 
2z . Pengertian lain untuk menyebutkan 

sistem (2) sebagai sistem separable, yaitu jika dapat 

ditulis polinomial karakteristik sebagai 

)2).(1()2,1(, zzrzzBA  , dikemukakan oleh Ettore 

Fornasini dan Giovanni Marchesini (1993).  

Selanjutnya dengan merujuk pada artikel Pairs of 

Matrices with Property L oleh Motzkin dan Taussky 

(1952), yang telah mendefinisikan pasangan matriks 

),( BA  ke dalam sifat-sifat L, kemudian dengan artikel 

dari Ettore Fornasini dan Maria Elena Valcher (1996), 

dengan dukungan beberapa litelatur menyusun sifat-sifat 

spektral dan struktur kombinatorik pada sistem positif 2D. 

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

  

Sifat-sifat Spektral dan Struktur Kombinatorik pada 

Sistem Positif 2D 

Dalam proposisi berikut disajikan perkalian Hurwitz 

dan perkalian elemen-elemen dalam suatu monoid bebas 


  yang dibangun oleh A dan B. 

 

Proposisi 1 

Misalkan ),( BA  pasangan matriks tak-negatif berukuran 

nn  maka pernyataan-pernyataan berikut saling 

ekuivalen 

(i). 1)2,1(,  zzBA  

(ii). BA  nilpoten 

(iii). 
i

A ш Bj
 nilpoten untuk setiap )0,0(),( ji  

(iv). ),( BAw  nilpoten untuk setiap }1{


w  

Bukti : 

Akan dibuktikan )()( iii  .Ambil zzz  21  maka 

)det(1))(det( nIzBAnI   yaitu dipenuhi jika 

0 BA . Jadi 0)( 


BA  untuk suatu Z  atau 

BA  nilpoten terbukti. 

 

Akan dibuktikan )()( iiiii  .Untuk setiap n  

berlaku 

i
A

ji 
 ш


)( BAB

j
  

karena BA  nilpoten dan tak-negatif maka 
i

A ш

0B
j

 dimana nji   , akibatnya 
inA ш

0Bjn
. Dengan memperhatikan hubungan 

i
A(0  ш


n

B
j

)
in

A ш 0B
jn

 )0,0(),(  ji  maka 
i

A( ш

0) 
n

B
j

  atau 
i

A ш B
j

 nilpoten terbukti. 

 

Akan dibuktikan )()( iviii  .Misalkan iw 
1

 dan 

jw 
2

. Perkalian Hurwitz ke- ),( ji .  

i
A ш ),(),(

2,1
BAwBAw

jwiw
B

j



  sehingga 

i
A( ш 0)],([) 

n
BAw

n
B

j
untuk suatu Zn . Karena 

i
A ш B

j
 nilpoten atau 

i
A( ш 0) 

n
B

j
 maka 

0)],([ 
n

BAw , yaitu ),( BAw  nilpoten }1{


w  

terbukti. 

 

Kemudian, akan dibuktikan )()( iiv  . Menggunakan 

teorema Levitzki, 
),( BAw

 nilpoten maka dengan 

transformasi similaritas matriks-matriks A dan B direduksi 

ke bentuk matriks-matriks segitiga. Polinomial 

karakteristik: 



n

i
ziiBziiAzzBA 1

)211()2,1(,
.  

Ambil zzz  21 , diketahui BA  nilpoten maka 

1
1

))(1()2,1(, 



n

i
ziiBiiAzzBA

 terbukti.  

Jadi (i), (ii), (iii) dan (iv) saling ekuivalensi  

 

Definisi 2 

Suatu pasangan matriks ),( BA  berukuran nn  

dikatakan ko-gradien ke pasangan ),( BA , jika terdapat 

suatu matriks permutasi P sehingga 

AP
T

PA   dan BP
T

PB   

 

Struktur kombinatorik  sistem finite memory dari 

pasangan-pasangan matriks tak- negatif dijelaskan secara 

lengkap pada proposisi berikut ini. 
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Matakupan 

Proposisi 3 

Pasangan matriks tak-negatif ),( BA  berukuran nn  

finite memory jika dan hanya jika  ),( BA  ko-gradien 

untuk suatu matriks segitiga atas nilpoten tak-negatif. 

Bukti : 

)( Telah diketahui pada proposisi 1, jika ),( BA  finite 

memory maka )( BA   nilpoten akibatnya )( BA   

tereduksi dengan demikian terdapat matriks permutasi P 

sehingga  BAPBA
T

P  )( . Akan ditunjukkan 

bahwa  BA   matriks segitiga atas dengan diagonal 

nol. Misalkan 1  nilai karakteristik dari matriks BA  

dan R)(1 nVx   vektor karakteristik yang bersesuaian 

dengan 1  sehingga 111)( xxBA   dan 111 x
t

x . 

Anggap matriks permutasi itu sebagai 

),...,2,1(1 nxxxP   sehingga  















22)(0
11)(

1)(1 BA

BA
PBA

T
P  

dengan 01 x
t

ix , 1i . Dan seterusnya akan didapat 

1,,4,3
1,1

)( 


 nk
k

P
kk

BA
T

k
P  . 

Sekarang bila matriks ortogonal 








20

0

P

I
berukuran 

nn  sedemikian hingga  













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




20
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 























33)(00
22)(0

11)(

BA

BA

BA

 

Jika dilanjutkan diperoleh matriks permutasi   





























10

0

30

0

20

0

1
nP

I

P

I

P

I
PP   

karena BA  nilpoten maka  

























nnBA

BA

BA

PBA
T

P

)(00

22)(0

11)(

)(









     

 

 BA 





























000

00

0











 

Jadi ),( BA  ko-gradien untuk suatu matriks segitiga atas 

tak-negatif , terbukti. 

)( Dari bentuk matriks di atas maka 0)( 
n

BA  

untuk suatu Zn  atau BA  nilpoten, menurut 

proposisi 1 pasangan ),( BA  finite memory terbukti  

  

Dalam menganalisis pasangan separable tak-negatif, 

dilakukan mengikuti alur yang sama dengan finite 

memory. Suatu dekomposisi spektral separable diringkas 

sebagai berikut: 

 

Proposisi 4 

Misalkan ),( BA  pasangan matriks positif berukuran 

nn  maka pernyataan-pernyataan berikut saling 

ekuivalen 

(i). )2().1()2,1(, zszrzzBA   

(ii). ]det[].det[])(det[ BzIAzIzBAI   

(iii). 
i

A ш B
j

 nilpoten untuk setiap 0, ji  

(iv).
 

),( BAw  nilpoten untuk setiap }1{


w  

sehingga 2,10  i
i

w  

(v). Terdapat suatu matriks tak-singular 
nn

T


C  

sehingga ATTA
1ˆ 

  dan BTTB
1ˆ 

  merupakan 

matriks-matriks segitiga atas dan 0]ˆ[ 
hh

A  

sehingga berlaku 0]ˆ[ 
hh

B . 

 

Bukti : 

Akan dibuktikan )()( iii  . Jika 

)2(]2det[)2,1(,01 zsBzIzzBAz  , 

dan jika  

)1(]1det[)2,1(,02 zrAzIzzBAz  .  

Diambil zzz  21 , maka 

])(det[)2,1(, zBAIzzBA 
 

]det[].det[)2().1( BIAzIzszr 
 

 terbukti. 

Kemudian, akan dibuktikan )()( iiiii  . Dimulai dengan 

memperhatikan matriks  









B

A
M

0

0

 
]det[]det[].det[])(det[ MzIBzIAzIzBAI   

sehingga M dan BA  mempunyai polinomial 

karakteristik yang sama, akibatnya 

1))(()(  h
h

BAtr
h

Mtr  (4) 

perhatikan bahwa 
hji

h
BA


 )(

i
A ш B

j
merupakan 

linieritas dari operator trace.  

tr
hji

h
Btr

h
Atr


 )()(

i
A ш B

j
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Diketahui 
 hjiji

tr
,0,

i
A ш 10  hB

j
 sehingga 

pasangan ),( BA  tak-negatif. Akhirnya untuk h  

i
Atr ((0  ш

i
Atr

v
B

j
())  ш ) 0

jv
B   

untuk , 1; 1, 2,i j    

maka 
i

A( ш  0


B
j

 atau 
i

A ш B
j

 nilpoten untuk 

setiap 0, ji  terbukti. 

Bukti )()( iviii   mirip dengan pembuktian )()( iviii   

pada proposisi 1  terbukti. 

Akan dibuktikan )()( viv  . Karena ),( BAw  nilpoten 

}1{ w , 2,10  i
i

w  menurut proposisi 1 

pasangan matriks tak-negatif ),( BA  finite memory dan 

menurut proposisi 4 ),( BA  ko-gradien untuk suatu 

matriks segitiga terbatas ke atas, maka terdapat 
nn

T


C

sehingga ATTA
1ˆ 

  dan BTTB
1ˆ 

 dimana Â  dan 

B̂  matriks-matriks segitiga atas. Sekarang akan 

ditunjukkan 0]ˆ[0]ˆ[ 
hh

B
hh

A  menggunakan 

perluasan teorema Levitzki. Misalkan 
nn

BA


C,  dan S 

himpunan semua perkalian matriks pada semigrup 

}1
2

,1
1

,),({ 


 wwwBAwS
 

}ˆˆ.ˆ,ˆˆ.ˆ{ BBBAAA  . 

Menurut Levitzki ),( BAw  nilpoten jika dan hanya jika 

),( BA  separable dan merupakan matriks segitiga melalui 

suatu transformasi similaritas. 





n

h

j
hh

A
i

hh
A

j
B

i
AtrBAwtr

1
0)]ˆ[()]ˆ[()]ˆ.[]ˆ[()),((  (5)          

Persamaan (5) benar jika 0]ˆ[ 
hh

A  maka 0]ˆ[ 
hh

B ;

nh ,,2,1   terbukti. 

Akan dibuktikan )()( iv  . Karena Â  dan B̂  masing-

masing matriks segitiga atas maka nilai-nilai eigen 

mereka dapat di order sebagai spektra 

)0,,0,0,ˆ,,22
ˆ,11

ˆ()ˆ(  nnAAAA   

dan  

)ˆ,,1,1
ˆ,0,,0,0()ˆ( rrBnnBB    

sehingga untuk setiap C,   didapat  

))ˆ,,2,2
ˆ,1,1

ˆ,ˆ,,22
ˆ,11

ˆ()ˆˆ( rrBnnBnnBnnAAABA   

 
BA ˆ()ˆ(    

jadi Â dan B̂  mempunyai sifat L, dketahui )ˆ,ˆ( BA  

separable karena BBAA  ˆ,ˆ  maka ),( BA  separable 

terbukti. 

Dengan demikian (i), (ii), (iii), (iv) dan (v) saling 

ekuivalensi  

  

Struktur kombinatorik pasangan-pasangan matriks 

separable sangat menarik dan mudah ditentukan sebagai 

akibat lemma berikut. 

Lemma 5 

Jika 0A dan 0B  pasangan matriks separable 

berukuran nn  maka BA  tereduksi.  

 

Proposisi 6 

Pasangan matriks tak-negatif ),( BA  berukuran nn  

separable jika dan hanya jika terdapat matriks permutasi P 

sehingga AP
T

P  dan BP
T

P  terpecah ke dalam matriks 

segitiga blok  

  



























ttA

A

A

A









00

220
11

ˆ

 
 



























ttB

B

B

B









00

220
11

ˆ  (6)           

dimana 0iiA  maka 0iiB .  

Bukti : 

)(  Jika salah satu dari pasangan ),( BA  adalah matriks 

nol maka trivial. Jika pasangan ),( BA  tak-nol dan 

separable menurut lemma 5 maka BA  tereduksi se-

hingga terdapat matriks permutasi ),...,2,1(1 nxxxP  . 

Misalkan 
1  nilai karakteristik dari BA  dan 

)R(1 nVx   vektor karakteristik yang bersesuaian dengan 

1  sehingga  

111 xAx   dan 1
11
x

t
x . 

Matriks ortogonal 
1P

 berukuran )1()1(  nn ,  

11111)(1 BP
T

PAP
T

PPBA
T

P   



















220
1211

220
1211

B

BB

A

AA
 

dimana 









220
1211

11 A

AA
AP

T
P  untuk 0

1
,1  x

t
ixi  

dan 









220
1211

11 B

BB
BP

T
P . 

Jika diteruskan pada akhirnya akan didapat, 








 
nnA

nnAnnA

nPnnA
T
nP

0

,11,1
11,11

 
dan  








 
nnB

nnBnnB

nPnnB
T
nP

0

,11,1
11,11  

Sehingga 

 11,1111,111)1,11,1(1  nPnnB
T
nPnPnnA

T
nPnPnnBnnA

T
nP  
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Kemudian akan diperoleh matriks permutasi  

 



























10

0

30

0

20

0

1
nP

I

P

I

P

I
PP   

Sehingga diperoleh (6). Dengan melakukan cara yang 

sama seperti di atas didapat BP
T

P  seperti pada (6) 

sehingga 

BP
T

PAP
T

PPBA
T

P  )(  





























nnBnnA

BA

BA









00

22220
1111

 

menurut proposisi 4 (v) 0iiA  maka berlaku 0iiB , 

terbukti. 

)(  Jelas menurut proposisi 4 )()( iv  , terbukti  

 

Masalah invers spektral untuk pasangan-pasangan 

matriks-matriks tak-negatif dapat ditetapkan dengan 

membuat pertanyaan sebagai berikut : apa syarat perlu 

dan cukup untuk suatu polinomial dalam dua variabel 





0 211)2,1(

ji

j
z

i
zijpzzp ke polinomial karakteris-

tik dari pasangan matriks tak-negatif ),( BA ? Berikut 

lemma yang buktinya merupakan algoritma untuk 

memecahkan masalah invers spektral 2D. 

 

Lemma 7 

Misalkan ]2,1[
0 211)2,1( zzR

ji

j
z

i
zijpzzp 


 ;         

r dan s bilangan-bilangan bulat yang memenuhi 

1)deg(,)(
2

deg,)(
1

deg  srpspzrpz  maka 

terdapat pasangan matriks ),( BA  berukuran 

)1()1(  srsr  yang memenuhi  

)2,1()2,1(, zzpzzBA 
 

(7) 

setiap koefisien ijp tak-negatif dan setiap elemen ),( BA  

dapat dipilih tak-negatif. 

 

Proposisi 8 

Jika semua koefisien-koefisien ijp  dalam polinomial 

]2,1[
0 211)2,1( zzR

ji

j
z

i
zijpzzp 


  tak-negatif, 

maka terdapat pasangan matriks tak-negatif ),( BA  

dengan BA  tak-tereduksi sehingga  

)2,1()2,1(, zzpzzBA  dipenuhi. 

Bukti : 

Misalkan spzrpz  )(
2

deg,)(
1

deg dan yang pertama 

)deg( psr  , menurut lemma 7 dapat dikonstruksikan 

dua matriks tak-negatif A dan B berdimensi 

)1()1(  srsr  sehingga memenuhi 

)2,1()2,1(, zzpzzBA  . Dalam matriks BAM  , 

paling sedikit terdapat elemen tak-nol rk
k

m ,
,1

 dalam 

baris pertama dan elemen tak-nol 1,1im  adalah 1 dengan 

bilangan-bilangan bulat positif 1,  srji . Digraph 

)(MD  merupakan suatu path dari vertex i  ke vertex j 

dengan 1,  srji  dua bilangan bulat positif. Jika 

ji   maka trivial, tetapi jika ji   maka terdapat 

 ),,1(,),1,(),,1(,),2,1(),1,{(    kkkiiii
 

)},1(,),2,1(),1,( jjsrsrsr    

untuk itu matriks M tak-tereduksi. Jika srp )deg( , 

anggap )2,1( zzp  mempunyai derajat formal 1r  dalam 

1z
, kemudian dengan mengulangi konstruksi seperti pada 

lemma 7 akan didapat matriks tak-negatif berdimensi 

sr   terbukti. 

Jelas bahwa M tak-tereduksi, sebab andaikan M tereduksi 

maka berlaku 0][ ij
k

M  untuk suatu bilangan bulat 

positif k, padahal diketahui bahwa 1][ ii
k

M  

kontradiksi, jadi M harus tak-tereduksi dengan demikian 

bukti lengkap  

  

Syarat cukup untuk memecahkan masalah invers 

spektral adalah masalah invers spektral 1D. Keadaan 

khusus yang harus menjadi perhatian : 

1. Dalam 



n

i
zizp

1
)11()0,1(   dan 





n

i
zizp

1
)21()2,0(   dimana iii  ,R,  

dan memenuhi syarat Suleimanova untuk 

memecahkan masalah invers spektral 1D 

201  ii  dan 0
1




n

i
i  (8) 

201  ii  dan 0
1




n

i
i  

2. Faktor-faktor )2,1( zzp  ke dalam perkalian faktor 

linier sebagai  

)211(
1

)2,1( zizi

n

i
zzp  


  (9) 

Ketika (8) dan (9) dipenuhi maka masalah invers spektral 

2D terpecahkan dan suatu penyelesaian ),( BA  dapat 

dibangun dengan BA  tak-tereduksi. 

Dengan menggunakan lemma 7 dan proposisi 8, 

akan dilakukan reduksi untuk membuktikan koefisien-

koefisien ijp  pada )2,1( zzp  tak-negatif, diberikan 

dalam proposisi berikut 

 

Proposisi 9 

Misalkan i dan nii ,,2,1,   bilangan-bilangan real 

yang memenuhi (8) maka dalam polinomial 








n

i

n

ji

j
z

i
zijpzizizzp

1 1 211)211()2,1(   semua 

koefisien-koefisien ijp tak-negatif. 
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Sebagai akibat dari proposisi-proposisi di atas 

tersedia algoritma untuk memperlihatkan contoh tak-

trivial dari pasangan positif. 

 

Contoh 1 

Misalkan diberikan polinomial :  



















4

11
2

2

2

11)211()2,1(
zzz

zzzzp , 

disini akan ditentukan pasangan matriks ),( BA  

berukuran 44 , dengan jumlahan tak-tereduksi yang 

memenuhi (7). Pasangan ),( BA  mempunyai sifat L dan 

nilai-nilai eigen mereka mengikuti orde spektra 

)0,41,21,1()(  A  dan )0,0,21,1()(  B , 

kemudian )2,1( zzp  dapat ditulis kembali sebagai 

































 2

2

1

1
2

1

22
8

5

1
8

5

12
2

1

1
4

3
1)2,1( zzzzzzzzzzp

 

 

























 2

8

1

1
8

1

212
8

1

1
8

12
1 zzzzzzz  

menggunakan koefisien-koefisien dari bentuk-bentuk 

linear untuk konstruksi matriks-matriks A dan B menurut 

lemma 7 maka 

44
1200

221121221143120
28118128518511

028118101

)2,1(






























z

zzzzz

zzzzz

zz

zzL  

memenuhi )2,1()2,1(det zzpzzL   maka diperoleh 





















0000

214310

818501

08100

A  

dan 





















0100

212100

818500

08100

B . 

 

 

KESIMPULAN 

 

Dari pembahasan dapat disimpulkan bahwa : 

1. Dekomposisi spektral dari pasangan matriks finite 

memory dan separable sistem 2D dapat dibentuk 

seperti ditunjukkan pada proposisi 1 dan proposisi 5.   

2. Pasangan matriks ),( BA  tak-negatif  berukuran 

nn  yang finite memory dan separable berturut-

turut dengan syarat : BA  tereduksi dan 0, BA , 

merupakan syarat perlu agar pasangan-pasangan 

tersebut ko-gradien ke suatu matriks segitiga atas. 

3. Pasangan ),( BA  mempunyai sifat L dimana A 

matriks diagonal dengan elemen-elemen berbeda 

dan B matriks tak-negatif sesuai dengan partisi A 

maka ),( BA  akan ko-gradien ke suatu matriks 

segitiga atas. 

4. Invers spektral 2D pasangan matriks ),( BA  dapat 

dipecahkan jika memenuhi syarat-syarat 

Suleimanova untuk invers spektral 1D dan 

polinomial : 





n

i
zizizzp

1
)211()2,1(   
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ABSTRAK 

 

Jaringan jalur transportasi pada suatu daerah memegang peranan penting dalam mobilitas 

masyarakat antar satu daerah, baik antar kota maupun antar tempat yang satu ke tempat yang 

lain. Berbagai macam alat transportasi digunakan baik alat transportasi umum maupun pribadi.  

Ditengah aktivitas yang padat masyarakat yang berekonomi menengah kebawah cenderung 

menggunakan taksi sebagai solusi untuk membantu aktivitas agar tepat  waktu, ditengah 

kepadatan lalu lintas. Jalur taksi pada umumnya lebih bervariasi daripada jalur kendaraan 

umum karena tidak mempunyai jalur yang ditetapkan. Sopir taksi dalam hal ini cenderung 

memaksimalkan tarif/ongkos yang didapat untuk itu sering diambil jalur yang  dapat 

memaksimalkan tarif/ongkos tersebut. Dalam paper ini dikonstruksikan model aljabar maks-

plus untuk rute/jalur taksi yang dianggap maksimal dan akan ditempuh oleh seorang 

pengemudi taksi. 

 

Keywords: graph, jalur taksi, aljabar maks-plus, lintasan kritis 

 

PENDAHULUAN 

 

Transportasi menjadi alat yang sangat penting dalam 

mobilitas masyarakat ditengah aktivitasnya sehari-hari. 

Namun seringkali transportasi seringkali dikaitkan dengan 

ketepatan waktu yang harus dicapai oleh pengguna alat 

tranportasi.  

Dalam paper ini penulis mencoba mengabaikan hal 

tersebut tetapi akan dikaji jalur taksi yang bisa 

menghasilkan pendapatan yang maksimal dari seorang 

pengemudi taksi. 

Dengan mengabaikan waktu dan berorientasi pada 

tarif deterministi pada kajian jalur taksi, akan 

dikonstruksikan aljabar maks-plus untuk bagaimana 

pengemudi taksi dapat mencapai tujuan penumpang 

dengan memilih jalur-jalur yang dirasa sangat 

menguntungkannya. 

 

 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Aljabar Maks-Plus  

Elemen dasar dari aljabar maks-plus adalah bilangan 

real dan     . Operasi dasar dari aljabar maks-plus 

adalah maximum (dinotasikan dengan simbol  , “dibaca : 

O-plus”) dan tambah (dinotasikan dengan simbol  , 

“dibaca O-times”) dengan dua operasi tersebut diperoleh : 

              dan         

Untuk setiap      , dimana         . 
Catatan:            untuk semua     . 

Operasi   dan  yang diperluas ke matriks sebagai 

berikut : 

                                   

dan 

          
 

              
 

            

untuk semua i,j. 

Definisi Graph Dalam Aljabar Max-Plus 

 Diberikan graph berarah         dengan V 

adalah suatu himpunan berhingga tak kosong yang 

anggotanya disebut titik (vertex) dan A  adalah suatu 

himpunan pasangan terurut titik-titik pada garis 

(edge) V.  

 Suatu barisan garis dari                             

dari suatu garis dinamakan path. 

 Suatu path dikatakan elementer apabila tidak ada titik 

terjadi dua kali dalam path tersebut. 

 Suatu sirkuit adalah path elementer tertutup yaitu 

                           .  
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 Suatu graph berarah         dengan    
               dikatakan strongly connected jika untuk 

setiap          , terdapat suatu lintasan dari i ke j. 

Suatu graph yang memuat sirkuit disebut graph siklik, 

sedangkan suatu graph yang tidak memuat sirkuit disebut 

graph tak siklik. 

 

 

 

 

(a) (b) 

 

Gambar 1. (a) merupakan path elementer,gambar 

 (b) bukan path elementer 

 

 Graph berarah G dikatakan berbobot jika setiap garis 

(j, i)  A dikawankan dengan suatu bilangan real Aij. 

Bilangan real Aij disebut bobot garis (j, i), 

dilambangkan dengan w(j, i). Graph preseden dari 

matriks A 
nxnRmax  adalah graph berarah berbobot 

G(A) = (V, A) dengan V = {1, 2, ... , n}, A = {( j, i ) | 

w( i, j ) = Aij ≠ ε,  i, j }. Sebaliknya untuk setiap 

graph berarah berbobot G = (V, A) selalu dapat 

didefinisikan suatu matriks A 
nxnRmax dengan Aij = 









Ajijika

Ajijikawij

),(,

),(,


, yang disebut matriks 

bobot graph G.  

 Bobot suatu path                               

dinotasikan oleh | |  dan diberikan oleh: 

                                

 (                        
) 

 Panjang dari path P/ banyak garis dalam path P 

dinotasikan oleh | |  
 Bobot rata-rata dari path P adalah bobot P dibagi 

banyak garis dalam path P : 
| | 
| | 

 
                        

     
 

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

  

Pemodelan Jaringan Transportasi (Jalur Taksi) 

a. Asumsi pendukung. 

Diasumsikan bahwa walaupun penumpang taksi 

cenderung berkeinginan sampai tepat pada waktunya 

namun pengemudi taksi selalu memperhitungkan biaya 

yang nantinya dia terima, sehingga pengemudi taksi akan 

mengambil jalur yang dirasanya dapat mencapai 

ongkos/tarif maksimum. Dengan kata lain pengemudi 

taksi yang menentukkan jalur/rute untuk dicapai ke 

tempat tujuan penumpang. 

Dalam kenyataannya seringkali terdapat faktor-

faktor pendukung seorang pengemudi taksi mendapatkan 

tarif/biaya maksimum seperti waktu tunggu saat berada 

pada lampu lalu lintas, waktu tunggu pada saat terjadi 

kemacetan, kecepatan taksi yang diatur oleh pengemudi 

taksi, lama perjalanan dan sebagainya. 

Dan sebaliknya faktor-faktor yang kurang 

mendukung adalah permintaan rute oleh penumpang 

kepada  pengemudi taksi yang dapat meminimumkan 

pendapatan pengemudi taksi tersebut 

Dalam paper ini dikaji sebuah contoh jalur taksi 

dengan ongkos/tarif deterministik yang sudah ditentukan 

 

Tabel 1. Jalur dan biaya taksi 

Kode dari Tujuan 

Tarif 

(puluh ribu) 

Rupiah 

1 K1 K1 5 

2  A 3 

3  A 4 

4  K2 0 

5  K3 7 

6 K2 K1 0 

7  A 4 

8  K2 1 

9  K3 0 

10 K3 K1 0 

11  A 2 

12  K2 6 

13  K3 2 

14 A K1 4 

15  K2 6 

16  K3 3 

 

 

b. Contoh jalur taksi 

Pada bagian ini akan dikaji jalur taksi yang 

digunakan oleh seorang pengemudi taksi dalam 

memaksimalkan pendapatan yang didapat. Dalam contoh 

ini dibuat graph berarah (directed graph), dimana ada 4 

node yang menunjukkan tempat yakni kota 1(K1), kota 

2(K2), kota 3(K3), dan pelabuhan udara (Airport)(A), 

dimana bobot-bobot dari masing-masing garis(edge) 

menunjukkan tarif/ongkos rute. 

Dari Tabel 1 terlihat pada kode 2, dan 3 terdapat 

jalur yang sama untuk itu pengemudi akan selalu 

memakai jalur yang dirasanya maksimum terhadap 

tarif/ongkos.      

                

Dengan demikian jalur dari kode 2 akan selalu 

diabaikan oleh pengemudi taksi dan juga jalur dari kode 

4, 6, 9, 10 karena menghasilkan tarif yang minimum 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2 

 

Graph di atas diubah  menjadi graph seperti di bawah ini 

karena diambil maksimum dari path yang sama. 
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Gambar 3 
Graph berarah yang dibangun berdasarkan jalur taksi 

yang diberikan pada tabel 

 

Dari graph diatas didapat matriks bobot sebagai 

berikut : 

                                       

  

  

 
  

  

[

   
   
   

    
 
 
 

    

] 

Berdasarkan graph di atas  dapat dibuat path 

berdasarkan kode sebagai berikut : 1, 3, 5, 7, 8, 11, 12, 13, 

14, 15, dan 16  

 

Kajian Aljabar Maks-Plus dengan menggunakan 

Scilab 

a. Menentukan Maximum Cycle Mean (MCM) 

Diketahui ada 13 jalur sikel/sirkuit, dan secara 

manual didapat : 

Tabel 2 

No 
JALUR 

SIRKUIT 

 

CYCLE MEAN 

 

1 K1-K1 5/1=5 

2 K1-A-K1 (4 4)/2=4 

3 K1-K3-A-K1 (7 2 4)/3= 4,33… 

4 K1-K3-K2-A-K1 (7 6 4 4)/4=5,25 

5 K2-K2 1/1=1 

6 K2-A-K2 (6 4)/2=5 

7 K2-A-K3-K2 (4 3 6)/3=4,33… 

8 K2-A-K1-K3-K2 (4 4 7 6)/4=5,25 

9 K3-K3 3/1=3 

10 K3-A-K3 (2 3)/2=2,5 

11 K3-A-K1-K3 (2 4 7)/3=4,33… 

12 K3-K2-A-K3 (6 4 3)/3=4,33… 

13 K3-K2-A-K1-K3 (6 4 4 7)/4=5,25 

    

Pada dasarnya no. 3 dan 11 adalah bentuk sikel yang 

sama (misalkan sikel a), no. 4, 8, dan 13 juga sama 

(misalkan sikel b), no.7 dan 12 juga sama (misalkan sikel 

c), ditambah 1, 2, 5, 6, 9, 10 jadi ada 9 bentuk 

sikel/sirkuit. Dan Maximum Cycle Mean (MCM) dari 9 

bentuk sikel/sirkuit adalah 

                      

                                                                                      

                                                                                                             

      
Dengan menggunakan scilab : 

-->t=-%inf 

 t  = 

   -Inf   

 -->A=[5 4 t 7;4 t 6 3;t 4 1 t;t 2 6 2] 

 A  = 

     5.    4.  -Inf    7.   

    4.  -Inf    6.    3.   

  -Inf    4.    1.  -Inf   

  -Inf    2.    6.    2.   

 -->mcm=maxplusmcm(A) 

 mcm  = 

     5.25  

 

b. Lintasan kritis 

Menentukan lintasan kritis adalah hal yang sangat 

penting bagi seorang pengemudi taksi, karena pada 

lintasan kritis tersebut akan dipakai sebagai jalur yang 

akan sering digunakkan oleh pengemudi taksi. 

Dengan mendapatkan maksimum dari semua sikel 

mean (maximum cycle mean), akan didapat rute yang 

menyebabkan tarif tersebut dalam hal ini bobot pada 

graph A menjadi maksimum. 

Hal ini mengandung arti bahwa pada sikel tersebut 

pengemudi taksi dapat memaksimalkan tarif yang dicapai 

yakni sebesar 210.000 yakni no 4, 8 dan 13 yang 

menunjukkan rute masing-masing K1-K3-K2-A-

K1,untuk berangkat dari kota 1; K2-A-K1-K3-K2, untuk 

berangkat dari kota 2, K3-K2-A-K1-K3 untuk berangkat 

dari kota 3. 

Berikut implementasi dengan scilab dalam hal 

menentukan lintasan kritis. 

-->[l,d,x] = maxplusccir(A) 

 x  = 

    1.    4.    3.    2.   

 d  = 

    4.   

 l  = 

    5.25   

  

c. Strongly connected 

Untuk mengecek apakah graph A ini strongly 

connected ataukah tidak maka dengan menggunakan tool 

yang ada pada scilab. 

s = maxplusscg(A) 

 s  = 

  T   

   Didapat jawaban T yang berarti benar (True), hal 

ini berarti graph berarah A yang merupakan konstruksi 

graph atas jalur/rute taksi adalah strongly connected. 

 

 

KESIMPULAN 

 

Kesimpulan yang dapat di capai adalah : 

Untuk memaksimalkan pendapatan pengemudi taksi 

dalam hal ini tarif/ongkos dari penumpang harus 

beroperasi pada lintasan kritis dalam hal ini maksimum 

dari sikel-sikel mean yang ada (maximum cycle mean). 
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Selanjutnya paper ini dapat disempurnakan dengan 

menggunakan maks-min untuk mendapatkan waktu yang 

minimum bagi keuntungan penumpang. 
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ABSTRAK 

 

Elemen idempoten e dalam suatu ring R dengan elemen satuan disebut idempotent central jika 

untuk sebarang r R
 

berlaku er re . Selanjutnya dibentuk ring e Re  yang merupakan 

subring dengan elemen satuan e. Dimotivasi dari struktur ring e Re
 
akan diselidiki sifat-sifat 

dalam ring dan modul diantaranya, indecomposable, homomorfisma dan radikal Jacobson, 

dalam kaitannya dengan elemen idempotent central. Dalam tulisan ini akan dipelajari 

karakterisasi 

 

Kata kunci: indecomposable, homomorfisma, radikal Jacobson, idempoten central 

 

PENDAHULUAN 

 

 Dalam struktur ring R yang komutatif, jika dipunyai 

suatu elemen idempoten e R  maka ring R tersebut 

dapat didekomposisikan (decomposable) menjadi hasil 

kali langsung dari ring R e  dan (1 )R e . Dilain pihak, 

terdapat ring yang tidak dapat dinyatakan sebagai hasil 

kali langsung dari dua ring yang tak nol. Ring ini disebut 

ring yang tidak dapat didekomposisikan 

(indecomposable). Dalam ring yang indecomposable ini, 

hanya 0 dan 1 yang  merupakan elemen idempoten atau 

sering disebut idempoten trivial.  

 Sebaliknya dalam teori ring nonkomutatif, elemen 

idempoten dikenal dengan sebutan idempoten central. Hal 

ini berarti suatu ring R yang tak nol disebut 

indecomposable jika ring tersebut tidak memiliki elemen 

idempoten central yang nontrivial. Selanjutnya untuk 

memahami struktur ring indecomposable ini, diperlukan 

pengetahuan tentang karakteristik elemen idempoten 

central yang dalam perkembangannya lebih banyak 

berperan dalam teori ring nonkomutatif dibandingkan 

dalam teori ring komutatif. Oleh karena itu dalam tulisan 

ini akan dibahas karakteristik elemen idempoten 

khususnya elemen idempoten central. 

 

 

 

 

 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 Untuk mempelajari karakteristik elemen idempoten 

central ini diperlukan beberapa pengetahuan dasar tentang 

ring dan modul diantaranya ideal maksimal, 

homomorfisma, radikal Jacobson dan jumlah langsung 

(direct sum) yang dikaji dari Malik (1997) dan  Fuller 

(1992). Selanjutnya dalam bukunya yang berjudul A first 

Course in Noncommutative Rings, Tsit Yuen Lam (1991) 

menjelaskan beberapa sifat elemen idempoten central dan 

peranannya dalam struktur ring dan modul. Ring yang 

dibicarakan dalam tulisan ini adalah ring dengan elemen 

satuan. Jadi, tidak harus komutatif terhadap operasi 

pergandaan. Berikut ini diberikan beberapa definisi dan 

sifat yang melandasi karakterisasi elemen idempoten 

central. 

 

Definisi 1   

Suatu elemen e R  disebut elemen idempoten jika 
2

e e . 

 

Selanjutnya diberikan beberapa sifat dalam ideal 

kanan eR  dan (1 )e R  dengan asumsi analog untuk ideal 

kiri Re  dan (1 )R e . 
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Proposisi 1.  

Misalkan e R  elemen idempoten dalam R.  Suatu ideal 

kanan eR  dan (1 )e R  dapat dinyatakan sebagai berikut 

 eR er r R 
 
dan  (1 ) (1 )e R e r r R     

Selanjutnya didefinisikan hasil tambah langsung 

(direct sum) dari ideal kanan eR  dan (1 )e R  sebagai 

berikut.  

 

Definisi 2.   

Misalkan eR  dan (1 )e R  ideal kanan dalam R maka R 

disebut direct sum dari ideal kanan eR  dan (1 )e R , 

dinotasikan (1 )R eR e R   , 
 

jika (1 )R eR e R    

dan  (1 ) 0eR e R   . 

 

Berikut ini diberikan definisi dan beberapa sifat dari 

ideal kanan maksimal dalam suatu ring R dengan asumsi 

bahwa definisi dan sifat-sifat tersebut juga berlaku untuk 

ideal kiri maksimal. 

 

Definisi 3.   

Ideal kanan M R  disebut ideal kanan maksimal jika 

M R  dan tidak terdapat suatu ideal kanan I R  
sedemikian sehingga M I R  . Selanjutnya, suatu 

ideal kanan N R  disebut ideal kanan minimal jika 

 0N   dan tidak terdapat ideal kanan J R  

sedemikan hingga   0 J N R   . 

 

Berikut ini diberikan pengertian radikal Jacobson 

dari suatu ring dalam kaitannya dengan ideal kanan 

maksimal dengan asumsi yang analog untuk ideal kiri 

maksimal. 

 

Definisi 4.   

Radikal Jacobson dari suatu ring R (dinotasikan Jac(R)) 

adalah irisan dari semua ideal kanan maksimal dalam R. 

Jadi, 

( )Jac R =  ideal kanan maksimal dalam M M R
 

 

 Berdasarkan Definisi 3, dapat dipahami bahwa ideal 

kanan M R  disebut ideal kanan maksimal jika terdapat 

suatu ideal kanan I R  yang memenuhi sifat 

M I R   maka berlaku I M atau I R . 

Selanjutnya, suatu ideal I R  disebut ideal sejati jika 

I R . 

Selain itu radikal Jacobson dari suatu ring R dapat 

dipahami dengan bantuan elemen unit dalam ring 

tersebut, seperti yang termuat dalam sifat berikut ini. 

 

Teorema 1.  Jika ( )y Jac R
 
maka 1 xy

 
merupakan 

unit kiri  untuk setiap x R . 

Bukti: Diambil sebarang ( )y Jac R . Akan ditunjukkan 

1 xy
 
merupakan unit kiri dalam R. Diandaikan terdapat 

1 xy
 

yang bukan unit kiri dalam R. Artinya 

.(1 )R xy R 
 

dan .(1 )R xy R  . Karena ideal 

.(1 )R xy R   termuat dalam suatu ideal maksimal 

M R . Akibatnya, 1 xy M 
 

dan y M  sehingga 

diperoleh 1 M . Timbul kontradiksi dengan M sebagai 

ideal maksimal, maka 1 xy  merupakan unit kiri dalam 

R.   

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

  

Dalam bagian ini akan dibahas beberapa sifat elemen 

idempoten central sebagai berikut. 

 

Karakterisasi Elemen Idempoten Central   

Misalkan R ring dengan elemen satuan. Jika ideal 

R e  dan  1 e R  berturut-turut merupakan ideal kanan 

yang dibangun oleh elemen idempoten e dan 1 e  maka 

ring R dapat dinyatakan sebagai dekomposisi dari eR  dan 

 1 e R , seperti yang dijelaskan dalam proposisi berikut 

ini. 

 

Proposisi 2.  

Misalkan R ring dengan elemen satuan. Elemen e dan 

1 e  idempoten di R, maka berlaku:  

(1) eR   dan  1 e R  ideal kanan dalam R. 

(2) (1 )R eR e R   . 

Bukti: 

(1) Diambil sebarang 1 2,er er eR  dan s R . Akan 

ditunjukkan eR  ideal kanan dalam R. Diperoleh, 

1 2 1 2( )er er e r r eR     dan . ( )er s e rs eR . 

Terbukti eR  merupakan ideal kanan dalam R. Analog 

untuk (1 )e R . 

(2) Diambil sebarang a R  dan diketahui e elemen 

idempoten dalam R. Akan ditunjukkan 

(1 )R eR e R   . Diperoleh  

a ea a ea    1ea e a    

dengan ea eR
 

dan (1 ) (1 )e a e R   . Hal ini 

berarti (1 )R eR e R   . Selanjutnya diambil 

sebarang (1 )b eR e R    yang artinya b ec  dan 

(1 )b e d   untuk suatu ,c d R . Jika digandakan 

dengan e R  akan diperoleh 
2

eb e c ec b    dan 

(1 )eb e e d   
2

( ) ( ) 0e e d e e d     . Dengan 

demikian 0b eb   atau  (1 ) 0eR e R   . 

Terbukti (1 )R eR e R   .  

 

Berdasarkan Proposisi 2 dapat dinyatakan bahwa, 

suatu ring R juga merupakan  jumlah langsung dari ideal-

ideal kiri dalam R
 
yang dibangun oleh elemen idempoten 

e dan 1 e (dinotasikan (1 )R Re R e   ). Sedangkan 

untuk ring 0R
 

yang tidak dapat dinyatakan sebagai 

jumlah langsung dari sebarang dua ideal yang tak nol 

disebut ring indecomposable. Ring tersebut hanya 

memiliki elemen idempoten yang trivial yaitu 0 dan 1. 
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Selanjutnya, jika e elemen idempoten central maka ring 

 e Re ere r R   merupakan subring dengan elemen 

satuan e. Namun sebelumnya diberikan definisi elemen 

idempoten central sebagai berikut. 

 

Definisi 5.  

Suatu elemen idempoten e R
 
disebut central jika untuk 

sebarang r R
 

berlaku er re . Himpunan semua 

elemen idempoten central dinotasikan dengan ( )C R . 

 

Proposisi 3.  

Jika R ring dengan elemen idempoten central e maka 

e Re   ere r R  merupakan subring dengan elemen 

satuan e. 

Bukti: 

Diambil sebarang 1 2,x x e Re  dengan 1 1x er e  dan 

2 2x er e , untuk suatu 1 2,r r R . Akan ditunjukkan e Re  

merupakan subring dengan elemen satuan e. 

(i) 1 2 1 2 1 2( )x x er e er e e r r e     e Re  

(ii) 2
1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( ).x x er e er e er e r e e r er e   1 2( )e r r e

e Re  

Dari (i) dan (ii) terbukti e Re  merupakan subring. 

Misalkan e e Re
 
dengan .1.e e e  maka untuk setiap 

ex eR  dengan x ere  

diperoleh 
2

( )ex e ere e re ere x   
 

dan 

xe  ( )ere e  
2

ere ere x   . 

Terbukti e Re  subring dengan elemen satuan e.  

 

 Berdasarkan Proposisi 3. maka suatu ring e Re  dan 

f R f
 
dapat dinyatakan sebagai berikut. 

(i)  e Re er r re r R     dan     

(ii)  f R f fr r rf r R         (1) 

dengan e dan 1f e   berturut-turut merupakan elemen 

idempoten central sekaligus merupakan elemen satuan. 

Selanjutnya, diberikan proposisi tentang elemen 

idempoten central yang ditinjau dari (1). 

 

Proposisi 4.   

Suatu elemen idempoten e merupakan idempoten central (

( )e C R ) jika dan hanya jika   0e R f f Re  . 

Bukti: Diambil sebarang r R  dan diberikan 

, ( )e f C R  dengan 1f e  . Akan ditunjukkan 

e R f   0f Re  . Diperoleh  

(1 )erf er e  er ere   0er er   

dan  

(1 )fre e re   re ere   re re  0 . 

Terbukti  0e R f f Re  . 

Sebaliknya, diberikan  0e R f f Re  . Akan 

ditunjukkan untuk setiap r R  berlaku ( )e C R
 

atau 

.  Jika 0erf   dengan  maka 

berlaku (1 ) 0er e   atau 0er ere  . Akibatnya, 

er ere .  Selanjutnya, jika 0fre   maka berlaku 

(1 ) 0e re   atau 0re ere  . Akibatnya, re ere .  

Terbukti, re ere er  . 

 

 Dalam suatu ring R yang memiliki sebarang elemen 

idempoten e dan 'e , dapat ditentukan ( , )Hom eR e RR
  

sebagai homomorfisma dari eR  ke e R . Berikut ini 

diberikan suatu isomorfisma antara eR  dan e R  dengan 

suatu ring e Re .   

 

Proposisi 5.  

Jika diberikan sebarang elemen idempoten e dan 'e

dalam suatu ring R dan RM  modul kanan atas ring R 

maka terdapat suatu isomorfisma grup aditif 

: ( , )R R RHom eR M M e  .  

Bukti: Diberikan suatu homomorfisma modul, 

: ReR M  . Untuk setiap r R  dengan r e  diperoleh 

( )er m   sedangkan  untuk r e  juga diperoleh 

( )ee m  . Karena e elemen idempoten maka ( )e m   

sehingga berlaku ( ) ( )er m e   . Selanjutnya, 

didefinisikan suatu pemetaan : ( , )R R RHom eR M M e 
 

dengan ( ) me   , untuk setiap Rm M . Jika ( )e m   

maka diperoleh 2
( ) ( ) ( )me e e e e m       atau 

dengan kata lain Rm me M e  , sehingga berlaku 

( ) ( )me m e     . 

Akan ditunjukkan   isomorfisma grup aditif atau 

( , )R R RHom eR M M e . 

(i) Akan ditunjukkan 
 
terdefinisi. 

 Diambil sebarang 1 2, ( , )R RHom eR M    dengan 

1 2  . Akan ditunjukkan 1 2( ) ( )   . Jika  

1 2   atau dengan kata lain 1 2 0    maka 

untuk suatu elemen idempoten e R  diperoleh 

1 2( ) 0e   . Selanjutnya, karena   suatu 

homomorfisma modul maka berlaku 

1 2( ) ( ) 0e e    atau 1 2( ) ( )e e  . Mengingat 

definisi ( ) ( )e    maka untuk 1 2( ) ( )e e   

diperoleh 1 2( ) ( )    . Terbukti,  terdefinisi. 

(ii) Akan ditunjukkan  homomorfisma grup. 

 Diambil sebarang 1 2, ( , )R RHom eR M   . 

 
 
Diperoleh 

 1 2( )    1 2( )e   1 2( ) ( )e e 

 1 2( ) ( )     . 

 Terbukti,
 


 
homomorfisma grup.

 
(iii) Akan ditunjukkan 

 
injektif. 

0er re  1f e 



36 

 

 

Barekeng Vol. 5 No.1 Hal 33 – 39 (2011) 

Patty | Persulessy | Matakupan 

 Diambil sebarang 1 2( ), ( ) RM e      dengan 

1 2( ) ( )    . Akan ditunjukkan 1 2  .
 
Karena

 

1 2( ) ( )   
 
atau 1 2( ) ( ) 0    

 
maka untuk 

suatu homomorfisma 
 
diperoleh 1 2( ) 0    . 

Selanjutnya, karena didefinisikan ( ) ( )e    maka 

untuk  diperoleh 

 1 2( ) 0e    atau 1 2( ) ( ) 0e e   . Akibatnya,
 

1 2( ) ( )e e   atau 1 2  . Terbukti, 
 
injektif. 

(iv) Akan ditunjukkan 
 
surjektif. 

 Diambil sebarang ( ) Re M e  . Akan ditunjukkan 

terdapat ( , )R RHom eR M   sehingga berlaku 

( ) ( )e   . Karena ( ) ( )e m me    
 

maka 

akan selalu ditemukan ( , )R RHom eR M   sehingga 

( ) ( )e   . Terbukti, 
 
surjektif. 

Berdasarkan bukti (i)-(iv) terbukti bahwa 

( , )R R RHom eR M M e   

 

 Berdasarkan Proposisi 5. diperoleh suatu akibat 

sebagai berikut. 

 

Akibat 1.  

Jika diberikan sebarang elemen idempoten e dan 'e  

dalam suatu ring R maka ( , ' ) 'RHom eR e e eR R . 

Bukti: Pada Proposisi 5 telah dibuktikan bahwa terdapat 

suatu isomorfisma grup aditif : ( , )R R RHom eR M M e 
 

atau ( , )R R RHom eR M M e . Dengan asumsi RM e R , 

maka diperoleh ( , ' ) 'RHom eR e e eR R .  

 

Dari Akibat 1 diperoleh suatu akibat sebagai berikut. 

 

Akibat 2.   

Untuk suatu idempoten e R  terdapat suatu isomorfisma 

ring, ( )REnd eR e Re . 

Bukti: Diambil sebarang idempoten e dan 'e  dengan 

e e . Akan ditunjukkan
 

( )REnd eR e Re . Berdasarkan 

Akibat 1 ( , ' ) 'RHom eR e e eR R . Jika diasumsikan 

elemen idempoten e e  maka diperoleh 

( ) ( , )R REnd eR Hom eR e e eR R  . 

Selanjutnya untuk suatu pemetaan : eR eR   dengan 

definisi ( ) ,er er r R     serta mengingat Proposisi 5 

yaitu ( )er m me    maka untuk suatu pemetaan 

: ( , )Hom eR eR eRe   diperoleh 

( ) ( )ere er e me m      . 

Dapat disimpulkan m eRe  yang artinya me m em  . 

Akan dibuktikan   homomorfisma ring. Diambil 

sebarang , ( )REnd eR   maka diperoleh: 

(i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e e                     

(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e m em e m                

( ) ( )    . 

  

 Berikut ini didefinisikan elemen idempoten yang 

saling ortogonal dan diberikan beberapa sifat 

indecomposable dalam ring. 

 

Definisi 6.   

Dua elemen idempoten , R   dikatakan saling 

ortogonal jika 0    . 

 

Definisi 7.   

Suatu ring R disebut indecomposable jika ring tersebut 

tidak memiliki elemen idempoten central yang nontrivial 

atau dengan kata lain hanya 0 dan 1 yang merupakan 

elemen idempoten central dalam R. 

 

 Dari sifat ring indecomposable, idempoten central 

dan idempoten ortogonal, dapat didefinisikan elemen 

idempoten yang primitif, namun sebelumnya diberikan 

suatu proposisi yang mendasari pendefinisian tersebut. 

 

Proposisi 7.  

Untuk sebarang idempoten e R  yang tidak nol, maka 

beberapa pernyataan berikut ini ekuivalen. 

1. e R  indecomposable sebagai R-modul kanan. 

R e  indecomposable sebagai R-modul kiri. 

2. Ring e Re  tidak memiliki idempoten yang non 

trivial. 

3. Elemen e  tidak dapat didekomposisikan ke dalam 

bentuk    dcngan ,   adalah idempoten tidak 

nol yang saling ortogonal.  

 

Bukti: 

(1) (2)  Diketahui e R
 

indecomposable sebagai R-

modul kanan. Akan ditunjukkan ring e Re  

tidak memiliki idempoten yang nontrivial. 

Berdasarkan Akibat 2 ( )REnd eR e Re  

maka ring e Re  juga indecomposable dengan 

kata lain ring e Re  tidak memiliki idempoten 

yang nontrivial. Dengan asumsi yang sama 

dibuktikan untuk pernyataan  

  R e  indecomposable sebagai R-modul kiri. 

(2) (3)  Dibuktikan dengan kontradiksi. Andaikan 

e     dengan   dan   idempoten tak 

nol yang saling ortogonal maka diperoleh 

( )e    
 

2
0       

 
dan 

e  ( )   
2

  0    .  

  Diperoleh e Re   dan 0   maka 

kontradiksi dengan (2) karena e Re  memuat 

idempoten yang nontrivial. Pengandaian 

diingkari, terbukti e     dengan dengan 

  dan   idempoten tak nol yang saling 

ortogonal. 

(3) (2)  Dibuktikan dengan kontradiksi. Diandaikan 

ring e Re  memiliki idempoten   yang 

nontrivial sehingga untuk suatu komplemen 

idempoten dari   yaitu e  
 
dengan 

1 2( ) 0   
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e Re  , akan dipunyai suatu dekomposisi 

dari idempoten yang ortogonal yaitu 

e    . Akibatnya
 

timbul kontradiksi 

dengan pernyataan (3), sehingga ring e Re  

tidak mempunyai elemen idempoten yang 

nontrivial.  

 

Berdasarkan Proposisi 7 didefinisikan suatu idempoten 

primitif sebagai berikut. 

 

Definisi 8.  

Suatu elemen idempoten 0e   disebut idempoten 

primitif dari R, jika memenuhi salah satu dari kondisi 

berikut ini 

1. e R indecomposable sebagai R-modul kanan sedang-

kan  indecomposable sebagai R-modul kiri. 

2. Ring e Re  tidak memiliki idempoten yang non trivial. 

3. Elemen e  tidak dapat didekomposisikan ke dalam 

bentuk    dcngan ,   adalah idempoten tak nol 

yang saling ortogonal. 

 

Selanjutnya, struktur ( )Jac e Re  dan e R e  dapat 

dipahami dengan memanfaatkan teorema homomorfisma 

ring 

 

Teorema 1.   

Diberikan suatu elemen idempotent e  dalam R dan 

( )J Jac R .  Diperoleh ( )Jac e Re  ( )J e Re eJe  

dan / ( )e Re Jac e Re e R e . 

Bukti: Diberikan elemen idempoten e R  dan 

( )J Jac R . 

Akan ditunjukkan:  

1. ( ) ( )Jac e Re J e Re eJe  
 

2.
 

/ ( )e Re Jac e Re e R e
 

1. Akan ditunjukkan ( ) ( )Jac e Re J e Re eJe   . 

Dibuktikan dengan beberapa tahapan sebagai 

berikut:   

(i) ( )r Jac e Re r J   , 

(ii) ( )r J e Re r e J e    , 

(iii) ( )r e J e r Jac e Re    

Pembuktian seperti berikut: 

(i) Diambil sebarang ( )r Jac e Re .  Akan 

ditunjukkan r J . Berdasarkan Teorema 1 jika 

( )r J Jac R   maka  1 yr  unit dalam R, 

untuk setiap y R . Dengan asumsi yang sama 

maka untuk setiap ( )r Jac e Re  dan y e Re  

berlaku .e eye r  yang merupakan unit dalam 

e Re . Artinya untuk suatu b e Re
 

berlaku 

( . )b e eye r e  , akibatnya (1 . )be ye r e  . 

Karena 
 
maka be b eb   sehingga 

berlaku (1 )b yer e  . Mengingat  

maka diperoleh (1 )b yr e  . Di lain pihak, 

jika digandakan dengan yr dari ruas kiri pada 

(1 )b yr e   diperoleh (1 )yrb yr  yre yr  

akibatnya .yrb yrb yr yr . Diberikan 

(1 )yrb
,
(1 )yr R 

 

 maka berlaku  

 
(1 )(1 )yrb yr   1(1 )yr  (1 )yrb yr

  

   
1 yr yr   1 .   

 Terbukti bahwa terdapat 1 yrb R   sehingga 

berlaku (1 )(1 ) 1yrb yr    atau dengan kata 

lain 1 yr  unit dalam R. 

(ii) Diambil sebarang r J e Re . Akan 

ditunjukkan r e J e . Jika r J e Re  yang 

artinya r J  dan r e Re  maka berlaku 

r er e . Sedangkan di lain pihak telah 

diketahui bahwa  dan mengingat bahwa 

J R  maka diperoleh r er e e J e  . 

(iii) Diambil sebarang r e J e J  . Akan 

ditunjukkan ( )r Jac e Re . Berdasarkan 

Teorema 1 yaitu untuk setiap y e Re  maka 

e yr merupakan unit dalam e Re . Di lain 

pihak karena ( )r e J e J Jac R    maka 

1 yr  merupakan unit dalam R, yang artinya 

terdapat suatu x R  sehingga berlaku 

(1 ) 1x yr  . Diperoleh .1.e e e (1 )ex yr e 

( )ex e yre  ( )ex e yr 
2

( )ex e eyr 

( )exe e yr  .  

Dengan kata lain exe e Re  adalah invers kiri 

dari e yr
 
atau e yr

 
unit di . 

2. Akan ditunjukkan / ( )e Re Jac e Re e R e . 

Diberikan suatu pemetaan : eRe eR e  yang 

terdefinisi dengan ( )ere e r e  . Suatu pemetaan 

  merupakan homomorfisma ring dari eRe
 

ke 

eR e , yakni untuk sebarang ,1 2er e er e eRe
 

diperoleh :  

(i) 1 2 1 2 1 2( ) ( ( ) ) ( )er e er e e r r e e r r e       

1 2 1 2( )e r r e e r e e r e   

( ) ( )1 2er e er e    

(ii) 2
1 2 1 2 1 2( . ) ( ) ( )er e er e er e r e er er e     

1 2 1 2 1 2( ) ( . ) ( . )er r e e r r e e r r e  
 

1 2.e r e e r e 1 2( ). ( )er e er e 
 

Di lain pihak 
 

juga merupakan 

suatu epimorfisma karena untuk setiap e r e eR e  

dengan masing-masing e dan r  adalah bayangan 

dari e dan r sehingga berlaku 

( )( )( )e r e e J r J e J ere J eR e       . 

Hal ini berarti  untuk setiap  dapat 

ditemukan er e eRe  sehingga berlaku 
                                      

Re

b e Re

y e Re

r J

e Re

:eRe eR e 

e r e eR e
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. Diperoleh, untuk setiap ere eRe  

berlaku  

Im( )   ( )e r e eR e ere e r e  eR e   

dan 

( )Ker   ( ) 0ere eRe ere  
 

 0ere eRe e r e  
 

 0ere eRe er e J J     . 

Jika eRe J  dan ere eRe  maka ere J eRe  .  

Selanjutnya, mengingat bukti (1.i) dan (1.ii), jika 

( )J e Re eJe   maka ere eJ e dan  

( )eJe rad eRe  . Dengan mengingat teorema 

utama homomorfisma ring diperoleh 

/ ( ) Im( )e Re Ker   . 

Terbukti / ( )e Re Jac e Re e R e
 
 .  

 

 Berikut ini diberikan proposisi yang mendasari 

definisi isomorfisma antara dua elemen idempoten dalam 

suatu ring R. 

 

Proposisi 8.   

Diberikan elemen idempoten  ,e f R , maka pernyataan-

pernyataan berikut ini ekuivalen  

1. eR fR  sebagai R-modul kanan. 

 
Re Rf  sebagai R-modul kiri. 

2. Terdapat elemen a eRf  dan b fRe  sedemikian 

sehingga e ab dan f ba . 

3. Terdapat elemen ,a b R  sedemikian sehingga 

dan f ba . 

Bukti: 

1  2 Diberikan Re Rf  sebagai modul kanan atas R. 

Akan ditunjukkan e ab  dan f ba . 

Berdasarkan Proposisi 5, untuk sebarang elemen 

idempoten e dan f, dengan e R f R  dapat 

ditemukan suatu isomorfisma : eR fR   atau 

( , )RHom eR fR fRe  dengan definisi 

( )e b fRe   .Sebaliknya untuk suatu pemetaan 

invers
1

: fR eR



 
atau ( , )RHom fR eR eR f

didefinisikan 
1
( )f a eRf


  . Karena b fRe  

dengan  f, e yang juga merupakan elemen satuan 

maka berlaku fb b be   dan untuk setiap 

a eRf  berlaku ea a af   diperoleh  

  
1

( )( )e 
 1

( ( ))e 



1
( )b




1
( )fb




 

  
1
( )f b


 ab ,  

 
1

( ( ))f 


( )a ( )ea ( )e a ba . 

 Dari hasil komposisi, elemen e dipetakan ke ab  

dan elemen f dipetakan ke ba. Karena 
1

1 


  

dan 
1

1

  maka terbukti  e=ab dan f=ba. 

Bukti Re Rf  sebagai R-modul kiri dikerjakan 

secara analog dengan asumsi Re Rf sebagai  

modul kiri atas R.  

2  3 Pernyataan 2 dan  3 adalah pernyataan yang 

trivial. 

3  1 Diberikan ,a b R  dengan e ab  dan f ba . 

Akan ditunjukkan  sebagai modul 

kanan atas R.  

 Dipunyai ( ) ( )be b ab ba b fb fR     dan 

( ) ( )af a ba ab a ea eR    . 

 Selanjutnya, didefinisikan : eR fR   dengan 

( )e b fR    sehingga untuk setiap x eR  

diperoleh ( )x  ( )ex  ( )e x  bx fR  . 

  Didefinisikan juga 
1

: fR eR


  dengan 

1
( )f a eR


   sehingga untuk setiap y R  

berlaku 
1
( )y




1
( )fy




1
( )f y


ay eR  .  

Karena ( )e b fb be      

 dan 
1
( )f a ea af


     

 diperoleh
1

( )e 
 1

( ( ))e 



1
( )be




( )a be ( )ab e
  

ee
2

e e    

 dan
1
( )f

 1
( ( ))f 


 ( )af ( )b af  

( )ba f ff 
2

f f .  

 Karena 
1

1

  dan 

1
1 


 ,  

 terbukti .  

 

Berdasarkan Proposisi 8 dapat didefinisikan 

isomorfisma antara dua elemen idempoten dalam R 

sebagai berikut. 

 

Definisi 9. 

Elemen idempoten e dikatakan saling isomorfisma dengan 

idempoten f (dinotasikan e f )  jika  memenuhi salah 

satu dari kondisi berikut ini. 

1.  sebagai modul kanan atas R sedangkan 
             

 sebagai modul kiri atas R. 

2. Terdapat elemen  dan  sedemikian 

sehingga  dan . 

3. Terdapat elemen  sedemikian sehingga 

dan f ba . 

 

 

KESIMPULAN 

 

Berdasarkan pembahasan maka dapat disimpulkan bahwa 

beberapa karakteristik dari elemen idempotent central 

adalah sebagai berikut: 

1. Syarat perlu dan cukup suatu elemen idempoten e 

merupakan idempoten central  adalah    

 0e R f f Re  . 

( )ere e r e 

( )Ker 

e ab

eR f R

eR f R

eR fR

Re Rf

a eRf b fRe

e ab f ba

,a b R

e ab
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2. Jika diberikan sebarang elemen idempoten e  dan e  
dalam suatu ring R dan RM  modul kanan atas ring R 

maka terdapat suatu isomorfisma grup aditif  

: ( , )R R RHom eR M M e  . 

4. Untuk sebarang idempoten e R  yang tidak nol, 

maka beberapa pernyataan berikut ini ekuivalen yaitu 

e R ( R e ) indecomposable sebagai R-modul kanan (R-

modul kiri), ring e Re  tidak memiliki idempoten yang 

non trivial, elemen e  tidak dapat didekomposisikan ke 

dalam bentuk    dcngan ,   adalah idempoten 

tidak nol yang saling ortogonal.   

5. Jika diberikan suatu elemen idempoten e dalam R dan 

( )J Jac R  maka diperoleh ( )Jac e Re  ( )J e Re

eJe  dan / ( )e Re Jac e Re e R e . 

6. Untuk sebarang elemen idempoten  ,e f R , maka 

beberapa pernyataan berikut ini ekuivalen yaitu: 

eR fR ( Re Rf ) sebagai R-modul kanan (R-modul 

kiri), terdapat elemen a eRf  dan b fRe  

sedemikian sehingga e ab  dan f ba , terdapat 

elemen ,a b R  sehingga e ab  dan f ba . 
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PENENTUAN JUMLAH MOL UDARA DALAM SELINDER DAN BOLA  

MENGGUNAKAN HUKUM BOYLE-MARIOTTE 

(Determining The Number Of Moles Of Air In Cylindrical And Spherical Using The Boyle-Mariotte Law) 
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ABSTRACT 

Has done research on different container and the syringe bulb to determine the number of 

moles of air. If the gas or air is introduced into the syringe or bulb then the more air is forced 

into it. The analysis uses Boyle-Mariotte law shows that the number of moles of air in the 

syringe with constant temperature and number of moles of air at constant volume is a sphere 

with eqqual 0.02 mol. Thus two different media (cylindrical and spherical), giving the same 

number of moles. Obtaining the number of moles show that the application of Boyle-Mariotte 

is derived from the ideal gas law is appropriate. 

 

Keywords: The number of moles, cylindrical, spherical, ideal gas 

 

PENDAHULUAN 

 

Termodinamika merupakan ilmu operasional, yang 

berhubungan dengan sifat makroskopik  yang pada  

dasarnya dapat diukur.  Ilmu ini  memprediksi jenis-jenis 

proses kimia dan fisika yang mungkin terjadi serta 

menghitung secara kuantitatif  sifat-sifat keadaan dari 

suatu materi.  Sifat-sifat keadaan suatu materi yang dapat 

dilihat  berupa suhu, tekanan,  volume dan sifat keadaan 

ini dapat dijabarkan dalam suatu persamaan matematika 

yang  disebut persamaan keadaan.  Persamaan keadaan 

yang paling sederhana  yaitu persamaan gas ideal 

(Nurbury, 2000:226). Satu jenis gas dikatakan ideal 

apabila gaya tarik-menarik antar molekul gas diabaikan. 

Dalam menganalisis sistem termodinamika, biasanya 

ditemukan dengan melakukan eksperimen, sehingga 

terlebih dahulu diperlukan pengertian mengenai sifat fisis 

berbagai bahan, seperti gas maupun udara. 

Gas akan berbentuk sesuai dengan wadah yang 

ditempatinya, semakin besar massa suatu gas semakin 

besar pula volume dari gas tersebut. Massa suatu gas 

biasanya dinyatakan dalam jumlah mol. Jumlah mol suatu 

gas diperoleh dari besar massa total gas berbanding 

terbalik dengan massa molekul dari gas tesebut. Massa 

gas dan massa molekul gas itu berbeda kalau massa gas 

menyatakan ukuran zat tetapi massa molekul adalah 

massa yang diukur pada skala relatifnya.  

Kalau gas atau udara di masukkan atau di pompa ke 

dalam suatu balon atau alat penyemprot (syringe) maka 

makin banyak udara yang dipaksa masuk ke dalam, makin 

besar balon tersebut. Hal ini berarti bahwa kalau suhu dan 

tekanan konstan, volume udara yang menempati ruang 

tertutup (balon/syringe) akan bertambah dengan 

perbandingan lurus dengan massa  dari udara yang ada. 

Perbandingan ini dapat dibuat menjadi suatu persamaan 

dengan memasukkan konstanta pembanding yang disebut 

jumlah mol (Giancoli, 1998 terjemahan Hanum, 

2001:462). Dan juga kalau udara dipaksa masuk ke dalam 

suatu bola, berarti memberikan molekul udara lebih 

banyak ke dalam bola dengan volume bolanya tidak 

berubah (volume konstan), selanjutnya bola berisi 

molekul udara menempati suatu ruang yang didinginkan 

atau dipanaskan dengan tekanan tertentu, maka 

menghasilkan suatu perbandingan yang akan 

menghasilkan jumlah mol. Karena dari kedua kasus ini, 

kalau tekanan, suhu, dan volume diketahu maka jumlah 

udara yang dipaksa masuk ke dalam sebuah benda 

berbentuk selinder dalam hal ini tabung penyemprot 

(syringe) dan berbentuk bola. 

Penelitian menyangkut dengan kasus mendasar telah 

banyak dilakukan, namun untuk   mengkaji jumlah mol 

pada tabung untuk suhu tetap maupun mengkaji jumlah 

mol pada bola untuk volume tetap dengan menggunakan 

rumus gas ideal berdasarkan hukum Boyle-Mariotte dan 

rumus Gay-Lussac merupakan hal yang baru untuk diteliti 
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(Anonymous, 2009:3). Jumlah mol untuk kedua kasus ini 

dapat ditentukan secara grafik dari variasi tekanan dan 

volume untuk suhu konstan, dan variasi  tekanan dan suhu 

untuk volume konstan. Penggambaran data secara grafik 

dilakukan dengan menggunakan software DataStudio. 

DataStudio dimanfaatkan untuk memplot seluruh data 

hasil pengamatan untuk nantinya menghasilkan suatu 

grafik, dan selanjutnya grafik ini di-fitting untuk 

mendapatkan garis lurus agar dapat menentukan nilai 

kemiringan (slope), selanjutnya nilai ini dijadikan untuk 

menentukan jumlah mol. 

 

 

METODE PENELITIAN 

 

1. Hukum Gas   

Misalkan dipunyai suatu kuantitas yang tetap dari 

suatu gas di dalam sebuah tangki, maka dapat diubah suhu 

atau volume dari gas itu. Dapat ditemukan bahwa untuk 

sembarang gas pada massa jenis yang cukup rendah, 

maka tekanan p dikaitkan kepada suhu T dan volume V 

dengan pola spesifik. Suatu gas yang diperlakukan seperti 

ini dinamakan gas ideal. Dan persamaan yang mengkait-

kaitkan kuantitas ini dinamakan hukum gas ideal atau 

persamaan keadaan untuk gas ideal. Digunakan istilah 

“ideal” karena gas riil tidak mengikuti hukum gas ideal 

dengan tepat, terutama pada tekanan tinggi (dan massa 

jenis) atau ketika gas dekat dengan titik cair atau titik 

didih, (Giancoli, 1998 terjemahan Hanum 2001:463). 

Menurut Kane and Sternheim (1976) terjemahan Silaban, 

(1988:452), bahwa hukum gas ideal sebenarnya 

mengikhtisarkan tiga macam eksperimen. Dari tiga 

macam eksperimen ini menghasilkan  tiga hukum gas 

yaitu hukum Boyle-Mariotte, hukum Charles, dan hukum 

Gay-lussac, (Renreng 1983:289). 

Hukum-hukum gas ini, diperoleh dengan bantuan 

teknik yang sangat berguna di sains, yaitu menjaga suatu 

atau lebih variabel tetap konstan untuk melihat akibat dari 

perubahan satu variabel saja. Hukum-hukum ini sekarang 

dapat digabungkan menjadi satu hubungan yang lebih 

umum antara tekanan p, volume V dan suhu T dari gas 

dengan jumlah tertentu: 

 pV T  (1) 

Hubungan ini menunjukkan bagaimana besarnya p, 

V, atau T akan berubah ketika yang lainnya diubah. 

Hubungan ini mengecil menjadi hukum Boyle-Mariotte, 

hukum Charles, dan hukum Gay-Lussac, ketika suhu, 

tekanan, dan volume berturut-turut dijaga konstan.  

 

2. Persamaan Keadaan Gas Ideal 

Volume V yang ditempat suatu zat yang massanya m 

tertentu bergantung pada tekanan p yang diderita zat yang 

bersangkutan, dan pada suhunya T. Setiap zat ada 

hubungannya tertentu dalam hal besaran-besaran ini. 

Hubungan tertentu ini dinamakan persamaan keadaan zat 

yang bersangkutan (Sears and Zemansky, 1962 

terjemahan Soedarjana dan Achmad, 1994:406). Secara 

matematika persamaan ini ditulis sebagai berikut: 

( , , , ) 0f m V p T   (2) 

Persamaan keadaan gas yang paling sederhana 

adalah persamaan keadaan gas pada tekanan rendah, hal 

ini berlaku untuk segala macam gas adalah sama. Gas 

ideal didefenisikan sebagai satu bagian dari seluruh 

tumbukkan yang terjadi antara atom-atom yang elastik 

sempurna, dimana gaya tarik antar molekul diabaikan 

karena sedemikian kecil (Anonim, 2010:2). Untuk 

mewakili hukum gas ideal, maka secara grafik dibangun 

diagram p-V-T trimatra (three dimensional), sebagaimana 

disajikan pada Gambar 1 (Frauenfelder and Huber, 

1966:313).  

 

 
Gambar 1. Permukaan trimatra mewakili keadaan pada 

suatu gas ideal 

 

Pada gambar ini di gambarkan isometrik suatu 

bagian permukaan p-V-T  trimatra, dan proyeksi ketiganya 

(Sears and  Salinger, 1980:27) antara lain: 

a) Bidang suhu konstan (T = konstan) membagi per-

mukaan didalam equilateral hyperbolas, sehingga 

pV=konstan (hukum Boyle-Mariotte). 

b) Bidang tekanan konstan (p = konstan) membagi 

permukaan dalam bentuk garis lurus, jadi kemiringan 

bidang T-V meningkat dengan meningkatnya tekanan, 

sehingga V/T = konstan (hukum Gay-Lussac). 

c) Bidang volume konstan (V = konstan) juga membagi 

permukaan dalam bentuk garis lurus, jadi kemiringan 

bidang p-T sebanding dengan V, maka P/T = konstan, 

(Sears and  Salinger, 1980:27). 

Menurut Blatt (1986:269) dan Nurbury (2000:226), 

menyatakan bahwa gas ideal dapat dirumuskan dalam tiga 

variabel yaitu tekanan (p), volume (V), dan suhu (T) yang 

disebut sebagai kombinasi rumusan tunggal dari hukum 

Boyle-Mariotte dan hukum Gay-Lussac (Anonymous, 

2009:2; Zemansky and  Dittman, 1982 terjemahan Liong. 

1986:120). Untuk gas ideal, tekanan, suhu, dan volume 

dihubungkan oleh: 

TRpv      atau    TnRpV   (3) 

dimana:   

v = volume molar (m
3
/mol) 

V = volume yang diberikan oleh n mol (m
3
) 

R = konstanta gas umum 

  (=8,314 JK
-1

.mol
-1

 = 1,99 kal.mol
-1

.K
-1

) 

T =  suhu (K) 

n = jumlah mol (mol). 
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Persamaan (3) merupakan persamaan keadaan gas 

ideal atau hukum gas ideal  (Kittel and Kroemer, 

1996:164; Blatt, 1986:269). Persamaan ini, menurut Kittel 

and Kroemer (1996:77), kadang-kadang ditulis sebagai: 

Apv N kT  atau 
ApV nN kT N kT   (4) 

dimana: 

N = jumlah total molekul gas dalam volume 

NA = bilangan Avogadro, (molekul/mol) 

k  = konstanta Boltzmann (R/NA = 1,38x10
-23

 J.K
-1

) 

 

Nilai konstanta gas dapat diperoleh dengan 

mengevaluasi pV/nT untuk gas pada batas tekanan nol. 

Namun demikian, nilai yang lebih tepat dapat diperoleh 

dengan mengukur kecepatan suara didalam gas tekanan 

rendah dan mengekstrapolasikan nilainya ke tekanan nol 

atau limit tekanan mendekati nol (Zemansky and  

Dittman, 1982 terjemahan Liong. 1986:118). 

 

3. Jumlah Mol 

Selain  Konstanta gravitasi dalam persamaan gas 

ideal terdapat beberapa istilah kimia penting, yaitu massa 

atom relatif, bilangan Avogadro dan mol. Massa atom 

relatif adalah massa suatu unsur yang dinyatakan sebagai 

perbandingan massa satu atom suatu unsur terhadap 

massa satu atom lain. Massa molekul relatif adalah 

jumlah seluruh massa atom relatif dari atom-atom 

penyusun unsur atau senyawa tersebut (Anonim, 2010:3). 

Menurut Ohanian (1985:471), menyatakan bahwa 

hukum gas ideal dapat dinyatakan dalam jumlah molekul. 

Hukum ini memberikan hubungan sederhana diantara 

parameter makroskopik dari sifat-sifat gas. Jumlah mol 

(n) dalam suatu gas sama dengan massa gas (m) dibagi 

dengan berat molekulnya (Mr) (Sears, 1944 terjemahan 

Soedarjana 1986:402). Dari uraian di atas diperoleh 

hubungan mol (n), massa (m), dan jumlah partikel (N) 

(Anonymous, 2009:3) sebagai berikut: 

rm nM       atau    

r

m
n

M
  

AN n N      atau    

A

N
n

N
   (5) 

dimana:  

Mr  = massa molekul relative (g/mol) 

m = massa molekul (gram) 

n adalah jumlah mol atau konsentrasi (Kittel and 

Kroemer, 1996:77; Alonso and Finn, 1980:419) 

sehingga dapat ditulis sebagai: 

 

 /

,

,

gram

g mol

massa
n

massa molekul
    

  

 atau 

 
 

3

3 /

,

, mm mol

volume m V
n

Vvolume per mol
   (6) 

dimana:  

Vm =  volume molar gas atau volume kontainer, (m
3
). 

 

Di bawah kondisi-kondisi standar, satu mole gas 

ideal menempati 22,4 liter (Kane and Sternheim, 1976 

terjemahan Silaban, 1988:456). Maka menurut  Blatt 

(1986:270), jumlah mol gas atau udara dapat ditulis dalam 

bentuk persamaan sebagai berikut: 

273
12, 2

22, 4

pV pV
n

T T
   (7) 

dimana:  

p = tekanan, (atmosfir)  

V = volume, (liter) 

T = suhu, (kelvin).  

Persamaan ini terjadi pada kondisi suhu dan tekanan 

standar, yaitu suhu 0
0
C = 273 K dan tekanan 1 atm 

dengan menempati volume 22,4 liter. Jumlah mol disebut 

juga sebagai faktor kompresibilitas, dimana menggambar 

suatu sistem volumetrik (Abbott and van Ness, 1972).  

Penelitian dilakukan untuk menentukan jumlah mol 

udara dalam syringe dengan memperoleh terlebih 

liniaritas dari volume terhadap tekanan pada suhu 

konstan, dinyatakan dari: 

 
1

V nRT
p

   (8) 

Sedangkan liniaritas tekanan terhadap suhu dengan 

volume bola konstan menghasilkan jumlah mol udara 

dalam bola dinyatakan dengan hubungan berikut: 

T
V

Rn
p 








     (9) 

 

 

HASIL PENELITIAN 

 

Hasil pengumpulan data untuk pengamatan pada 

syringe hukum gas ideal, penggunaan syringe dengan 

suhu konstan dan penggunaan bola dengan volume 

konstan direkam dengan DataStudio menampilkan 

hubungan volume terhadap invers tekanan pada suhu 

konstan, dan hubungan antara tekanan terhadap suhu 

untuk volume konstan seperti tampilan gambar 2 dan 

gambar 3. 

 

 
Gambar 2.  Grafik hubungan antara volume terhadap 

invers tekanan pada T = konstan 

 

Dengan diperoleh suhu awal T1 = 298,54 K, tekanan 

awal p1 =100,9 kPa, suhu akhir  T2 = 316,78 K dan 

tekanan akhir p2 =208,84 kPa dapat ditentukan 

perbandingan (ratio) volume syringe adalah 1

2

1,951 2
V

V
   
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maka 
1 22V V . Berdasarkan gambar 2 dapat ditentukan 

jumlah mole (n) udara terbaik pada syringe dengan suhu 

konstan adalah 

 1 1 1 0, 0188350 0, 0000123 moln n n      

atau  

1 0, 02 moln 
 
 

 

 

 

 
Gambar 3.  Grafik hubungan antara tekanan terhadap 

suhu (P-T) pada V = konstan 

 

 

Berdasarkan Gambar 3 dapat ditentukan jumlah mole (n) 

udara terbaik pada bola dengan volume konstan adalah 

2 2 2 (0, 022643 0, 000000) moln n n      

atau  

2 0, 02 moln   

 

 

PEMBAHASAN 

 

Dengan melakukan pengamatan pada alat 

penyemprot (syringe) semacam  suatu alat suntik 

berbentuk selinder dan bola menggunakan rumus gas 

ideal atas dasar hukum Boyle-Mariotte dan hukum Gay-

Lussac untuk memperoleh jumlah mol udara yang 

terkandung di dalam syringe dan bola tersebut, maka 

setelah dianalisis ratio volume dari syringe diperoleh 

bahwa volume awal sebelum diberikan plunger dua kali 

lebih besar dari volume akhir. Hal ini berlaku jika suhu 

dan tekanan awal lebih besar dari suhu dan tekanan akhir 

pada saat proses dilakukannya plunger. Jadi semakin 

mengecil suhu dan tekanan selama proses plunger 

berakhir, akan dapat memperkecil rasio volume syringe. 

Dengan demikian apabila volume gas dijaga agar selalu 

konstan, maka ketika tekanan gas bertambah, suhu mutlak 

gas-pun ikut-ikutan bertambah demikian sebaliknya 

ketika tekanan gas berkurang, suhu mutlak gas pun ikut-

ikutan berkurang, hal cocok dengan yang dikembangkan 

oleh Joseph Gay-Lussac (Anonymous, 2009:3). Jika suhu 

gas meningkat dari keadaan awal T1 menjadi T2, bila 

tekanan juga berubah dari keadaan p1 menjadi p2, 

sedangkan massa udara dan komposisi molekul udara 

tetap, maka hukum Gay-Lussac atau hukum Charles  

dapat diterima pada penelitian ini. 

Sesuai Gambar 2, dapat dijelaskan bahwa semakin 

besar volume, maka tekanan juga semakin besar. Jadi 

volume dan tekanan berubah secara linear, jika suhu 

udara dalam syringe konstan. Dengan demikian hasil kali 

volume dan tekanan ini walaupun hampir konstan pada 

suhu tertentu, agak berbeda-beda dengan berubahnya 

tekanan. Kurva dari p-V sebetulnya berupa garis 

hiperbolik ekilateral yang hampir-hampir bersinggungan 

dengan sumbu p dan sumbu V, dan kurva ini 

menunjukkan keadaan pada suhu konstan. Maka pada 

kasus ini udara dimampatkan dalam syringe dari volume 

yang besar menjadi volume kecil. Hal ini juga dapat 

digunakan pada pompa sepeda atau ban mobil. Jadi udara 

ketika dimampatkan perlu dihilangkan panas agar 

suhunya konstan, dan karena itu dalam penelitian ini 

proses dilakukan secara perlahan-lahan supaya seluruh 

udara tidak mengalami kenaikan suhu. Akibat 

pemampatan secara perlahan itu udara mengalami aras 

kadaan yang mendekati keadaan setimbang, dan proses ini  

disebut proses quasi static atau proses hampir statik yang 

berlangsung selama proses isothermal. 

Sedangkan berdasarkan gambar 3, semakin tinggi 

tekanan udara yang diberikan kepada bola, maka suhu-

pun semakin besar. Jadi tekanan dan suhu berubah secara 

linear, jika volume bola konstan. Kurva dari p-T 

sebetulnya berupa garis lurus yang menunjukkan keadaan 

pada volume konstan. Maka pada kasus ini jika udara 

dimampatkan dalam bola dari tekanan yang besar menjadi 

tekanan kecil, dengan meletakan bola pada suhu yang 

berubah dari besar menjadi kecil. Jadi udara dimampatkan 

dalam bola, dengan prosesnya secara isovolume (proses 

dimana volume konstan). 

Dengan persamaan (5 dan 6), jumlah mol, n dalam 

udara adalah sama dengan massa udara itu dibagi dengan 

berat molekulnya. Karena itu rapat udara dapat 

dinyatakan sebagai massa per satuan volume udara. 

Karena itu rapat udara tergantung pada tekanan, suhu dan 

titik berat molekulnya. Sesuai dengan kerapatan ini dapat 

dibentuk jumlah mol udara dari tekanan, suhu dan 

volume. Maka pada kasus ini telah dianalisis jumlah mol 

udara pada syringe dengan suhu konstan adalah sebesar 

0,019 mol. Sedangkan jumlah mol udara pada bola (bola 

yang digunakan disebut pada nol mutlak) dengan menjaga 

agar volume konstan adalah sebesar 0,023 mol. Jumlah 

mol udara pada syringe dan bola, terdapat selisihnya 

sangat kecil, dan apabila jumlah mol ini diperbesar pada 

dua angka di belakang koma, maka diperoleh jumlah mol, 

n = 0,02 mol. Dengan demikian dapat dikatakan bahwa 

hasil penelitian membuktikan bahwa pada kedua media 

yang berbeda (selinder dan bola), memberikan jumlah 

mol yang sama. Maka massa udara dapat diperhitungkan 

baik untuk oksigen maupun hidrogen, dan massa dari gas 

lainnya. Aplikasi penggunaan hukum Boyle-Mariotte 

dengan menentukan jumlah mol semacam ini dapat 

terapkan pada media yang lain seperti ban sepeda/mobil, 

bola basket atau bola kaki, dan lain sebagainya. 
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KESIMPULAN 

 

Sesuai dengan pembahasan maka kesimpulan dalam 

penelitian ini adalah 

1. Jumlah mol udara dalam selinder (syringe) dengan 

suhu konstan adalah  0000123,00188350,0  mol. 

2. Jumlah mol udara dalam bola dengan volume konstan 

adalah  000000,0022643,0   mol. 
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ABSTRACT 

 

This paper give an analitical technique to approximate future lifetime distributions. 

Approximations of the future lifetime distribution based on the shifted Jacobi polynomials, and 

it yielded the sequences of a exponentials combination. The results of approximations of the 

future lifetime distribution in this cases study based on Makeham’s Law. It is very accurate in 

the case study. 

 

Keywords: approximations, future lifetime distribution, shifted Jacobi polynomials, 

exponentials combination, Makeham’s law 

 

 

PENDAHULUAN 

 

Dalam matematika dan statistika, bentuk 

eksponensial sangat penting dalam penerapannya. Secara 

khusus, bentuk eksponensial digunakan dalam 

membentuk fungsi-fungsi khusus untuk menentukan suatu 

distribusi peluang. Salah satu distribusi peluang yang 

menggunakan bentuk eksponensial adalah distribusi 

eksponensial. Distribusi ini memberikan suatu kemudahan 

dalam berbagai penghitungan. 

Penulisan ini memberikan suatu cara untuk 

mengaproksimasi distribusi peluang dari suatu kombinasi 

eksponensial. Dengan demikian, masalah yang 

dikemukakan dalam penulisan ini adalah mengkonstruksi 

suatu bentuk aproksimasi distribusi waktu hidup yang 

akan datang (future lifetime) ke dalam bentuk kombinasi 

eksponensial dan kemudian memperlihatkan keakuratan 

dari hasil-hasil aproksimasi tersebut secara numerik. 

 

 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Pada umumnya bentuk dari kombinasi eksponensial 

merupakan suatu bentuk kombinasi dari fungsi kepadatan 

peluang distribusi eksponensial. Secara numerik bentuk 

kombinasi eksponesial tersebut memiliki kemudahan 

untuk diterapkan. Hal ini dikarenakan distribusi 

eksponensial memberikan suatu penghitungan yang 

sangat sederhana, sehingga mudah untuk dapat 

diaplikasikan ke berbagai bidang seperti teori resiko, teori 

antrian, teori keuangan, teori aktuaria, dan lain-lain. Salah 

satu sifat penting dari kombinasi eksponensial adalah 

suatu bentuk yang dense dalam himpunan distribusi 

peluang atas  0, . 

Bentuk kombinasi eksponensial dari aproksimasi 

distribusi peluang dapat dibentuk dengan berbagai 

metode. Suatu metode aproksimasi distribusi peluang 

dengan menggunakan sifat-sifat dari polinomial Jacobi 

merupakan sesuatu bentuk yang konstruktif untuk 

mengaproksimasi distribusi peluang. Hasil yang diperoleh 

dari aproksimasi distribusi peluang ini merupakan suatu 

fungsi distribusi yang terdiri atas barisan-barisan yang 

berbentuk kombinasi eksponensial, yang mana barisan-

barisan tersebut merupakan barisan-barisan yang 

konvergen. (Dufresne, 2006) 

Selain ulasan beberapa pustaka mengenai penulisan 

ini, pada bagian ini akan diberikan beberapa simbol dan 

teori-teori dasar yang akan digunakan dalam pembahasan. 

Berikut ini akan diberikan definisi dari beberapa fungsi 

khusus. Sebelumnya, simbol Pochhammer untuk suatu 

bilangan a dinotasikan dengan  
n

a , didefinisikan seperti 

berikut, 

 
0

1a  ,       1 1
n

a a a a n    , 1,2,n  . 

Dengan demikian, fungsi hipergeometri Gauss yang 

dinotasikan dengan  2 1 , , ;F , dapat didefinisikan 

seperti berikut, 

 

mailto:thomypentury@yahoo.com
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 
 

   
2 1 , , ;

c
F a b c z

b c b



  

 

     

   
1 11

0
1 1

a c bb
zt t t dt

  
 

    

 0 !

n
n n

n n

a b z

c n






 

dengan 1z  ,    Re Re 0c b  . 

Berikut akan diberikan ulasan singkat tentang 

distribusi waktu hidup yang didasarkan atas hukum 

Makeham. Misal X adalah variabel random kontinu yang 

mengikuti usia hidup seseorang (dari kelahiran sampai 

kematian). Untuk usia hidup x, diberikan percepatan 

mortalitas yang didasarkan atas hukum Makeham seperti 

berikut 

  ,
x

x A Bc x    . 

Bentuk ini sering disebut sebagai hazard rate atau failure 

rate. 

Kemudian berdasarkan hukum Makeham, maka 

dapat diperoleh fungsi survival dari distribusi Makeham 

seperti berikut, 

 

       
0 0

exp exp
x x

y
S x y dy A Bc dy     

 

0

1
exp

log

x
y

c
Ay B

c


  

    
   
     

 

1
exp

log

x
c

Ax B
c


  

   
  
   

 

  exp 1
x

Ax m c    , dengan 
log

B
m

c
 .

 

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

1. Distribusi Waktu Hidup Yang Akan Datang 

Misal variabel random X memiliki distribusi waktu 

hidup. Dengan demikian, x adalah usia hidup dari 

seseorang yang dinotasikan dengan  x . Waktu hidup 

yang akan datang (future lifetime) dari  x  adalah X x  

yang dinotasikan dengan  T x  atau xT , atau untuk lebih 

simpel cukup ditulis dengan notasi T; merupakan variabel 

random yang bergantung pada  x . Berikut akan 

diberikan cdf dari T, yaitu 

   ,F t T t t   P . 

Bentuk cdf dari T yang diberikan pada persamaan 

(2) merupakan peluang  x  meninggal dalam jangka 

waktu t tahun. Bentuk ini sering dinotasikan dengan t xq . 

Dengan demikian, peluang  x  untuk hidup selama t 

tahun adalah 

 1 ,t x t xp q T t t     P . 

Karena t xq  adalah suatu cdf untuk variabel random 

T, maka t xp  merupakan ccdf dari T, yang dapat ditulis 

sebagai  TF t .  

Perhatikan bahwa  TF t  merupakan peluang  x  

dapat hidup mencapai x t  tahun, sehingga dapat 

diperoleh hubungan antara fungsi survival  S x  dan ccdf 

 TF t  seperti berikut: 

   TF t T t P  X x t X x   P
 

 X x t X x   P
 

 

 

S x t

S x


 , untuk setiap ,x t   

 

2. Kombinasi Eksponensial dari Aproksimasi 

Distribusi Peluang 

 

a. Kombinasi Eksponensial 

Berikut ini, akan diberikan bentuk umum dari suatu 

kombinasi ekponensial dengan mendefinisikan sebuah 

fungsi yang berbentuk 

   0
1

j

n
t

j j t

j

f t a e









 1  

dimana  ja ,  j  adalah konstan. Fungsi ini adalah 

fungsi densitas peluang (pdf) jika 

(a) 
1

1

n

j

j

a



 ;     

(b) 0j  , untuk setiap j;     

(c)   0f x  , untuk setiap 0x  . 

Kondisi (a) dan (b) menyatakan bahwa fungsi  f  

terintegral untuk 1 atas  , namun tidak untuk kondisi 

(c). Jika 0ja   untuk semua j, maka persamaan (4) 

disebut sebuah mixture of exponentials atau disebut juga 

sebagai distribusi hiper-eksponensial. 

Teorema 1 memperlihatkan kekonvergenan dari 

barisan variabel random yang mana pdf dari variabel 

random tersebut merupakan suatu kombinasi 

eksponensial. Bukti dari Teorema 1 dapat di lihat di Sinay 

(2010). 

 

Teorema 1. 

(a) Misal T variabel random non negatif. Maka terdapat 

suatu barisan variabel random  nT  masing-masing 

dengan suatu pdf yang diberikan oleh suatu 

kombinasi eksponensial dan sedemikian sehingga 

nT   konvergen dalam distribusi ke T. 

(b) Jika distribusi T tidak mempunyai atom, maka 

   
0

lim sup 0
nT T

n t

F t F t
  

   

(3) 

(2) 

(5) 

(1) 

(4) 
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b. Polinomial Jacobi Teralihkan 

Pada umumnya, bentuk polinomial Jacobi dapat 

didefinisikan seperti berikut 

   
 ,

2 1

1 1
, 1, 1; ,

! 2

n
n

x
P x F n n

n

  
  

 
     

 
 
 

untuk 0,1,n   dan , 1    . Diketahui juga bahwa 

polinomial Jacobi ortogonal atas interval  1, 1 , untuk 

fungsi bobot 

   1 1x x
 

  . 

Kemudian bentuk polinomial Jacobi teralihkan 

(shifted Jacobian polynomials) dapat diturunkan seperti 

berikut: 

       , ,
2 1n nR x P x

   
 

  
 2 1

1
, 1, 1;1

!

n n n x
n

F


  


      

 

0

n
j

nj

j

x


 , 

dimana 2 1F  adalah fungsi hipergeometri Gauss dan

 

       

 

1 1

1 ! !

n

n j j

j

n n

nj
n j

 




   



. 

Dengan demikian, polinomial Jacobi teralihkan ortogonal 

atas  0, 1 , dengan fungsi bobotnya adalah 

     ,
1x x x

  
 w . 

Sifat-sifat dari polinomial Jacobi teralihkan dapat 

diberikan untuk suatu fungsi    yang terdefinisi atas 

 0, 1  (termasuk semua fungsi kontinu dan terbatas) 

sedemikan sehinga,  

     ,
1x x x

   w ,    

      
1

,

0

1
1n n

n

x x x R x dx
h

c
  

  , 

     
21

,

0
1n nh x x R x dx

  
  

 
    

   

1 1

2 !

n n

n n n

 

 

     


  
 

 

c. Aproksimasi Distribusi Waktu Hidup Yang Akan 

Datang 

Berdasarkan teori shifted Jacobi polynomials yang 

diberikan pada bagian sebelumnya, maka teori tersebut 

dapat diterapkan ke dalam suatu distribusi peluang atas 

  dengan cara seperti berikut ini. 

Misal  F t  adalah cdf, dan misal    1F t F t 

 T t P .  F t  merupakan ccdf (komplemen cdf). 

 F t  sering disebut juga sebagai fungsi survival. Jika 

 0 1F   dan   1F   , untuk 0 t   . Misal T 

menyatakan waktu sampai kematian dari usia hidup x, 

maka   t xF t p . 

Diketahui bahwa 0r  , 

   
1

logg x F x
r

 
 
 
 

,  0 1x  ,   0 0g  . 

Pemetaan yang terjadi dari bentuk ini merupakan 

pemetaan  0,  pada  0, 1 , yang mana 0t   

berkorespondensi dengan 1x  , dan t   

berkorespondensi dengan 0x   . Diketahui juga bahwa 

  0F   , maka dapat diperoleh sedemikian rupa 

sehingga  0 0g  .  

Misal parameter-parameter , , p dan  kb  

diketahui sedemikian sehingga, dengan menerapkan 

shifted Jacobi polynomials dapat diperoleh 

     ,

0

p
k k

k

g x x b R x
 





  ,   0 1x  . 

Ekuivalen dengan 

   rt
F t g e




 

0

prt jrt
k kj

k j

e b e


 



  
 

 

0

j p rt

k kj

j k

b e


 



 
  

 
  .

 
Bentuk di atas memiliki kesamaan dengan bentuk (4), jika 

 j j p r   , untuk 0,1,2,j . Jika 0p  , suatu 

kombinasi eksponensial dapat diperoleh dengan cara 

pemotongan jumlahan dari deret di atas. Berdasarkan 

bentuk dari deret yang diberikan di atas, maka konstanta 

 kb  dapat ditemukan seperti berikut: 

      
1

,

0

1
1

p
k k

k

b x g x R x x x dx
h

  
 

 

         1 ,

0
1

p rt rt rt
k

k

r
e e R e F t dt

h

  


    
  . 

Dengan demikian, bentuk (5) merupakan kombinasi dari 

bentuk 

     1

0
1

p j rt rte e F t dt



     ,    0, 1, ,j k

 

Jika 0  , maka dapat diperoleh 

     
0 0

1 1
1

st st st
e F t dt F t d e e

s s

 
  

    
   E , 

dengan 0s   

Hal ini berarti, konstanta  kb  dapat diperoleh dengan 

menggunakan transformasi Laplace dari distribusi T. 

Teorema berikut ini merupakan konsekuensi 

langsung dari shifted Jacobian polynomials. 

 

Teorema 2. Misal , 1    ,  F  kontinu atas  0,  

dan diberikan fungsi beriku ini. 

 prt
e F t  

(6) 

(5) 
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yang memiliki sebuah limit yang berhingga untuk t 

menuju tak hingga, untuk beberapa p  (hal ini selalu 

benar di mana 0p ). Maka berlaku 

     ,

0

prt rt
k k

k

F t e b R e
 


 



   

Untuk setiap  0,t   dan konvergen seragam atas 

setiap interval  ,a b , untuk 0 a b    . 

Bukti lihat Sinay (2010) 

 

Tidak semua distribusi terkondisi dalam Teorema 2. 

Hasil dalam teorema berikut tidak membutuhkan asumsi 

ini. 

 

Teorema 3. Misal , 1     dan untuk beberapa p  

dan 0r 
 

     
21 2

0
1

p rt rt
e e F t dt




   
    

(ini selalu benar jika 
1

2
p

 
 ). Maka 

     
2

,

0
0

lim

N
prt rt

k k
N

k

F t e b R e
 


 






  
  
  

  

           
    1 2

1 0
p rt rt

e e dt
   

   

Bukti lihat Sinay (2010). 

 

Pemotongan jumlahan dari deret yang diperoleh 

dengan menggunakan metode ini bukanlah fungsi 

distribusi yang sebenarnya. Ini merupakan suatu 

aproksimasi dari bentuk ccdf distribusi T. Fungsi yang 

diperoleh dari metode ini, bisa lebih kecil dari 0 atau lebih 

besar dari 1, atau fungsi tersebut mungkin saja turun pada 

beberapa interval. 

 

3. Implementasi Numerik 

Hasil-hasil yang diperoleh pada bagian ini 

didasarkan atas hukum Makeham seperti yang diberikan 

pada persamaan (1), dengan menggunakan asumsi 

parameter-parameter seperti berikut: 

0.0007A  ;    
5

5 10B


  ;    
0.04

10c  , 

yang mengikuti Bowers et al (1997). 

 

a. Aproksimasi Distribusi Waktu Hidup Yang Akan 

Datang 

Hasil aproksimasi yang diperoleh pada bagian ini 

menggunakan persamaan (6), dengan menggunakan 

parameter-parameter berikut  =  = 0, p = 0.2, r = 0.08. 

Berdasarkan persamaan (3), maka dapat diperoleh 

 

 1.09648 0.0005429 0.0005429 1.09648 0.0007x t t
e

  
 

 dengan t  . Hasil ini dapat diterapkan pada 

persamaan (6) untuk usia hidup x = 30 dan x = 65, dengan 

18N  . Hasil secara visual dapat dilihat pada Gambar 1. 

Dengan demikian, tingkat ketelitian pada saat 18N   

cukup baik (lihat Tabel 1). 

 

 

 

 
Gambar 1. Distribusi waktu hidup yang akan datang 

 

Dari Gambar 1, dapat dilihat bahwa aproksimasi 

yang digunakan untuk mengaproksimasi distribusi waktu 

hidup yang akan datang sangat akurat. Dengan demikian, 

hasil aproksimasi sangat akurat untuk diterapkan. 

Untuk melihat tingkat ketelitian dari hasil 

aproksimasi dari distribusi waktu hidup yang akan datang 

untuk beberapa N yang berbeda dapat dilihat pada Tabel 

1, dimana tingkat ketelitian semakin baik untuk usia 

hidup 65 tahun, dan untuk nilai yang semakin besar. 

 

Tabel 1 

Estimasi tingkat ketelitian  

  ‖   ̂ ‖ 

(  ) (  ) 

3  0.41   0.082  

5  0.3   0.043  

7  0.198   0.0198  

10  0.0798   0.0065  

18  0.043   0.001  

 

 

KESIMPULAN 

 

Berdasarkan hasil-hasil penelitian yang diberikan 

dalam penulisan ini, maka dapat disimpulkan bahwa 

Bentuk aproksimasi ccdf (fungsi survival) dari distribusi 

waktu hidup yang akan datang adalah 

     ,

0

prt rt
k k

k

F t e b R e
 


 



  , 

yaitu dengan melakukan pemotongan terhadap jumlahan 

dari deret tersebut. Misal pemotongan deret di atas dalam 

 
 

 

S x t
F t

S x




(6) 
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N bagian, maka hasil dari aproksimasi tersebut dapat 

dinyatakan dalam bentuk 

 
0

j

N
t

j

j

F t c e




  

dengan  j j p r   , 0,1, ,j N .  

Dengan demikian, bentuk aproksimasi yang 

dihasilkan adalah suatu bentuk kombinasi eksponensial. 

Tingkat ketelitiannya semakin membaik jika N semakin 

meningkat. 

  

Hasil-hasil yang diberikan dalam penulisan ini dapat 

digunakan untuk penghitungan nilai-nilai anuitas hidup 

kontinu (bentuk eksak) maupun anuitas hidup stokastik. 

Hal ini dikarenakan oleh hasil yang didapat secara 

numerik sangat akurat. 
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