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Abstrak 

Dalam teori ring, jika diberikan 𝐼 dan 𝐽 ideal di ring 𝑅 maka perkalian 𝐼 dan 𝐽, yaitu 𝐼𝐽 =

{∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑛
𝑖 |𝑎𝑖 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐽} juga ideal di 𝑅. Termotivasi atas perkalian ideal tersebut, maka dapat 

didefinisikan modul multiplikasi, yaitu suatu modul yang setiap submodulnya dapat dinyatakan 

sebagai hasil perkalian antara suatu ideal di ring dan modul itu sendiri, yaitu 𝑁 = 𝐼𝑀. Lebih lanjut, 

jika 𝑁 = 𝐼𝑀 = 0 = 𝑎𝑛𝑛𝑀(𝐼). Dari definisi ini, dapat disimpulkan bahwa setiap modul komultiplikasi 

pasti merupakan modul komultiplikasi tetapi tidak berlaku sebaliknya. 

Kata Kunci: annihilator, ideal, modul, modul multiplikasi, modul komultiplikasi, ring, submodul. 
 

Abstract 

In ring theory, if 𝐼 and 𝐽 be ideals of 𝑅, then the multiplication of 𝐼 and 𝐽, which is defined by 

𝐼𝐽 = {∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑛
𝑖 |𝑎𝑖 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐽} is also ideal of 𝑅. Motivated by the multiplication of two ideals, 

then can be defined a multiplication module, a special module which every submodule of 𝑀 

can be expressed as the multiplication of an ideal of ring and the module itself, and can simply 

be written as 𝑁 = 𝐼𝑀.  Furthermore, if 𝑁 = 𝐼𝑀 = 0 = 𝑎𝑛𝑛𝑀(𝐼)  the module become a 

comultiplication module. By the definition, it concludes that every comultiplication module is 

a multiplication module but the converse is not necessarily applicable. 

Keywords: annihilator, ideal, module, comultiplication module, multiplication module, ring, 

                  submodule. 
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1. PENDAHULUAN 
 

Dalam penelitian ini, semua ring merupakan ring komutatif dengan elemen satuan. 

Misalkan (𝑀, +) suatu grup abelian dan (𝑅, +,∙) merupakan ring, selanjutnya terdapat 

aksi ∘  : 𝑅 × 𝑀 → 𝑀. Grup abelian 𝑀 disebut modul atas ring 𝑅 jika memenuhi aksioma-

aksioma tertentu. Stuktur modul merupakan generalisasi dari ruang vektor atas 

lapangan 𝐹. Jika skalar pada ruang vektor adalah elemen lapangan, skalar pada modul 

diperumum menjadi elemen pada ring. Dengan demikian, sebarang ring 𝑅 merupakan 

modul atas dirinya sendiri. 

Dalam teori ring, jika diberikan 𝐼 dan 𝐽 ideal di ring 𝑅 maka perkalian 𝐼 dan 𝐽, yaitu 

𝐼𝐽 = {∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑛
𝑖 |𝑎𝑖 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐽} juga ideal di 𝑅. Termotivasi atas perkalian ideal tersebut, 

maka dapat didefinisikan modul multiplikasi, yaitu suatu modul yang setiap 

submodulnya dapat dinyatakan sebagai hasil perkalian antara suatu ideal di ring dan 
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modul itu sendiri. Misalkan 𝑀 adalah 𝑅-modul, 𝑀 disebut modul multiplikasi jika 

terdapat 𝐼 ideal di 𝑅 sedemikian sehingga 𝑁 = 𝐼𝑀. Lebih lanjut, 𝑀 𝑅-modul disebut 

modul komultiplikasi jika untuk setiap submodul 𝑁 di 𝑀, terdapat ideal 𝐼 di 𝑅 

sedemikian sehingga 𝑁 = 𝐼𝑀 = 0. Secara khusus, jika semua submodul dari 𝑀 

merupakan submodul komultiplikasi maka 𝑀 disebut modul komultiplikasi. Juga 

𝑀 merupakan modul komultiplikasi jika dan hanya jika 𝑁 = (0:𝑀 𝑎𝑛𝑛𝑅(𝑁)) untuk setiap 

submodul 𝑁 dari 𝑀.Dalam penelitian ini, akan diselidiki beberapa syarat perlu dan 

syarat cukup modul komultiplikasi. 

 

Definisi 1 [1] 

Diberikan grup abelian  (𝑀, +) dan 𝑅 ring komutatif dengan elemen satuan. 𝑀 

disebut modul jika memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1) (𝑟1 + 𝑟2) ∙ 𝑚1 = 𝑟1 ∙ 𝑚1 + 𝑟2 ∙ 𝑚1 

2) 𝑟1 ∙ (𝑚1 + 𝑚2) = 𝑟1 ∙ 𝑚1 + 𝑟1 ∙ 𝑚2 

3) (𝑟1 ∙ 𝑟2) ∙ 𝑚1 = 𝑟1 ∙ (𝑟2 ∙ 𝑚1) 

4) 1 ∙ 𝑚1 = 𝑚1 

Untuk setiap 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅 dan 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀. 

Contoh 1: 

1. Setiap ring 𝑅 adalah 𝑅-modul. 

2. Himpunan vektor-vektor berdimensi 𝑛, ℝ𝑛adalah ℝ -modul, dimana ℝ merupakan 

himpunan bilangan-bilangan real. 
 

Definisi 2 [2] 

Diberikan ring 𝑅 dengan elemen satuan dan modul 𝑀 atas 𝑅. Suatu himpunan tak 

kosong S M  disebut submodul pada 𝑀 jika 𝑆 merupakan subgrup pada 𝑀 terhadap 

operasi penjumlahan serta 𝑆 juga merupakan modul atas 𝑅 terhadap operasi 

pergandaan skalar yang sama dengan yang berlaku pada 𝑀. Dengan kata lain, 𝑆 

merupakan submodul pada 𝑀 jika:  

i) (𝑆, +) merupakan grup abelian terhadap operasi “+”, yaitu 𝑆 merupakan subgrup 

pada (𝑀, +). 

ii) (∀𝑟 ∈ 𝑅)(∀𝑠 ∈ 𝑆)  𝑟𝑠 ∈ 𝑆. 

Berikut ini diberikan syarat perlu dan syarat cukup suatu himpunan bagian merupakan 

submobul.  
 

Teorema 1 [3] 

Diberikan modul 𝑀 atas 𝑅 dan N M dengan 𝑁 ≠ ∅. Himpunan 𝑁 disebut 

submodul pada 𝑀 jika dan hanya jika dan hanya jika: 

i) (∀𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝑁)𝑛1 − 𝑛2 ∈ 𝑁 

ii) ( ∀𝑛1 ∈ 𝑁, 𝑟 ∈ 𝑅. )𝑟𝑛1  ∈ 𝑁  

 

Contoh 2: 

Diketahui ℝ3 merupakan modul atas 𝑅 dan 𝑆 ⊂ ℝ3dengan 𝑆 =

{(𝑎 𝑏 0)|𝑎, 𝑏 ∈  ℝ}.  𝑆 merupakan submodul dari ℝ3.  

Selanjutnya, jika modul ℤ atas ring ℤ dibandingkan dengan modul ℤ12 atas ring ℤ, 

perbedaan utama dari kedua modul ini adalah dalam modul ℤ tidak terdapat 𝑛 ≠ 0 dan 

𝑟 ≠ 0 dalam ring ℤ sedemikian hingga 𝑟𝑛 = 0, sementara di dalam modul ℤ12 dapat 

ditemukan 𝑛̅ ≠ 0 sedemikian hingga ada 𝑟 ≠ 0 di ℤ sedemikian hingga 𝑟𝑛̅ = 0̅. Dari 

fenomena ini, didefinisikanlah pengertian annihilator suatu elemen modul sebagai 
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berikut: 
 

Definisi 2 [4] 

Diberikan modul 𝑀 atas 𝑅 dan diberikan 𝑁 submodul pada 𝑀. Himpunan (0 :𝑅 𝑁) 

disebut annihilator submodul 𝑁 yang didefinisikan (0 :𝑅 𝑁) = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑛 = 0, ∀𝑛 ∈ 𝑁}. 

Sering juga dinotasikan sebagai 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑁).  
 

Contoh 3: 

Annihilator   modul ℤ6 atas ring ℤ adalah 6ℤ. 
 

Definisi 3 [5] 

Jika 𝑀 merupakan modul atas 𝑅, maka (𝑀, +) merupakan grup abelian dan setiap 

subgrupnya merupakan grup abelian. Jika 𝑁 subgrup pada 𝑀 maka 𝑁 merupakan 

subgrup normal pada 𝑀, sehingga dapat dibentuk grup faktor. 
 

𝑀
𝑁⁄ = {𝑚̅ = 𝑚 + 𝑁|𝑚 ∈ 𝑀} 

 

2. METODE PENELITIAN  

2.1 Tipe Penelitian 

Tipe penelitian yang digunakan adalah berupa studi pustaka, yaitu dengan 

menggunakan beberapa literatur yang berkaitan sebagai acuan untuk membahas inti 

permasalahan sehingga dapat disajikan dalam penulisan secara benar dan terperinci.  

2.2 Bahan dan Materi Ajar 

Dalam penelitian ini, digunakan bahan atau materi berupa karya ilmiah yang 

disajikan dalam bentuk pdf, buku cetak dan media lainnya seperti materi perkuliahan 

dan internet. 

2.3 Populasi dan Sampel Penelitian 

 Adapun prosedur yang digunakakan dalam penelitian ini terdiri dari: penentuan 

judul penelitian, mempelajari teori modul atas ring, mempelajari modul multiplikasi, 

mengidentifikasi modul komultiplikasi, mengkaji beberapa syarat perlu dan syarat 

cukup modul komultiplikasi, menyimpulkan penelitian. 
 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Modul Multiplikasi 

Definisi 4 [6] 

Sebuah modul 𝑀 atas ring 𝑅 disebut modul multiplikasi jika untuk setiap submodul 

𝑁 dari modul 𝑀, 𝑁 = 𝐼𝑀, 𝐼 ideal di 𝑅.  

Contoh 4 

ℤ adalah ℤ -modul multiplikasi. 
 

Penyelesaian: 

Diketahui: 𝑛ℤ merupakan sebarang submodul di ℤ -modul ℤ .  

Akan ditunjukkan:  terdapat ideal 𝐼di ring ℤ sehingga berlaku 𝑁 = 𝐼𝑀 atau 𝑛ℤ = 𝐼ℤ  

Ambil sebarang 𝑎 ∈ ℤ, maka 𝑛ℤ = 𝐼ℤ sehingga 𝑛𝑎 = 𝐼𝑎, 𝑛𝑎 = (𝑛𝑎)𝑎 dan 𝑛ℤ = (𝑛ℤ)ℤ. 

Karena ditemukan ideal 𝐼 =  𝑛ℤ yang memenuhi 𝑁 = 𝐼𝑀 atau 𝑛ℤ = (𝑛ℤ)ℤ maka terbukti 

ℤ adalah ℤ -modul multiplikasi. Modul multiplikasi ini yang kemudian didualisasikan 

untuk memperoleh modul komultiplikasi. 
 

3.2 Modul Komultiplikasi 
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Sebelum didefinisikan modul komultiplikasi, diberikan terlebih dahulu teorema 

berikut.  
 

Teorema 2 [7] 

Diberikan 𝑀 modul atas ring 𝑅 dan 𝑁 submodul di 𝑀 dan 𝑚 ∈ 𝑀 maka (𝑁:𝑅 𝑅𝑚) =

(𝑁:𝑅 𝑚) = {𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑚 ∈ 𝑁}. Selanjutnya, jika 𝑁 submodul di 𝑀 dan 𝐼 ideal di 𝑅 maka 

(𝑁:𝑀 𝐼) = {𝑚 ∈ 𝑀|𝐼𝑚 ⊆ 𝑁} juga merupakan submodul di 𝑀. 
 

Bukti:  

Untuk membuktikan (𝑁:𝑀 𝐼) merupakan submodul maka cukup dibuktikan dengan dua 

aksioma submodul. 

(i) Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ (𝑁:𝑀 𝐼). Akan ditunjukan 𝑎 − 𝑏 ∈ (𝑁:𝑀 𝐼). 

𝑎 ∈ (𝑁:𝑀 𝐼) artinya 𝐼𝑎 ⊆ 𝑁 

𝑏 ∈ (𝑁:𝑀 𝐼) artinya 𝐼𝑏 ⊆ 𝑁 
𝑎 − 𝑏 = 𝐼𝑎 − 𝐼𝑏 

= 𝐼(𝑎 − 𝑏) 
= 𝐼𝑐, 𝑐 = 𝑎 − 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀 

Karena 𝑐 ∈ 𝑀 maka diperoleh 𝐼𝑐 ⊆ 𝑁 

(ii) Ambil sebarang 𝑎 ∈ (𝑁:𝑀 𝐼) dan 𝑟 ∈ 𝑅. Akan ditunjukkan 𝑎𝑟 ∈ (𝑁:𝑀 𝐼). 

𝑎 ∈ (𝑁:𝑅 𝐼) artinya 𝐼𝑎 ⊆ 𝑁. 
𝑟 ⋅ 𝑎 = 𝑟(𝐼𝑎) 

= 𝐼(𝑟𝑎) 
= 𝐼𝑏, 𝑏 = 𝑟𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 

Karena 𝐼𝑏 ⊆ 𝑁 maka diperoleh 𝑟𝑎 ∈ (𝑁:𝑀 𝐼).   

Karena memenuhi dua aksioma submodul, maka terbukti (𝑁:𝑀 𝐼) merupakan 

submodul di 𝑀. 

Lebih lanjut, jika 𝑁 submodul di 𝑀 maka, 

(0:𝑀 (0:𝑅 𝑁)) = {𝑚 ∈ 𝑀|𝑚(0:𝑅 𝑁) = 0} 

 = {𝑚 ∈ 𝑀|𝑚(𝑟𝑁) = 0} 
 = {𝑚 ∈ 𝑀|𝑚(𝑟𝑛) = 0, 𝑛 ∈ 𝑁} 
 = {𝑚 ∈ 𝑀|𝑚𝑟𝑛 = 0, 𝑛 ∈ 𝑁} 
 = {𝑚 ∈ 𝑀|𝑚(𝑟𝑛) = 0, 𝑛 ∈ 𝑁} 
 = {𝑚 ∈ 𝑀|𝑟𝑚𝑛 = 0, 𝑛 ∈ 𝑁} 
 = {𝑚 ∈ 𝑀|𝑟𝑚1 = 0, 𝑚1 = 𝑚𝑛 ∈ 𝑀} 
 = {𝑚1 ∈ 𝑀|𝑟𝑚1 = 0} 

Diperoleh bahwa 𝑚 ∈ (0:𝑀 (0:𝑅 𝑁)) jika dan hanya jika 𝑟𝑚 = 0 sedemikian sehingga  

𝑟𝑁 = 0. 
 

Definisi 5 [4] 

Diberikan 𝑀 merupakan 𝑅-modul. Sebuah submodul 𝑁 dari 𝑀 disebut submodul 

komultiplikasi dari 𝑀 dan dinotasikan dengan 𝑁 ⊆ 𝑀, jika terdapat suatu ideal 𝐼 dari 𝑅 

sedemikian sehingga   𝑁 = [0:𝑀𝐼] = 𝑎𝑛𝑛𝑀(𝐼) . Secara khusus, jika semua submodul dari 

𝑀 merupakan submodul komultiplikasi maka 𝑀 disebut modul komultiplikasi. Juga 

𝑀 merupakan modul komultiplikasi jika dan hanya jika 𝑁 = (0:𝑀 𝑎𝑛𝑛𝑅(𝑁)) untuk setiap 

submodul 𝑁 dari 𝑀. 

Contoh 5  

Himpunan ℤ4 merupakan modul komultiplikasi. Misalkan 𝑀 = ℤ
4ℤ⁄  merupakan ℤ-

modul dan 𝑁 = 2ℤ
4ℤ⁄  himpunan submodul dari 𝑀, maka 𝑀 merupakan modul 

komultiplikasi. 
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3.3 Beberapa Syarat Perlu dan Syarat Cukup Modul Komultiplikasi 
 

Teorema 3 [1] 

Diberikan sebuah ring 𝑅 dan  𝑀 merupakan 𝑅-modul komultiplikasi. Maka pernyataan 

berikut ekuivalen untuk 𝑅-modul:  

1. Setiap submodul dari 𝑀 merupakan modul komultiplikasi. 

2.  𝑁 = (0:𝑅 𝑀(0:𝑅 𝑁))untuk setiap 𝑁 submodul dari 𝑀. 

3. Diberikan submodul 𝐾, 𝐿 dari 𝑀, jika (0:𝑅 𝐾) ⊆ (0:𝑅 𝐿) maka 𝐿 ⊆ 𝐾 .  

4. Diberikan sebarang submodul 𝑁 dari 𝑀 dan 𝑚 ∈ 𝑀, jika (0:𝑅 𝑁) ⊆ (0:𝑅 𝑚) maka 𝑚 ∈

𝑁.  

5. Diberikan sebarang submodul 𝑁 dari 𝑀 dan 𝑚 ∈ 𝑀, jika (0:𝑅 𝑁) ⊆ (0:𝑅 𝑚) maka 

𝑁:𝑅 𝑚 bukan ideal maksimal dari 𝑅.  
 

Bukti: 
(1 ⇔ 2) 

Akan ditunjukkan bahwa jika 𝑀 merupakan modul komultiplikasi maka  

𝑁 = (0:𝑅 𝑀(0:𝑅 𝑁)) 

𝑀 merupakan modul komultiplikasi artinya terdapat suatu ideal 𝐼 di 𝑅 sedemikian 

sehingga 𝑁 = (0:𝑀 𝐼). Selanjutnya, sesuai dengan sifat annihilator, jika 𝑁 merupakan 

submodul di 𝑀 maka himpunan semua annihilator dari himpunan (0:𝑅 𝑁) akan 

membentuk ideal di ring 𝑅. Sehingga akan diperoleh 𝐼 ⊆ (0:𝑅 𝑁) sedemikian sehingga 

(0:𝑀 (0:𝑅 𝑁)) ⊆ (0:𝑀 𝐼) = 𝑁 sehingga mengakibatkan 𝑁 = (0:𝑀 (0:𝑅 𝑁)). Sebaliknya, jika 

𝑁 = (0:𝑀 (0:𝑅 𝑁)) dan sudah diketahui bahwa 𝐼 ⊆ (0:𝑅 𝑁) sedemikian sehingga 

(0:𝑀 (0:𝑅 𝑁)) ⊆ (0:𝑀 𝐼) sehingga 𝑁 = (0:𝑀 𝐼). Terbukti 𝑀 merupaka modul 

komultiplikasi.  

(2 ⟹ 3 ⟹ 4 ⟹ 5) jelas 

(5 ⟹ 2) dengan menggunakan Teorema 3.  

 

 
4.  KESIMPULAN 
 

Dari hasil pembahasan pada bab sebelumnya maka dapat disimpulkan beberapa hal, 

antara lain: 

1. Modul komultiplikasi merupakan dualisasi dari suatu modul khusus, yaitu modul 

multiplikasi. Apabila untuk setiap submodul 𝑁 dari modul 𝑀, terdapat suatu ideal 

𝐼 di ring 𝑅 sedemikian sehingga 𝑁 = 𝐼𝑀 = 0 = (0:𝑅 𝐼) maka 𝑀 merupakan 

𝑅 −modul komultiplikasi. 

2. Beberapa syarat perlu dan syarat cukup suatu modul komultiplikasi termotivasi 

dari syarat perlu dan syarat cukup modul multiplikasi dan juga sifat-sifat 

annihilator. 
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