Vol 02 No 01, April 2023,

PA RA M E E R https://0js3.unpatti.ac.id/index.php/parameter

JOURNAL OF MATHEMATICS, STATISTICS AND ITS APPLICATIONS

KAJIAN DASAR STRUKTUR GRUP GALOIS
STUDY OF BASIC STRUCTURE GALOIS GROUP

Chrissandy Sapulete!, Henry W. M. Patty?, Francis Y. Rumlawang?®, Dyana Patty*
1234program Studi Matematika, FMIPA Universitas Pattimura
JI. Ir. M. Putuhena, Kampus Unpatti, Poka-Ambon

e-mail: "chrissandysapulete8@gmail.com

Abstrak

Terdapat lapangan polinomial satu variabel R € Q [x] dan S € Q [x] dimana lapangan S dimuat oleh
lapangan R yang disimbolkan S € R atau R/S itu berarti operasi-operasi dalam S sama dengan
operasi-operasi dalam R selanjutnya disebut R merupakan lapangan perluasan dari S. Dilain sisi,
terdapat polinomial f(x) berderajat bulat positif di dalam S[x] dan terfaktor dalam R[x] serta akar —
akar f(x) berada dalam R. Lapangan S merupakan lapangan bagian dari R sehingga R disebut
lapangan pemisah. Pada perluasan lapangan R dari S terdapat ¢ — automorfisma dari R yang
memetakan R — R dengan elemen dari S sehingga S — automorfisma dari R yang memenuhi o(e) =
e, e € S sehingga himpunan automorfisma dari R membentuk suatu grup yang disebut grup galois dari
R atas S dengan notasi Gal(R/S). Dalam tulisan ini diperoleh himpunan automorfisma dari R dengan
operasi komposisi fungsi merupakan grup galois karena setiap automorfisma pada Gal(R/K)
mengkontruksi akar — akar dari f(x) pada R. Hal ini berarti f(x) merupakan polinomial tak tereduksi
sehingga akar — akar dari f(x) tidak berada pada lapangan S tetapi pada perluasan lapangan S yaitu
lapangan R sehingga terdapat automorfisma pada Gal(R/S) yang mengkontruksi akar — akar dari
f(x) pada R.

Kata Kunci: Lapangan Perluasan, Lapangan Pemisah, Lapangan Automorfisma, Grup Galois.

Abstract

There is a polynomial field of one variable R € Q [x] and S € @ [x] where the field S is loaded by the
field R which is symbolized S < R or R/S that means the operations in S are the same as the operations
in R hereinafter referred to as R is an extension field of S. On the other hand, there is a positive integer
degree f(x) in S[x] and is factored in R[x] and the roots of f(x) are in R. Field S is a subfield of R so
R is called the splitting field. In the extension of the field R from S there is ¢ —automorphism of R
which maps R — R with elements of S so that the S§ —automorphism of R that satisfies g(e) = e,e€ S
so that the set of automorphisms of R forms a group called a galois group from R over S with the
notation Gal(R/S). In this paper, we get the set of automorphisms from R with the function
composition operation being a galois group because each automorphism in Gal(R/K) constructs the
roots of f(x) in R. This means that f(x) is an irreducible polynomial so that the roots of f(x) are not in
the S field but in the extension of the field S, namely the R field so that there is an automorphism in
Gal(R/S) which constructs the roots of f(x) on R.
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1. PENDAHULUAN

Pada penelitian ini, terdapat polinomial satu variabel x yang memiliki lapangan perluasan
R, seperti lapangan yang merupakan bentuk khusus dari ring, jika dalam ring terdapat subring
maka demikian juga lapangan terdapat suatu sublapangan (Yusuf. M. A, 2003). Lebih jelas jika R
dan S adalah lapangan, dan R memuat S maka dikatakan R merupakan lapangan perluasan dari S.
Dalam suatu perluasan lapangan R dari S terdapat ¢ — automorfisma dari R yang memetakan R —
R dengan elemen dari S selanjutnya disebut S — automorfisma dari R yang memenuhi o(s) =
s,s € S sehingga himpunan automorfisma tersebut membentuk suatu grup yang disebut grup
galois dari R atas S dengan notasi Gal(R /S) (Yusuf. M. A, 2003). Diberikan S merupakan
lapangan sehingga grup galois dari polynomial f(x) € S[x] merupakan grup AutsR, dimana R
adalah lapangan pemisah dari f(x) atas S (Hungerford, T. W, 1984) maka dapat dikatakan bahwa
grup galois merupakan grup yang memuat himpunan automorfisma dari lapangan pemisah yang
identitasnya berada pada lapangan dari suatu polinomial f(x). Dalam penelitian ini, akan
diselidiki kajian dasar struktur grup galois yang meliputi operasi dan syarat apa yang harus
dipenuhi agar suatu polinomial merupakan grup galois.

2. METODE PENELITIAN

2.1 Tipe Penelitian

Tipe penelitian yang digunakan dalam penelitian ini yaitu studi pustaka, yaitu dengan
menggunakan beberapa literatur yang berkaitan sebagai acuan untuk mengkaji topik yang
akan dibahas.

2.2 Bahan dan Materi Ajar

Dalam penelitian ini, digunakan bahan atau materi berupa karya ilmiah yang disajikan
dalam bentuk jurnal, skripsi, thesis, ebook dan media lainnya seperti video pembelajaran
yang diperoleh dari internet.

2.3 Populasi dan Sampel Penelitian

Adapun prosedur yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari: penentuan judul
penelitian, mempelajari tentang: lapangan perluasan, lapangan pemisah, lapangan
automorfisma, proses identifikasi struktur dasar grup galois dan menyimpulkan
penelitian.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1 Lapangan Perluasan

Definisi 1 [3]
Lapangan R disebut lapangan perluasan atas lapangan S jika lapangan S merupakan lapangan
bagian dari lapangan R (S € R atau R/S ).

Contoh 1
Q[+/3] merupakan lapangan perluasan dari Q atau dapat ditulis Q[v/3]/Q karena jika a € Q
maka a + 0v3 € Q[vV3] jadi Q[vV3]/Q
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Teorema 1 [4]

Diberikan lapangan R merupakan lapangan perluasan atas lapangan S. Jika ¢ € R merupakan
elemen aljabar atas S dengan polinomial taktereduksi p(x) € S[x] untuk a berderajat n, maka
S(a) merupakan perluasan berhingga berderajat n di mana basis dari S(a) atas S adalah
{1,a,a? .., a™1}.

Bukti :

Ambil sebarang a € R merupakan elemen aljabar atas S dengan polinomial tak tereduksi p(x) €
S[x] untuk « berderajat n sehingga terdapat B € S(a) maka B = by + bya + b,a? + -+ +
b,_1a™ 1 di mana b; € S. Selanjutnya 8 = by + bya + bya? + -+ + b,_ya™ 1 memiliki skalar
yaitu bg+ by + b, + -+ b,_4 sehingga f € S(a) merupakan kombinasi linier dari
1,aa?, ..,a™ L

Akan dibuktikan bahwa basis dari S(a) atas S adalah {1, a, a?, ..., a™ 1}

Karena untuk setiap B = by + bya + bya? + -+ b,_qa™ ! di mana b; €S merupakan
kombinasi linier dari 1, @, @?, ..., a™ ! sehingga {1, a, a?, ..., ™1} merentangkan S(a).

1, a,a?, .., a™ 1 bebas linier atas S karena jika by + bya + bya? + -+ b,_;a™ 1 = 0 maka
q(a) = 0 karena p(x) tak tereduksi dan mempunyai a untuk suatu q(x) = by + bya + b,a? +
++ b,_;a™ 1 € S[x] sehingga q(x) = 0. hal ini berarti by = by = b, = -+ = b,_4 = 0.

Jadi {1, @, a?, ..., a™ 1} basis dari S(«) atas S.

Contoh 2

Basis dari x? — 3 yaitu {1,+/3} dimana akar dari x> — 2 adalah /3.

Ambil sebarang a, b € Q

Dari teorema diatas didapat a®, a* dengan akarnya adalah v/3 maka,
3(1/2)0, 3(12)1 = 1,vV2

Sehingga Q[vV3] = a-1+4b-V3 =a+ bV3.

3.2 Lapangan Pemisah

Definisi 2 [3]
Lapangan perluasan R disebut lapangan pemisah (splitting field) dari polinomial f(x) €
S[x] jika f (x) terfaktor dalam R[x] dengan akar-akar f(x) berada dalam R

Contoh 3
Lapangan pemisah dari p(x) = x? — 3 adalah Q[v3] karena akar dari x? — 3 adalah v3 dimana
akar ini berada pada perluasan lapangan Q[v3].

3.3 Lapangan Automorfisma

Definisi 3 [6]
Diberikan lapangan R. fungsi f:R - R dengan a,x,y € R disebut lapangan
automorfisma Jika memenuhi kondisi berikut
f+y)=f)+f),
flax) = f(a)f(x)
dan f(1/x) = 1/f(x)
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Contoh 4
Jika didefenisikan fungsi f: Q[v3] » Q[v3] dengan f(a+bV3)=a—bV3
memenuhi ketiga kondisi diatas maka f merupakan lapangan automorfisma.

Definisi 4 [6]

Jika terdapat lapangan perluasan R dari lapangan S, maka S-automorfisma dari R adalah
automorfisma f dari R — R dengan syarat tambahan yaitu f(x) = x untuk semua x di S.

Dari definisi diatas dapat didefinisikan simetri akar, karena S-automorfisma menyatakan
semua elemen dari S tidak berubah dan hanya memberi label ulang elemen baru yang
ditambahkan ke bentuk dari R. Ternyata untuk Q[v2 | fungsi f didefenisikan di atas adalah satu-
satunya Q-automorfisma yaitu g(x) = x.

Jika p(x) adalah polinomial dengan koefisien rasional, R/@Q adalah lapangan perluasan
dan R adalah Q-automorfisma dari S maka f(p(x)) = p(f(x)) hal ini menunjukan bahwa Q-
automorfisma dari lapangan pemisah F untuk polinomial p(x) yang mengatur kembali akar dari
p(x). jika p(a) = 0 maka p(f(a)) = f(p(«)) = £(0) = 0, sehingga f («) merupakan akar dari
p(x) sehingga @ - automorfisma dapat mengkontruksi kembali setiap elemen dari lapangan
pemisah.

3.4 Struktur Dasar Grup Galois

Definisi 5 [1]
Diberikan S ¢ R merupakan lapangan perluasan. Maka Gal(R/S) adalah himpunan
{o:R > R | 0 adalah automorfisma, c(a) = a untuk semua a € S }.
Dengan kata lain, Gal(R/S) terdiri dari semua automorfisma R yang merupakan identitas di S.

Proposisi 1 [1]
Gal(R/S) adalah grup dengan operasi komposisi fungsi.

Bukti :

Ambil sebarang o,7 € Gal(R/S). Maka ot adalah komposisi oo, yang merupakan
automorfisma. Jika a € S, maka o o 7(a) = o(t(a)) = o(a) = a, karena g, 7 adalah identitas
pada S . oleh karena itu terdapat opoerasi komposisi pada Gal(R/S), yang asosiatif dengan sifat —
sifat standar komposisi.

Pemetaan identitas 1z: R - R merupakan isomorfisma yang identitas pada S, sehingga 1 €
Gal(R/S). selanjutnya oo 1y = 100 = ¢ untuk semua o € Gal(R/S). Jadi 1z merupakan
elemen identitas dari Gal(R/S).

Sehingga, setiap o € Gal(R/S) merupakan automorfisma, hal ini berarti 67':R - R juga
merupakan automorfisma. Hal ini berarti juga, jika a €S, maka a = g(a), menyiratkan
071(a) =07(o(a)) = a. Hal ini menunjukan bahwa o~ € Gal(R/S) sehingga terbukti
Gal(R/S) merupakan grup dengan operasi komposisi fungsi.

Teorema 2 [5]

Diberikan S adalah lapangan sehingga R merupakan lapangan perluasan dari S dan
f(x) € S[x]. Maka setiap automorfisma pada Gal(R/S) mengkontruksi akar — akar dari f(x)
pada R.
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Bukti :
Diberikan f(x) € S[x] dengan f(x) = ay + a;x + --- + a,x™ dimana ay, a4, ..., a, € S,
u € R merupakan akar dari f. Maka f(u) = 0 dan o € Gal(R/S)
Sehingga,

a(fw) =0

olag+au+-+au")=0

o(ag) + o(aqu) + -+ a(a,u™) =0

o(ag) + o(a)o() + -+ a(a,)o(™) =0
Karena ag, ay, ...,a, € Sdan o € Gal(R/S) sehinggaa(ay) = ay, a(a,) = aq, ..., a(ay) = ay,,
Maka ag+ a;o(u) + -+ ap,o(u™) =0

f(a(u)) =0

Karena itu o(u) adalah akar dari f. Hal ini berarti bahwa polinomial f memiliki akar-akar
terbatas pada R dan karena ¢ merupakan automorfisma sehingga ¢ mengkontruksi akar-akar dari
f padaR.

Contoh 5
Grup galois dari x2 — 3 € Q[x] adalah Gal(Q(v3)/Q) karena jika p(x) =x*—3 €
Q[x] maka diperoleh

p(x) =0
x2-3=0
x%2=3

x=vV3=a

Sehingga,

Basis = a°,al,a?, a3, ...,a* 1!

Basis dari x2 — 3 yaitu a°, a® karena x = V3 = a maka,
{30/2,31/2} = {1,V3}

Selanjutnya ambil sebarang a, b € Q

Sehingga, (a. 1+ b(\/§))

Diperoleh

a( al+ b(\/§) ) =o(a.1) + a(b\/g)

o(a) + a(b)a(\/3)

a+b0(\/§) = (a.1+b(\/§))

Jadi, o(a.1+b(V3) ) = (a.1+b(v3))

Maka grup galois dari x2 — 3 adalah Gal(Q(v3)/Q)

4, SIMPULAN

Dari hasil pembahasan pada bab sebelumnya maka dapat disimpulkan bahwa strutur dasar
grup galois memiliki operasi komposisi fungsi dan dikontruksi oleh lapangan perluasan, lapangan
pemisah dan lapangan automorfisma sehingga grup galois memuat himpunan automorfisma dari
lapangan pemisah yang identitasnya berada pada lapangan dari suatu polinomial f(x). Dilain sisi
setiap automorfisma pada Gal(R/S) mengkontruksi akar — akar dari f(x) pada R. Hal ini berarti
f(x) merupakan polinomial tak tereduksi sehingga akar — akar dari f(x) tidak berada pada
lapangan S tetapi pada perluasan lapangan S yaitu lapangan R sehingga terdapat automorfisma
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pada Gal(R/S) yang mengkontruksi akar — akar dari f(x) pada R.
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