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ANALISIS KLASTER KABUPATEN/KOTA INDONESIA 

BERDASARKAN INDEKS PEMBANGUNAN MANUSIA DENGAN 

MODEL MIXTURE SKEW-T

Kristoforus Exelsis Pratama1,*, Irwan Susanto2, Yuliana Susanti2

1 Program Studi Statistika, Fakultas MIPA, Universitas Sebelas Maret, Indonesia
2 Program Studi Statistika, Fakultas MIPA, Universitas Sebelas Maret, Indonesia 

*e-mail: kristoforuspratama10@student.uns.ac.id

Abstrak. Indonesia merupakan salah satu negara dengan jumlah penduduk yang besar. 

Penduduk Indonesia yang besar dapat menjadi modal kemajuan bangsa. Indeks pem-

bangunan manusia (IPM) merupakan ukuran yang dapat digunakan untuk mengetahui kuali-

tas manusia di suatu wilayah. Capaian IPM Indonesia dinilai cukup rendah jika 

dibandingkan negara lainnya. Hal itu terjadi karena adanya disparitas pembangunan manu-

sia antarwilayah. Diperlukan pengelompokkan wilayah sehingga terjadi peningkatan dan 

pemerataan dalam pembangunan manusia di Indonesia. Penelitian ini akan menggunakan 

data indeks pembangunan manusia kabupaten/kota di Indonesia pada tahun 2019. Model fi-

nite mixture dengan distribusi skew-t tepat digunakan karena dapat mengatasi karakteristik 

multimodal, kemencengan, heavy-tailed, serta outlier yang sering ditemukan pada data. Esti-

masi parameter model dilakukan dengan metode maksimum likelihood menggunakan algo-

ritma Expectation-Maximization. Ukuran berbasis Akaike Information Criterion digunakan 

untuk memilih jumlah komponen mixture. Berdasarkan hasil penelitian diperoleh jumlah 

komponen optimal model finite mixture distribusi skew-t sebanyak tiga komponen mixture. 

Hal itu menunjukan kabupaten/kota di Indonesia berdasarkan indeks pembangunan manusia 

dapat dibagi menjadi tiga klaster. Klaster pertama berisi 80 kabupaten/kota dengan rata-rata 

IPM sebesar 78,317, klaster kedua berisi 415 kabupaten/kota dengan rata-rata IPM sebesar 

70,856, dan klaster ketiga berisi 19 kabupaten/kota dengan rata-rata IPM sebesar 56,247. 

Kata Kunci: finite mixture, indeks pembangunan manusia, skew-t. 

1 PENDAHULUAN 

Indonesia merupakan negara dengan jumlah penduduk terbesar keempat di dunia. Jumlah 

penduduk yang besar harus dibarengi kualitasnya yang baik sebagai penentu kemajuan bang-

sa. Melihat potensi tersebut, pemerintah Indonesia memiliki target Indonesia emas tahun 2045 

dengan berfokus pada peningkatan kualitas manusia Indonesia dalam bidang pendidikan dan 

kesehatan melalui pembangunan manusia[1]. 

Indeks Pembangunan Manusia (IPM) merupakan ukuran capaian pembangunan manusia 

berbasis sejumlah komponen dasar kualitas hidup. Terdapat tiga dimensi yang digunakan da-

lam mengukur pembangunan manusia yaitu umur panjang dan sehat, pengetahuan, dan 

standar hidup layak[2]. IPM dapat dijadikan tolak ukur kualitas manusia di suatu wilayah. 

mailto:kristoforuspratama10@student.uns.ac.id
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Status IPM terbagi menjadi empat kategori yaitu <60 “rendah”, 60-70 “sedang”, 70-80 “ting-

gi”, dan >80 “sangat tinggi”. IPM Indonesia secara global dinilai cukup rendah dengan berada 

diurutan 111 dari 189 negara. Hal ini disebabkan adanya disparitas pembangunan manusia di 

Indonesia. Diperlukan suatu pengelompokkan untuk mengetahui wilayah yang membutuhkan 

perhatian khusus sehingga terjadi peningkatan dan pemerataan pembangunan manusia. 

Model finite mixture merupakan salah satu teknik analisis untuk mengelompokkan data. 

Analisis klaster dengan distribusi finite mixture populer digunakan untuk pemodelan data 

populasi heterogen. Model finite mixture menggunakan distribusi probabilitas statistik dalam 

pendefinisian klaster. Estimasi parameter model diperoleh dengan metode maksimum likeli-

hood (ML) menggunakan algoritma Expectation-Maximization (EM). Algoritma EM berlang-

sung secara iteratif hingga diperoleh estimator yang konvergen. 

Pemodelan finite mixture umumnya menggunakan distribusi simetris, namun pada kasus 

nyata sangat sulit menemukan data dengan karakteristik tersebut. Pemodelan mixture dengan 

distribusi simetris akan menyebabkan kesalahan hasil jika paling tidak terdapat satu kompo-

nen memiliki karakteristik menceng ataupun heavy-tailed. Penelitian dilakukan Lin et.al [3] 

mengenai pendekatan robust untuk model finite mixture dengan distribusi skew-t. Model finite 

mixture dengan distribusi skew-t mampu mengatasi karakteristik heavy-tailed, kemencengan 

dan outlier pada data. 

Berdasarkan penjelasan sebelumnya, tujuan dalam penelitian ini akan dilakukan pemodelan 

finite mixture dengan distribusi skew-t menggunakan data indeks pembangunan manusia ka-

bupaten/kota di Indonesia tahun 2019. Pemodelan tersebut akan menghasilkan jumlah klaster 

dengan masing-masing anggotanya yang dapat menjadi gambaran kualitas pembangunan 

manusia di Indonesia.   

2  METODOLOGI PENELITIAN 

Penelitian yang dilakukan berupa studi analisis klaster kabupaten/kota di Indonesia ber-

dasarkan IPM pada tahun 2019. Data yang digunakan adalah data sekunder berjumlah 514, 

yang diambil dari publikasi Badan Pusat Statistik[4]. Analisis data dilakukan dengan aplikasi 

program R serta package yang digunakan yaitu mixsmsn. Tahapan yang dilakukan dalam 

penelitian ini diantaranya identifikasi pola data, uji Goodness of fit, uji signifikansi model, 

estimasi parameter model finite mixture, dan pemilihan model terbaik. 

2.1 Distribusi Skew-t 

Variabel random univariat X berdistribusi ST(𝜇, 𝜔2, 𝛼, 𝜐) memiliki fungsi densitas proba-

bilitas seperti berikut[5]:  

                              𝑓(𝑥; 𝜇, 𝜔2, 𝛼, 𝑣) =  
2

𝜔
𝑡(𝜂; 𝑣)𝑇 (𝛼𝜂√

𝑣+1

𝑣+𝜂
) , 𝑥 𝜖 ℝ                  (1) 

dengan 𝜂 = (𝑥 − 𝜇)/𝜔, dimana parameter lokasi 𝜇 𝜖 ℝ, parameter skala 𝜔 > 0, parameter ben-

tuk 𝛼 𝜖 ℝ, dan 𝑣 menunjukkan derajat kebebasan. 𝑡(𝜂; 𝑣) menunjukkan fungsi densitas proba-

bilitas dan 𝑇(. ) menunjukkan fungsi distribusi kumulatif dari distribusi student-t. 

2.2 Estimasi Maksimum Likelihood Untuk Finite Mixture 

Variabel random berukuran n, 𝑥𝑖= (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) akan berdistribusi finite mixture memiliki 

fungsi densitas probabilitas yang didefinisikan sebagai berikut: 

                     ℎ(𝑥𝑖|𝛟) = 𝜋1𝑓1(𝑥𝑖|𝜽𝟏) + 𝜋2𝑓2(𝑥𝑖|𝜽𝟐) + ⋯ + 𝜋𝑔𝑓𝑔(𝑥𝑖|𝜽𝒈)                       (2) 
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dengan 𝑓𝑔(. )  merupakan fungsi densitas probabilitas komponen ke-g dan 𝛟 =

(𝜋1, 𝜋2, … , 𝜋𝑔−1, 𝜽𝟏, 𝜽𝟐, … , 𝜽𝒈)′ merupakan vektor parameter. Parameter bobot  𝜋𝑔 merupakan 

proporsi dari observasi yang masuk ke dalam komponen mixture, bernilai nonegatif, serta ber-

jumlah satu. 

Proses estimasi parameter model finite mixture dilakukan dengan pendekatan metode es-

timasi maksimum likelihood. Estimator maksimum likelihood  �̂� akan diperoleh dengan me-

maksimumkan fungsi log-likelihood [6]. Fungsi log-likelihood observasi dari model finite 

mixture dapat ditulis sebagai 

                                 ℓ(𝛟) = logL(𝛟) = ∑ 𝑙𝑜𝑔[∑ 𝜋𝑔𝑓𝑔(𝑥𝑖|𝜽𝒈
𝐺
𝑔=1 ]𝑛

𝒊=𝟏       (3) 

Proses untuk memperoleh estimasi parameter dengan metode maksimum likelihood tidak mu-

dah dilakukan karena fungsi likelihood tidak dalam bentuk closed-form. Diperlukan sebuah 

algoritma untuk dapat mengatasi permasalahan tersebut dan salah satunya yaitu algoritma Ex-

pectation-Maximization (EM). 

Algoritma EM merupakan teknik komputasi iteratif untuk estimasi maksimum likelihood 

dimana observasi 𝑥𝑖 dianggap sebagai data tidak lengkap [7]. Terdapat data yang dianggap 

hilang yaitu 𝑧𝑖 = (𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2, … , 𝑧𝑖𝑔), sehingga(𝑥𝑖, 𝑧𝑖) dapat disebut data lengkap. Suatu observasi 

akan dianggap masuk dalam komponen mixture ke-g jika nilai 𝑧𝑖𝑔 = 1 dan lainnya jika nilai 

𝑧𝑖𝑔 = 0. Fungsi log-likelihood 𝛟 dari data lengkap dapat ditulis sebagai berikut: 

              ℓ𝒄(𝛟; 𝑥𝑖, 𝑧𝑖) = logL(𝛟; 𝑥𝑖 , 𝑧𝑖) = ∑ ∑ 𝛾(𝑧𝑖𝑔)𝑙𝑜𝑔[𝜋𝑔𝑓𝑔(𝑥𝑖|𝜽𝒈]𝐺
𝒈=𝟏

𝒏
𝒊=𝟏                  (4) 

dengan 𝛾(𝑧𝑖𝑔)  merupakan probabilitas observasi masuk dalam komponen mixture ke-g. 

Prosedur algoritma EM berlangsung  dalam dua tahap yaitu Expectation (E) dan Maximiza-

tion (M). Nilai awal 𝛟(𝟎) diberikan pada algoritma EM untuk mengestimasi model finite mix-

ture, dengan tahapan sebagai berikut: 

• Tahap E : Menghitung nilai harapan fungsi log-likelihood  untuk data lengkap pada saat 

iterasi ke-k dimana k = 0,1,2,… yang didefinisikan sebagai berikut 

 

            𝒬(𝛟, 𝛟(𝒌)) = 𝐸(ℓ𝒄(𝛟)|𝑥𝑖 , 𝛟(𝒌)) = ∑ ∑ 𝛾(�̂�𝑖𝑔)(𝑘)𝑙𝑛[𝜋𝑔
(𝑘)𝑓𝑔(𝑥𝑖|𝜽𝒈

(𝑘)]𝐺
𝒈=𝟏

𝒏
𝒊=𝟏     (5) 

Estimator 𝛾(�̂�𝑖𝑔)(𝑘) yang merupakan probabilitas observasi 𝑥𝑖 untuk masuk ke dalam kom-

ponen mixture g dimana g = 1,2,…,G dapat diperoleh melalui persamaan berikut 

             𝛾(�̂�𝑖𝑔) =
𝜋𝑔

(𝑘)𝑓𝑔(𝑥𝑖|𝜽𝒈
(𝑘)

)

∑ 𝜋𝑗
(𝑘)𝑓𝑗(𝑥𝑖|𝜽𝒋

(𝑘)
)

𝑔
𝑗=1

         (6) 

Estimator pada persamaan (6) akan masuk ke tahap M  pada saat iterasi ke-(k+1). 

• Tahap M : Parameter bobot 𝜋𝑔 diestimasi pada iterasi ke-(k+1) melalui persamaan (7) 

berikut   

       �̂�𝑔
(𝑘+1)

=
∑ 𝛾(�̂�𝑖𝑔)(𝑘)𝑛

𝑖=1

𝑛
       (7) 

lalu estimasi parameter 𝜽𝒈 ke-(k+1) diperoleh melalui penyelesaian. 

𝜕

𝜕𝜽
[∑ ∑ 𝛾(𝑧𝑖𝑔)(𝑘)𝑙𝑜𝑔[𝑓𝑔(𝑦𝑖|𝜽𝒈

(𝑘)]𝐺
𝒈=𝟏

𝒏
𝒊=𝟏 ] = 0                 (8) 
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Proses tahapan E dan M akan berlangsung secara iteratif hingga tercapai kriteria konver-

gen dimana fungsi likelihood bernilai tidak turun setelah iterasi ke-(k+1) dan berlaku 

𝐿(�̂�
(𝑘+1)

) ≥ 𝐿(�̂�
(𝑘)

).  

2.3 Uji Goodness of Fit 

Uji Goodness of Fit digunakan untuk identifikasi data berdistribusi univariat multimodal. 

Identifikasi distribusi data  dilakukan menggunakan metode Anderson-Darling. Metode terse-

but untuk menguji apakah sampel data berasal dari suatu populasi dengan distribusi tertentu. 

Hipotesis yang digunakan untuk pengujian data sebagai berikut: 

𝐻0: Data terdistribusi sesuai dengan distribusi yang diuji 

𝐻1: Data tidak terdistribusi dengan distribusi yang diuji 

Statistik uji: 

  

                          

𝐴𝐷 = −𝑛 − ∑ (
2𝑖−1

𝑛
) [ln(𝐹(𝑈𝑖)) + ln (1 − 𝐹(𝑈𝑛+1−𝑖))]𝑛

𝑖=1    (9) 

  

dengan 𝐹(𝑈𝑖)  merupakan nilai fungsi distribusi kumulatif normal baku di 𝑈𝑖. Modifikasi dari 

metode Anderson-Darling menggunakan rumus berikut: 

 

      

𝐴𝐷∗ = 𝐴𝐷 (1 +
0.75

𝑛
+

2.25

𝑛2 )    (10)

    

                                                        

𝑐𝛼 = 𝑎𝛼 (1 −
𝑏𝛼

𝑛
+

𝑑𝛼

𝑛2)     (11) 

     

dimana 𝑐𝛼 merupakan nilai kritis dan nilai 𝑎𝛼, 𝑏𝛼, 𝑑𝛼 ditunjukkan dalam tabel kritis Ander-

son-Darling [8]. Hipotesis null akan ditolak jika 𝐴𝐷∗> 𝑐𝛼 atau p-value < 𝛼. 

2.4 Uji Signikansi Model 

Uji signifikansi model dilakukan menggunakan uji bootstrap likelihood ratio test statistics 

(BLRT). Uji berbasis BLRT digunakan untuk menentukan jumlah komponen mixture yang 

sesuai untuk memodelkan data[9].  Hipotesis untuk menentukan banyaknya jumlah komponen 

mixture sebagai berikut [10]: 

𝐻0: 𝐾 = 𝐾0 (model finite mixture memiliki 𝐾0 komponen) 

𝐻1: 𝐾 = 𝐾1 = 𝐾0 + 1 (model finite mixture memiliki 𝐾1 komponen) 

Statistik uji: 

         

𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 1/𝐵 ∑ 𝐼(𝑙𝑟𝑠1
(𝑏)

> 𝑙𝑟𝑠0)𝐵
𝑏=1    (12) 

dengan I merupakan fungsi indikator, 𝑙𝑟𝑠1
(𝑏)

 merupakan likelihood ratio statistics yang 

dibangkitkan dari data sampel baru dan diproses sebanyak B kali, serta 𝑙𝑟𝑠0 yang merupakan 

likelihood ratio statistics dari observasi untuk estimator parameter pada hipotesis null dan 

hipotesis alternatif. Hipotesis null akan ditolak jika p-value < α, dengan tingkat signifikansi (α) 

sebesar 0,05. 
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2.5 Pemilihan Model 

Pemilihan model terbaik pada finite mixture dilakukan untuk penentuan jumlah komponen 

mixture  yang tepat untuk mewakili pola pengelompokkan distribusi data. Akaike Information 

Criterion (AIC) [11] merupakan salah satu ukuran berbasis kriteria yang sering digunakan. 

Adapun ukuran AIC didefinisikan sebagai berikut: 

𝐴𝐼𝐶 = −2𝑙𝑛𝐿(�̂�) + 2𝑝      (13) 

,dengan 𝐿(�̂�)  merupakan fungsi likelihood dari estimator maksimum likelihood 𝜙  dan p 

merupakan banyak parameter model finite mixture. 

3 HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Gambar 1: Histogram Data IPM 

Grafik distribusi data IPM pada Gambar 1 memperlihatkan adanya puncak distribusi yang 

lebih dari satu sehingga dapat diduga data mengikuti pola multimodal. Terdapat juga kemen-

cengan yang ditemukan serta distribusi data dengan karakteristik heavy-tailed. . Uji Goodness 

of Fit pada pembahasan selanjutnya akan memastikan adanya pola multimodal pada data. 

Tabel 1. Goodness of Fit 

Distribusi Nilai AD* p-value 

Normal 7,211 <0,005 

 

Uji Goodness of Fit dilakukan berdasarkan distribusi tertentu. Distribusi model umum 

yang digunakan adalah normal. Tabel 1 memperlihatkan nilai Anderson-Darling dan p-value 

untuk distribusi yang diujikan. Diperoleh hasil p-value yang kurang dari tingkat signifikansi 

(𝛼) sebesar 0,05. Kesimpulannya data IPM tidak mengikuti unimodal distribusi tertentu. 

Tabel 2. Bootstrap Likelihood Ratio Test Statistics 

Hipotesis LRTS p-value 

H0:1 vs H1: 

2 
82,977 0,001 

H0:2 vs H1: 

3 
52,881 0,001 

 

Uji signifikansi model dengan BLRT dilakukan untuk mengetahui model yang sesuai un-

tuk data IPM. Berdasarkan hasil pada Tabel 2 untuk H0: satu komponen vs H1: dua kompo-

nen dan H0: dua komponen vs H1: tiga komponen diperoleh p-value yang kurang dari tingkat 

signifikansi (𝛼) sebesar 0.05. Disimpulkan bahwa model finite mixture sesuai  digunakan un-
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tuk memodelkan data IPM dengan jumlah komponen maksimum sebanyak tiga komponen 

mixture. 

Tabel 3. Ukuran Kriteria 

Komponen K=2 K=3 K=4 K=5 

AIC 3292,22 3279,30 3284,15 3291,69 

Pemilihan model finite mixture terbaik dilakukan untuk penentuan jumlah komponen op-

timal. Model dengan ukuran AIC terkecil merupakan hasil pemodelan terbaik. Tabel 3 mem-

perlihatkan hasil ukuran AIC untuk masing-masing model dengan jumlah komponen dua 

hingga lima. Diperoleh hasil ukuran AIC terkecil sebesar 3279,298 untuk model dengan tiga 

komponen, sehingga model finite mixture tersebut  merupakan pemodelan terbaik. Model fi-

nite mixture terbaik dapat dilihat pada persamaan (14) di bawah ini 

ℎ(𝑥𝑖|𝛟) = �̂�1𝑓1(�̂�1, �̂�1
2, �̂�1, 𝑣1) + �̂�2𝑓2(�̂�2, �̂�2

2, �̂�2, 𝑣2) + �̂�3𝑓3(�̂�3, �̂�3
2, �̂�3, 𝑣3)                    (14) 

dengan estimasi parameter bobot �̂�1 = 0,15619, �̂�2 =  0,80675, dan �̂�3 = 0,03705. Hasil 

estimasi parameter distribusi skew-t untuk komponen pertama yaitu �̂�1 = 78,314, �̂�1
2 =

9,056, �̂�1 = 0,403, komponen kedua yaitu �̂�2 = 70,856, �̂�2
2 = 17,897,  �̂�2 = −0,931, se-

dangkan komponen ketiga yaitu �̂�3 = 56,247,  �̂�3
2 = 78,268, �̂�3 = −1,853 serta 𝑣1 = 𝑣2 =

𝑣3 = 𝑣 = 100. Berdasarkan hasil tersebut dapat disimpulkan klaster pertama berisi 15,62% 

populasi atau  80 kabupaten/kota dengan nilai rata-rata IPM sebesar 78,317, klaster kedua 

berisi    80,67% populasi atau 415 kabupaten/kota dengan nilai rata-rata IPM sebesar 70,856, 

dan klaster ketiga berisi 3,705% populasi atau 19 kabupaten/kota  dengan nilai rata-rata IPM 

sebesar 56,247. 

Secara keseluruhan klaster pertama didominasi wilayah dengan status IPM tinggi hingga 

sangat tinggi seperti kota Jakarta Pusat, kota Bandung, dan kota Surabaya. Klaster kedua 

didominasi wilayah dengan status IPM sedang hingga tinggi seperti Belitung, Klaten, dan Ku-

tai, sedangkan klaster ketiga didominasi wilayah dengan status IPM rendah seperti Pegunun-

gan Arfak, Asmat, dan  Intan Jaya. 

4 KESIMPULAN 

Data indeks pembangunan manusia kabupaten/kota di Indonesia yang dimodelkan dengan 

finite mixture skew-t menghasilkan jumlah komponen terbaik sebanyak tiga komponen mix-

ture. Ketiga komponen menggambarkan jumlah klaster yang terbentuk berdasarkan besaran 

IPM kabupaten/kota di Indonesia. Klaster pertama dengan rata-rata IPM 78,317 didominasi 

oleh wilayah dengan status IPM tinggi hingga sangat tinggi, klaster kedua dengan rata-rata 

IPM 70,856  didominasi wilayah dengan status IPM sedang hingga tinggi, sedangkan klaster 

ketiga dengan rata-rata IPM 56,247 didominasi oleh wilayah dengan status IPM rendah.  
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