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KETAKSAMAAN HARDY DI RUANG HERZ HOMOGEN

Pebrudal Zanu*, Yudi Soeharyadi, and Wono Setya Budhi

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Institut Teknologi Bandung,
Indonesia

                                                    *e-mail: pebrudalzanu@students.itb.ac.id

Abstrak. Ruang Herz pertama kali diperkenalkan untuk mengidentifikasi hasil transformasi
Fourier dari kelas fungsi Lipschitz. Lu dan Yang membedakan ruang ini menjadi dua jenis
berdasarkan dekomposisi spasial pada Rn \ {0} dan Rn. Dekomposisi pada Rn \ {0} berupa
anulus 2 berpangkat. Sedangkan, pada Rn berupa bola satuan dan anulus 2 berpangkat. Ruang
Herz tersebut dinamakan dengan ruang Herz homogen dan non-homogen. Dalam makalah
ini akan dibuktikan keterbatasan operator Hardy tipe Samko dan dualnya pada ruang Herz
homogen. Pembuktian terlebih dahulu melalui kasus 1 < q ≤ p < ∞. Untuk kasus 1 < p ≤
q < ∞, bukti dilanjutkan dengan konsep dualitas.

Kata kunci: Ruang Herz, operator Hardy, dan dualitas

1 PENDAHULUAN

Hasil transformasi Fourier dari fungsi di Lp untuk 1 ≤ p ≤ 2 adalah fungsi di Lp′ dengan
1
p
+ 1

p′
= 1, dalam hal ini jika p = 1 maka p′ = ∞. Hasil ini dikenal dengan ketaksama-

an Hausdorff–Young di ruang Lebesgue yang bisa dilihat dalam [1, hal.114]. Ketaksamaan
Hausdorff–Young tersebut dapat dibuktikan melalui interpolasi Riesz-Thorin. Herz memper-
kenalkan sebuah ruang sebagai ruang hasil peta transformasi Fourier dengan domainnya meru-
pakan kelas fungsi Lipschitz [2, Proposisi 3.1], sekarang dikenal sebagai ruang Herz.

Dewasa ini, perkembangan ruang Herz sangat pesat baik sebagai domain maupun hasil peta
dari operator. Lu dan Yang [3] membedakan dua jenis ruang Herz berdasarkan cara kita men-
dekomposisi domain spasial Rn \ {0} dan Rn. Yang pertama, Rn \ {0} didekomposisi atas
anulus/cincin Bj := {x ∈ Rn : 2j−1 < |x| ≤ 2j}. Dalam dekomposisi kedua Rn terbagi atas
D
⋃

j∈N Bj , dengan D = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1}. Dekomposisi yang pertama dimaksudkan untuk
melihat perilaku fungsi di dekat singularitas 0, sedangkan dekomposisi kedua dimaksudkan un-
tuk fungsi yang singularitasnya jauh dari 0. Ruang dengan dekomposisi pertama disebut sebagai
ruang Herz homogen, sedangkan yang kedua disebut ruang Herz tak homogen.

Ruang Herz didefinisikan menggunakan 3 parameter yaitu α, p, q dengan 0 < p, q < ∞
dan α ∈ R. Pada ruang Herz homogen kuasi-norma dikonstruksi melalui kuasi-norma baris-
an di ℓq(Z) dengan bobot setiap sukunya adalah 2αq. Suku-suku barisan ini adalah ∥f∥Lp(Bj)

untuk setiap j ∈ Z. Pada ruang Herz non-homogen, kuasi-norma dikonstruksi melalui kuasi-
norma barisan di ℓq(N0) dengan bobot setiap sukunya adalah 2jαq. Suku-suku barisan ini adalah
∥f∥Lp(B̃j)

untuk setiap j ∈ N0, dengan B̃0 = D dan B̃j = Bj untuk setiap j ∈ N.
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P. Zanu, Y. Soeharyadi, W. Setya Budhi

Deskripsi kuasi-norma ruang Herz di atas dapat dituliskan dalam bentuk yang sederhana
melalui definisi di bawah ini. Misalkan berturut-turut χj := χBj

dan χ̃j = χB̃j
dengan χE

adalah fungsi karakteristik pada E. Misalkan 0 < p, q < ∞ dan α ∈ R

1. Ruang Herz homogen K̇α,q
p (Rn) didefinisikan sebagai berikut

K̇α,q
p (Rn) :=

{
f ∈ Lp

loc(R
n \ {0}) : ∥f∥K̇α,q

p (Rn) < ∞
}

dengan

∥f∥K̇α,q
p (Rn) :=

∥∥{2αj∥fχj∥Lp(Rn)

}∥∥
ℓq(Z) =

(
∞∑

j=−∞

2αjq∥fχj∥qLp(Rn)

) 1
q

dan Lp
loc(Ω) := {f ∈ Lp(K), untuk setiap K ⊆ Ω, K kompak} .

2. Ruang Herz non-homogen Kα,q
p (Rn) didefinisikan sebagai berikut

Kα,q
p (Rn) :=

{
f ∈ Lp

loc(R
n) : ∥f∥Kα,q

p (Rn) < ∞
}

dengan

∥f∥Kα,q
p (Rn) :=

∥∥{2αj∥fχ̃j∥Lp(Rn)

}∥∥
ℓq(N0)

=

(
∞∑
j=0

2αjq∥fχ̃j∥qLp(Rn)

) 1
q

Perhatikan bahwa K̇α,p
p (Rn) = Lα

p (Rn) dengan Lα
p (Rn) merupakan ruang Lebesgue berbobot

|x|αp. Hal ini terjadi karena 2j−1 ≤ |x| ≤ 2j pada anulus Bj . Selanjutnya, jika α > 0 maka
Kα,p

p (Rn) ⊊ Lα
p (Rn). Untuk melihat ini, misalkan f(x) = |x|−n/pχB(0,1) maka f ∈ Lα

p (Rn) \
Kα,p

p (Rn). Kasus yang berbeda, jika α < 0 maka Lα
p (Rn) ⊊ Kα,p

p (Rn). Untuk melihat ini,
misalkan f(x) = |x|−α−n

pχB(0,1) maka f ∈ Kα,p
p (Rn) \ Lα

p (Rn).
Secara umum, tidak ada sifat inklusi antara ruang Lp(Rn) dan K̇α,q

p (Rn). Misalkan 0 <
p, q < ∞ dan α > 0, definisikan f(x) := 1

|x|nsχB̃0
(x) dan g(x) := 1

|x|nsχB̃c
0
(x) maka f ∈

K̇α,q
p (Rn) dan g ∈ Lp(Rn) \ K̇α,q

p (Rn) ketika 1
p
< s < 1

p
+ α

n
. Untuk α > 0, diperoleh

K̇α,q
p (Rn) ∩ Lp(Rn) = Kα,q(Rn) [3, Proposisi 1.1.2].
Misalkan β ∈ R dan f merupakan fungsi terukur. Operator Hardy dalam Samko [4] meme-

takan fungsi f dengan aturan berikut

Hβf(x) =
1

|x|n−β

∫
|y|<|x|

f(y)

|y|β
dy

Dapat dilihat bahwa operator Hardy tersebut adalah rata-rata dari fungsi |x|−βf | · |β pada selang
|y| ≤ |x| untuk sebarang x ∈ Rn. Kemudian dapat dibuktikan dualnya adalah

H̃βf(x) =
1

|x|β

∫
|y|>|x|

f(y)

|y|n−β
dy,

dalam artian ⟨Hf, g⟩ = ⟨f, H̃g⟩.
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Pada makalah ini, kami membuktikan keterbatasan operator Hardy dan dualnya pada ruang
Herz homogen. Untuk kasus 1 < q ≤ p < ∞ pembuktian terinspirasi melalui ide yang
Karapetiants [5] dalam menunjukkan keterbatasan operator integral di ruang Lebesgue. Kernel
dari operator tersebut memenuhi homogen derajat −n dan invarian terhadap rotasi. Untuk kasus
1 < p ≤ q < ∞, bukti dilanjutkan melalui konsep dualitas.

Hasil ketaksamaan Hardy dan dualnya pada ruang Herz homogen dengan hasil sebagai beri-
kut.

Teorema 1.1. Misalkan α, β ∈ R, 1 < p, q < ∞. Jika n
p
+α+β < n maka terdapat konstanta

C > 0 sedemikian sehingga untuk setiap f ∈ K̇α,q
p (Rn) berlaku

∥Hβf∥K̇α,q
p (Rn) ≤ C∥f ||K̇α,q

p (Rn).

Untuk kasus β = 0, keterbatasan telah dibuktikan oleh Chen, dkk [6] melalui kasus khusus
dari operator Hausdorff. Untuk ruang berdimensi-1 bisa dilihat pada Yee dan Ho [7] sebagai
kasus khusus dari ruang Herz–Morrey. Hal yang baru dalam makalah ini adalah keterbatasan
untuk nilai β yang lebih luas.

Teorema 1.2. Misalkan α, β ∈ R, 1 < p, q < ∞. Jika 0 < n
p
+α− β maka terdapat konstanta

C > 0 sedemikian sehingga untuk setiap f ∈ K̇α,q
p (Rn) berlaku

∥H̃βf∥K̇α,q
p (Rn) ≤ C∥f ||K̇α,q

p (Rn).
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Sifat-sifat yang akan digunakan dalam makalah ini adalah sebagai berikut

• ketaksamaan Hölder di ruang Herz homogen dalam [3, Proposition 1.1.4]: Misalkan 0 <
pi < ∞ dan ai ∈ R untuk i = 1, 2. Jika

1

p
=

1

p1
+

1

p2
,

1

q
=

1

q1
+

1

q2
, α = α1 + α2

dan fi ∈ K̇αi,qi
pi

(Rn) untuk i = 1, 2 maka f1f2 ∈ K̇α,q
p (Rn) dan

∥f1f2∥K̇α,q
p (Rn) ≤ ∥f1∥K̇α1,q1

p1
(Rn)∥f2∥K̇α2,q2

p2
(Rn).

• Dual dari ruang Herz: Misalkan 1 < p, q < ∞ dan α ∈ R, dual dari K̇α,q
p (Rn) adalah

K̇−α,q′

p′ (Rn) dalam [3].

• Misalkan 0 < r ≤ 1. Untuk sebarang barisan positif {uj}j∈Z berlaku

∞∑
j=−∞

|uj| ≤

(
∞∑

j=−∞

|uj|r
) 1

r

(1)

Untuk melengkapi pendahuluan ini, diberikan notasi yang digunakan dalam penulisan makalah
ini. Misalkan A,B > 0

• A proporsional di atas dengan B, ditulis A ≲ B berarti terdapat C1 > 0 sedemikian
sehingga A ≤ C1B.

• A proporsional dengan B, ditulis A ∼ B berarti A ≲ B dan B ≲ A.

Makalah ini disusun dalam urutan sebagai berikut: pada Bagian 1 adalah pendahuluan berisi
tentang pengenalan objek, notasi, sifat-sifat dan kebaruan dalam penelitian ini. Pada Bagian 2
menunjukkan keterbatasan operator Hardy dan dualnya pada ruang Herz homogen untuk kasus
1 < q ≤ p < ∞. Pada Bagian 3 menunjukkan keterbatasan operator Hardy dan dualnya pada
ruang Herz homogen untuk kasus 1 < p ≤ q < ∞. Riset ini didukung oleh hibah riset P2MI
ITB 2021.

2 Bukti Untuk Kasus 1 < q ≤ p < ∞

2.1 Bukti Teorema 1.1

Untuk x tetap, perhatikan bahwa

|Hβf(x)| ≤ 1

|x|n−β

∫
|y|≤|x|

|f(y)|
|y|β

dy

=

∫
|y|≤|x|

1

|x|
n−β
p′ |y|

n
pp′+

α+β
p′

|y|
n
pp′+

α
p′−

β
p

|x|
n−β
p

|f(y)| dy.

Dengan ketaksamaan Hölder diperoleh

|Hβf(x)| ≤

(∫
|y|≤|x|

1

|x|n−β|y|
n
p
+α+β

dy

) 1
p′
(∫

|y|≤|x|

|y|
n
p′+

αp
p′ −β

|x|n−β
|f(y)|p dy

) 1
p

≲ |x|−
n
pp′−

α
p′

(∫
|y|≤|x|

|y|
n
p′+

αp
p′ −β

|x|n−β
|f(y)|p dy

) 1
p

.
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Selanjutnya pada anulus Bj diperoleh

∥(Hβf)χj∥Lp ≲

(∫
Bj

|x|−
n
p′−

αp
p′

∫
|y|≤|x|

|y|
n
p′+

αp
p′ −β

|x|n−β
|f(y)|p dy dx

) 1
p

:= V
1
p

j .

Dengan melakukan perubahan urutan pengintegralan dan untuk setiap y ∈ Bk berlaku |y| ∼ 2k

maka diperoleh bahwa

Vj ≤
∫
|y|≤2j

|y|
n
p′+

αp
p′ −β|f(y)|p

∫
2j−1<|x|≤2j

|x|−
n
p′−

αp
p′ −n+β

dx dy

≲
∫
|y|≤2j

|y|
n
p′+

αp
p′ −β|f(y)|p(2j)−

n
p′−

αp
p′ +β

dy

≲
j∑

k=−∞

(
2k−j

) n
p′−α−β

2kαp2−jαp∥fχk∥pLp .

Karena ketaksamaan (1) dan
(

n
p′
− α− β

)
q
p
> 0 diperoleh bahwa

∥Hβf∥K̇α,q
p

≲

[
∞∑

j=−∞

2jαq
j∑

k=−∞

(
2k−j

)( n
p′−α−β

)
q
p 2kαq2−jαq∥fχk∥qLp

] 1
q

=

[
∞∑

k=−∞

∞∑
j=k

(
2k−j

)( n
p′−α−β

)
q
p 2kαq∥fχk∥qLp

] 1
q

≲ ∥f∥K̇α,q
p

. (2)

2.2 Bukti Teorema 1.2

Untuk x tetap, perhatikan bahwa

|H̃βf(x)| ≤ 1

|x|β

∫
|y|>|x|

|f(y)|
|y|n−β

dy =

∫
|y|>|x|

1

|x|
β
p′ |y|

n−β
p′ |y|

n
pp′+

α
p′

|y|
n
pp′+

α
p′

|x|
β
p |y|

n−β
p

|f(y)| dy.

Dengan ketaksamaan Hölder diperoleh

|H̃βf(x)| ≤

(∫
|y|>|x|

1

|x|β|y|n|y|
n
p
+α−β

dy

) 1
p′
(∫

|y|>|x|

|y|
n
p′+

αp
p′

|x|β|y|n−β
|f(y)|p dy

) 1
p

≲ |x|−
n
pp′−

α
p′

(∫
|y|>|x|

|y|
n
p′+

αp
p′ −n+β

|x|β
|f(y)|p dy

) 1
p

.

Selanjutnya pada anulus Bj diperoleh

∥(H̃βf)χj∥Lp ≲

(∫
Bj

|x|−
n
p′−

αp
p′ −β

∫
|y|>|x|

|y|
n
p′+

αp
p′ −n+β|f(y)|p dy dx

) 1
p

:= W
1
p

j .
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Dengan melakukan perubahan urutan pengintegralan dan untuk setiap y ∈ Bk berlaku |y| ∼ 2k

maka diperoleh bahwa

Wj ≤
∫
|y|>2j−1

|y|
n
p′+

αp
p′ −n+β|f(y)|p

∫
2j−1<|x|≤2j

|x|−
n
p′−

αp
p′ −β

dx dy

≲
∫
|y|>2j−1

|y|
n
p′+

αp
p′ −n+β|f(y)|p(2j)−

n
p′−

αp
p′ +n−β

dy

=
∞∑

k=j−1

(
2j−k

)n
p
+α−β

2kαp2−jαp∥fχk∥pLp .

Serupa dengan (2) diperoleh

∥H̃βf∥K̇α,q
p

≲ ∥f∥K̇α,q
p

.

3 Bukti untuk Kasus 1 < p ≤ q < ∞

Karena n
p
+α+β < n maka n

p′
−α−β > 0 dan q′ < p′. Berdasarkan Teorema 1.2 diperoleh

H̃β terbatas pada K̇−α,q′

p′ (Rn). Dengan ketaksamaan Hölder dan dualitas, ambil f ∈ K̇α,q
p (Rn),

|⟨Hβf, g⟩| = |⟨f, H̃βg⟩| ≤ ∥f∥K̇α,q
p (Rn)∥H̃

βg∥
K̇−α,q′

p′ (Rn)

≲ ∥f∥K̇α,q
p (Rn)∥g∥K̇−α,q′

p′ (Rn)
,

untuk setiap g ∈ K̇−α,q′

p′ (Rn). Ambil supremum atas g diperoleh

∥Hβf∥K̇α,q
p (Rn) = sup

g ̸=0

|⟨Hβf, g⟩|
∥g∥

K̇−α,q′
p′ (Rn)

≲ ∥f∥K̇α,q
p (Rn).

Untuk H̃β bukti serupa. Dengan Teorema 1.1, ketaksamaan Hölder, dan dualitas diperoleh

∥H̃βf∥K̇α,q
p (Rn) ≲ ∥f∥K̇α,q

p (Rn).

4 KESIMPULAN

Telah dibuktikan keberlakuan ketaksamaan Hardy pada ruang Herz homogen. Bukti tersebut
menggunakan cara yang terinspirasi dari Karapetiants dan konsep dualitas pada ruang Herz
homogen.
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