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PERLUASAN DEFINISI RATA-RATA VIA TEOREMA NILAI
RATA-RATA

Mochammad Idris

Program Studi Matematika, Fakultas MIPA, Universitas Lambung Mangkurat,
Banjarbaru, Indonesia
e-mail: moch.idris @ulm.ac.id

Abstrak. Untuk n bilangan positif, kita dapat menghitung rata-ratanya dengan rata-rata ar-
itmetik, rata-rata geometrik, dan rata-rata harmonik. Namun ada beberapa definisi nilai rata-
rata yang lain hanya untuk dua bilangan positif, dua yang disebutkan di sini adalah rata-rata
logaritmik dan rata-rata identrik. Dalam paper ini, kita memperluas definisi rata-rata logarit-
mik dan rata-rata identrik untuk n bilangan positif via teorema nilai rata-rata.

Kata kunci: rata-rata, teorema nilai rata-rata

1 PENDAHULUAN

Dalam paper ini, beberapa nilai rata-rata akan diperluas dari dua bilangan positif menjadi
n bilangan positif. Kita mulai memperkenalkan fungsi yang bermakna sebagai nilai rata-rata.
Dikutip dari [1]], kita tampilkan yang berikut ini. Misalkan R, := (0,00). Pemetaan Ru :
R, x R, — R, dikatakan sebagai rata-rata, bila Fa memenubhi sifat-sifat berikut

1. Ra(z,y) = Ra(y,x)

2. Ra(z,x) ==z

3. 2 < Ra(z,y) <y

4. Ra(ax,ay) = aRa(x,y) dengan a > 0.
Selanjutnya, disajikan beberapa contoh rata-rata.

1. Rata-rata aritmetik RuA(x,y) := L;ry

1
2. Rata-rata-p RaP(z,y) := (L;yp) ? denganp > 0

3. Rata-rata geometrik ReG(x,y) := /T +y

4. Rata-rata harmonik RuH (x,y) 1= 1 i T

5. Rata-rata logaritmik fal(z, y) := 7= dengan z # y, (RaL(z, v) := x)

6. Rata-rata identrik Ral (x,y) := (=) dengan x # y, (Ral(z,x) := x).
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Mochammad Idris

Tentu sangat mudah untuk memeriksa enam contoh itu memenuhi empat sifat di atasnya. For-
mula rata-rata aritmetika sangat terkenal dan bentuknya paling sederhana. Selanjutnya di sini,
rata-rata-p dan rata-rata geometrik dapat dipandang sebagai rata-rata aritmetik dari variabel
yang ditransformasi. Lihat berikut ini

3 =

FaP(z,y) = (RaA(u, v))
dengan u = 2P dan v = yP. Berikutnya
RG(z,y) = efBAv)

dengan v = Inx dan v = In y.
Dalam analisis real atau kalkulus, kita mengenal teorema nilai rata-rata (lihat [2]). Misalkan

R := (—o00,00) dan a < b. Teorema nilai rata-rata menyatakan bahwa jika f : (a,b) — R
terintegralkan di [a, b] dan W = f(s) untuk setiap s € (a,b), maka terdapat ¢ € (a,b)
sehingga
_ Jar(ndt
f(C) - b—a .
Tentu kita harus menambahkan syarat f sebagai fungsi injektif untuk mendapatkan
b
t)dt
c=f1 (faf<)> : (1)
b—a

dengan f~! sebagai invers fungsi f. Selanjutnya c disebut rata-rata dari @ dan b. Untuk f(t) = ¢
untuk z < ¢ < y, terbentuklah formula rata-rata aritmetika

Jrtdt  y? —a?
y—z  2y-—z)

FoA(z, y) (2)
Beberapa formula rata-rata lain yang dinyatakan dengan teorema nilai rata-rata dapat dilihat di
(3,4, 5]

Sekarang lihat kembali formula rata-rata aritmetik. Sudah lazim diketahui bahwa rata-rata
aritmetik dapat diperluas untuk n bilangan positif dengan n > 2, yaitu

Tyt Te T, Y Tk
- I

RIA(xy, 29, -+, x,) = 3)
n n
dengan z1, x5, -+, 7, € RT.
Proposisi 1.1 Untuk setiap x1, %3, - - -, x, € R, Formula[3|memenuhi sifat-sifat
1. RdA(xq,x9,- -, x,) invarian dengan pertukaran urutan
2. RdA(x,z,---,z)=x
3. min(zy, e, -+, T,) < REA(xy, 29, -+, x,) < max(xy, To, -+, Xy)

4. RiA(axy, axg, -+, axy,) = aRdA(xy, 29, - - -, x,) dengan o > 0.

Bukti. Ambil x;,xs, - -, 2, € R,. Periksa Formula 3]
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1. Karena operasi penjumlahan bersifat komutatif, sehingga nilai RZA tetap sama meskipun
urutan n bilangan positif diubah.

2. Jelasuntuk z; = 29 = - - - = z,, = x berlaku
Yh T n
RiA(xy, 29, x,) = =—— =2— = 1.
n n
3. Perhatikan bahwa
. Shoymin(zy, xo, -, Tn)  Ypoq Tk
min(xy, To, -+, Ty) = S < = RdA(x1, 29, , Ty).
n n
Sementara itu
Yohoimax(Ty, To, -+, L) _ 2opeq Tk
max(a:l,xg,---,a:n) = TI; d d 2 n :MA($1,$2,"',$n).

4. Untuk dengan @ > 0, berlaku

D1 AT D1 Tk
RIA(oxy, axy, - - -, azy,) = =H=L = o=kl
n n

= aRdA(xy, 29, -+, x,).

Bukti selesai m

Untuk rata-rata-p, rata-rata geometrik, dan rata-rata harmonik juga mudah diperluas untuk n
bilangan positif dengan n > 2. Sementara itu, rata-rata logaritmik dan rata-rata identrik tidak
mudah diperluas untuk n bilangan positif dengan n > 2. Di [6}[7,18,19,[10], dua formula rata-rata
tersebut telah ditunjukkan hasil perluasan rata-rata tersebut. Dengan cara yang berbeda, di sini,
kita akan membahas perluasan dua formula rata-rata tersebut dengan mengacu pada formula
rata-rata aritmetik dan teorema nilai rata-rata.

2 HASIL

Secara umum (tanpa memandang formula rata-rata tertentu), kita akan mendefinisikan for-
mula rata-rata untuk n bilangan positif dengan n > 2. Perhatikan definisi berikut.

Definisi 1 Formula rata-rata untuk n bilangan positif (dengan n > 2) tetap harus memenuhi
empat sifat di atas (seperti untuk dua bilangan positif), yakni Rd* : R} — R memenuhi

1. Rd'(xy,xa,- -, x,) invarian dengan pertukaran urutan
2. Rd'(z,x, -+ ,x) =x
3. min(zy, e, -+, Ty) < Rd* (21,29, -+, x,) < max(xy, Ta, -+, xy)

4. Ri'(axq, g, -+, axy,) = aRd (xy, 9, - -+, x,) dengan a > 0.

Untuk n = 2, Definisi [T| kembali menjadi rata-rata Ra (lihat di awal paper ini). Jelas bahwa
rata-rata aritmetika untuk n bilangan positif (Formula [3)) memenuhi empat sifat pada Definisi
(lihat Proposisi [I.T)). Selanjutnya keterkaitan RZA dengan RuA disampaikan oleh proposisi
berikut.
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Proposisi 2.1 Untuk x1, x5, --,x, € Ry, berlaku

RdLA(xlax27..'7xn) Z Z BaA'rer] (4)

”_1 ) iz 1j=k+1

Bukti. Diketahui x4, 2o, - - -, z,, € R,. Sekarang nyatakan
D=1 Th ko (n — Dy

MA(£17$27"'>xn) = n - n(n_1>

Bentuk Y}, (n — 1)z dapat diubah menjadi 3= -7, ., () + x;), sehingga

n—1
+
RCZIA(:U:L’ZKQ’ .. ’xn) — k=1 Z] k+1(xk :C.]) . Z Z RQ,A xk’xj

n(n—1) n(n—1) klj i

Bukti selesai. m

Pada Formula [2] kita mempunyai rata-rata aritmetika untuk dua bilangan positif sebanyak
"("2_1). Penghitungan rata-rata aritmetika untuk n bilangan positif dapat dilakukan dengan
menghitung rata-rata aritmetika "(7 dari rata-rata aritmetika untuk dua bilangan positif terse-
but. Selanjutnya, dengan memanfaatkan Formula 2] dapat dilihat bahwa Formula @ menjadi

L % tdt
%(l‘l;x27‘ o 7xn) E : E (5)
n(n—1) ) i 1j=k1 ¥ — Tk

Rata-rata aritmetika pada Formula [5| menginspirasi pendefinisian dua formula rata-rata untuk n
bilangan positif.

Definisi 2 Misalkan 0 < a < b dan fungsi f : (a,b) — Ry bersifat injektif sedemikian
sehingga terintegralkan di |a, b| dan

dJ Cj;(t)dt _ fs)

untuk setiap s € (a,b). Untuk x1, x5, -+, x, € (a,b), didefinisikan

M($1,$2, e 7$n> = n _ 1 kX:l zk;lf (fx f—<£l)j'j > 3 (6)
dan
iR (21,0, @) = S ( n(n—1) 2_: _z: kaf—(x) ) ’ )

Untuk n = 2, Formula[6|dan [7jmerupakan formula yang sama.

Teorema 2.2 Misalkan 0 < a < bdan f : (a,b) — R, memenuhi asumsi pada Definisi[2]
1. Jika fungsi f konveks (lihat [11]), maka

ZRCZL(QZ“.TQ, e an) S M(xlvx% e 7$n>7

untuk setiap r1,xs,- -+, x, € (a,b).
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2. Jika fungsi f konkav (lihat [[11)]), maka
iRd' (1,29, -+, xy) > GRA (21, 29, -+, 2y,
untuk setiap 1, xo, -, T, € (a,b).

Bukti. Kasus pertama: diketahui 0 < a < bdan f : (a,b) — R, memenuhi asumsi pada Defin-
isi[2l Asumsi selanjutnya, f juga bersifat konveks, sehingga — f ! bersifat konveks. Dengan
memanfaatkan ketaksamaan Jensen (lihat [[11]]), berlaku

Ler f ol oo JoF f(t)dt
—f(n_1ZZ ()) ZZ (J()>7
J =k-+

k=1 j=k+1 x Tk — Xj

untuk setiap 1, g, -+, z, € (a,b). Artinya iRd"(z1, o, -+, T,) < @R (x1, o, , Tp).

Kasus kedua, diketahui f konkav. Jelas bahwa f konkav jika dan hanya jika ¢ = — f kon-
veks. Mengacu pada kasus pertama, —g ™! bersifat konveks. Akibatnya

-1 2 m Ja) g(t)dt 2wl (fghat
7 (n(n—l)k:lj;l Ty — T ) Sn(n—l)z 2 9 ( >’

k=1 j=k+1 Tk = X
untuk setiap 1, o, - -, x, € (a,b). Jadi iRd*(x1, X, - -+, x,) > GRA (x1, T2, -+, x,). W
Dengan menambahkan asumsi bahwa f bersifat konveks atau konkav, kita dapat melihat
hubungan dua definisi rata-rata untuk n bilangan positif. Selanjutnya pada sub bab berikutnya,
akan dipilih f sesuai untuk memperluas definisi rata-rata identrik, rata-rata logaritmik, dan
rata-rata-p. Dengan mengetahui f bersifat konveks atau konkav, tentu akan diketahui mana
yang dominan dari dua definisi tersebut.

M1

3 APLIKASI

Pada bagian ini, kita memanfaatkan Definisi 2| untuk memperluas rata-rata identrik dan rata-
rata logaritmik dengan n bilangan positif. Dengan memilih f(¢) := Int¢ untuk setiap ¢ > 0,
rata-rata identrik dua bilangan positif dapat dinyatakan oleh teorema nilai rata-rata, yaitu

f;f In tdt
Ral (x1,25) =€

untuk setiap x1, ro € R, . Selanjutnya dengan mengambil x, xs, - - -, z,, € R, dan berdasarkan
Definisi [2] tentu dengan mudah, rata-rata identrik untuk » bilangan positif dinyatakan dengan
dua cara yaitu

9

f klntdt
) 2 nolon ( Ijk*zj )
RAT(z1, T3, 2n) = ————= > > € ()
dan

) f”f In tdt
<n (n—1) ZZ 1 Z] k+1 zk z; )
R (x1, 29, -+, x,) = e ) 9)
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Dapat diperiksa bahwa f(¢) = Int merupakan fungsi konkav, sehingga menurut Teorema 2.2}
berlaku
iR (21, 9, -+, 2y) > GBI (1, T2, -+, Xy),

untuk setiap z1, o, -+, x, € Ry.
Proposisi 3.1 Formula 1Rd'l dan wRd'l memenuhi empat sifat pada Definisi

Bukti. Diketahui iR¢'I dan @Rd'l (lihat Persamaan (8] dan (9)). Sekarang periksa bahwa

1. Karena
JPIntdt [ Intdt
b—a  a—b
dan penjumlahan bersifat invarian, maka untuk setiap x4, zo, - - -, x,, € R, kita mempun-
yai iRd'l (z1, xs, -+, T,) dan @aRd' (z1, xo, - - -, x,) invarian dengan pertukaran urutan.

2. Dari definisi yaitu Ral (z,y) = z, bila x = y, sehingga

. 2 nin—1)x
Mf(x,x,--~,x):n(n_1) ( 5 ) =z

dan
2 n(n—1)Inz

Rl (x, x,- -+, x) = lFmn ™ =) = g

3. Karena Ral merupakan formula rata-rata, maka berlaku x < Ral(z,y) < y, dengan
0 < 2 < y. Selanjutnya, dengan memanfaatkan Proposisi [I.T] (sifat 3), kita mendapatkan

min(xy, To, - -+, T,) < R (T1, 29, -, x,) < max(zy, 2g, -+, Tp)

dan
min(xy, T, - -+, T,) < @R (21,29, -+, ) < max(y, To, -+, Tp).

4. (mengulang nomer 3) Jelas Ral adalah formula rata-rata. Konsekuensinya, untuk a@ > 0,
berlaku Ral (ovx, ay) = aRal (z,y), dengan x,y > 0. Selanjutnya, dengan memanfaatkan
Proposisi [I.1| (sifat 4), kita mendapatkan

iRl (axy, axe, - -+, axy,) = iR (x1, 29, -+, Ty)
dan

aRd' (ovxy, g, - -+ awy) = adRAI (xq, 9, -+ -, xp)
dengan o > 0.

Bukti selesai. m
Sekarang, lihat rata-rata logaritmik (di [12,|13]) yang dinyatakan

1
1 dt’

1
fO tro+(1—t)z1

RﬂL(ZL‘l, l’g) =

Sementara itu dalam bentuk yang lain (lihat [14]) adalah

1
Rl (%1, x2) :/0 oty ldt.
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Dari dua bentuk di atas, kita mempunyai dua definisi rata-rata logaritmik untuk n bilangan
positif, yaitu

2 n—1 n 1
RAL(z1, 29,y X)) = ————— > = (10)
TL(’R - 1) k=1 j=k+1 f() t:ck+(ift)x] dt
- 2 Ny /1 wtal~tdt (11)
T 1+2 ’
n(n—1) ;= ;55 /0
dan
iRI'L( ) ! (12)
L1, L2, ", Tp = )
2 n—1 xn 1 1
(7o Tt S o i )
untuk setiap 21, 2, - - -, 2, € Ry. Karena f(t) := 1, untuk setiap ¢ > 0, bersifat konveks, maka
ML(I‘l,ZEQ, e axn) Z ML(Z‘D[EQ, e axn)a
untuk setiap x1, o, -+, 2, € R,.
Proposisi 3.2 Formula 1Rd'L dan wRd'L memenuhi empat sifat pada Definisi
Bukti. Diketahui iRd'/ dan @Rd'l (lihat Persamaan (8) dan (9)). Sekarang periksa bahwa
1. Jelas untuk a, b > 0, berlaku
1 1 1 1
R . S—
0o ta+ (1 —1t)b 0o th+ (1 —1t)a
dan
1 1
[ awtta = [ et
0 0
Selain itu, penjumlahan bersifat invarian, sehingga untuk setiap x,, s, - -, z, € R, kita
mempunyai iRE'L(xy, za, - - -, x,) dan 4RE'L(xy, x5, - - -, x,) invarian dengan pertukaran
urutan.

2. Dari definisi dinyatakan bahwa Ral(z,y) = z, bila x = y. Akibatnya kita mendapatkan

, 2 n(n—1)x
ML(x,m,---,x):n(n_l) ( 5 ) =z

dan
1

( 2 n(n—l)i) B
n(n—1) 2

3. Telah disampaikan bahwa Ral, merupakan formula rata-rata. Artinya juga berlaku

GR'L(x,x, -+, x) =

x < Ral(z,y) <y,
dengan 0 < x < y. Gunakankan Proposisi (sifat 3) untuk memperoleh
min(zy, T, - -+, &) < RLL(xy, 29, -+, x,) < max(xy, To, -+, Ty)

dan
min(zy, T, - -+, x,) < GRIL(x1, 20, -+, x,) < max(xy, To, -+, Ty).
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4. Dengan mengulang nomer 3 bahwa Ral adalah formula rata-rata, sehingga untuk o > 0,
berlaku FRal(ox,ay) = aRal(z,y), dengan z,y > 0. Selanjutnya, dengan meman-
faatkan Proposisi [I.1] (sifat 4), kita mendapatkan

iRI'L(axy, oy, -+ axy) = adRd (zq, 9, - -+, Tp)

dan
GR'L(axy, axg, -+ -, axy,) = qidRI'L(xq, 29, -+ -, Tp)

dengan v > 0.
Bukti selesai. m

4 PENUTUP

Di [[10], telah ditunjukkan keterkaitan rata-rata geometri, rata-rata logaritmik, rata-rata iden-
trik, dan rata-rata aritmetik dengan dua bilangan positif yaitu

RaG(:vl,xg) S RaL([Lj,iL‘Q) S Ra[(l'1,l‘2) S RaA(:vl,xg),

untuk setiap x1, 22 € R,. Karena perluasan rata-rata logaritmik, rata-rata identrik mengacu
pada rata aritmetik, maka bentuk ketaksamaan di atas masih berlaku untuk rata-rata logaritmik,
rata-rata identrik, dan rata-rata aritmetik dengan n bilangan positif yaitu

RUL(xq, 9, -+, xp) < RO(z1, 29, -, ) < Rd'A(zq, T2, -+, Tp),

untuk setiap z1, o, - - -, &, € R,. Dalam penelitian selanjutnya, perlu diselidiki keterkaitan tiga
rata-rata tersebut dan rata-rata geometri dengan n bilangan positif. Selain itu, tidak sederhana
untuk menunjukkan empat sifat pada Definisi [I] juga berlaku untuk dua formula pada Definisi
Hal itu juga akan dilakukan pada kesempatan yang lain.
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