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SISTEM EIGEN OPERATOR LAPLACE BERBASIS RUAS PADA SUATU
POHON KUANTUM

Moh. Januar 1. Burhan’, Yudi Soeharyadi, Wono Setya Budhi

Jurusan Matematika, Fakultas MIPA, Institut Teknologi Bandung, Indonesia
“e-mail: januar ismail @s.itb.ac.id

Abstrak. Pada makalah ini, disajikan beberapa hasil investigasi mengenai sistem eigen ope-
rator Laplace berbasis ruas pada pohon kuantum P, > S,. Diasumsikan kondisi Dirichlet
berlaku pada dua verteks tepi, dan kondisi Neumann untuk verteks tepi lainnya. Beberapa hal
yvang dibahas dalam investigasi ini antara lain, Kalkulus ketetanggaan, determinan sekular,
dan dilanjutkan dengan perhitungan nilai eigen beserta analisis perilaku sistem koefisien dari
fungsi eigen yang diperoleh. Salah satu hasil utama adalah simulasi fungsi eigen pada ka-
sus ini dan selanjutnya diharapkan menjadi langkah awal untuk menentukan solusi persamaan
gelombang berbasis ruas pada pohon kuantum Py > Ss.

Kata kunci: berbasis ruas, operator Laplace, dan pohon kuantum.

1 PENDAHULUAN

Struktur graf kuantum telah muncul pada karya ilmiah dalam kajian ilmu kimia pertama
kalinya di tahun 1930-an. Struktur tersebut digunakan untuk memodelkan gerakan elektron
antara atom. Dengan mengutip pada paper [1, 2] yang berisi kumpulan topik graf kuantum
dengan penekanan pada analisis spektral, maka pada paper ini disajikan beberapa pembahasan
mengenai teori spektral pada salah satu jenis graf kuantum.

Dari berbagai jenis graf kuantum, dalam paper ini dipilih pohon kuantum P, > S, yang
diperoleh dari operasi comb ([>) antara graf garis P, dan graf bintang S5. Lebih lanjut, hanya
dua macam kasus yang akan dibahas pada graf pohon tersebut berdasarkan kondisi verteksnya.
Pertama, semua kondisi verteksnya adalah Neumann-Kirchoff dan yang kedua adalah pohon
kuantum jenis pertama yang dua verteks tepinya menjadi verteks berkondisi Dirichlet. Operator
yang diberikan pada setiap ruas adalah operator Laplace negatif yaitu turunan kedua negatif
sebagai operator diferensialnya. Operator ini bekerja pada ruas sehingga dapat disebut dengan
operator Laplace berbasis ruas seperti yang diperkenalkan oleh Friedmann pada paper [3] dalam
Kalkulus pada graf. Setidaknya ada beberapa alasan pemilihan pohon kuantum P, > S, sebagai
objek pembahasan. Diantaranya adalah suatu pohon sederhana seperti P > S5 dapat dikatakan
sebagai salah satu pembentuk jaringan atau graf yang sangat kompleks sehingga analisa pada
pohon kuantum tersebut diharapkan menjadi gambaran secara lokal dari jaringan yang lebih
besar. Alasan yang lain adalah kegunaan teori graf pada teori medan kuantum, pohon kuantum
P, > S, berbentuk seperti diagram Feynman, yaitu graf yang merepresentasikan interaksi dari
partikel-partikel berkenaan posisi dari partikel tersebut selama proses hamburan.

Pada paper ini, kedua macam kasus pada pohon kuantum P, > S; akan dianalisa menge-
nai spektrum operator diferensial terkait. Hasil dan pembahasan disajikan dalam dua bagian.
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Moh. Januar I. Burhan, Yudi Soeharyadi, Wono Setya Budhi

Pada bagian pertama dilakukan analisa spektral kuantitatif berupa kalkulus ketetanggaan untuk
kasus pertama, dengan mempertimbangkan struktur graf yang mendasarinya. Metode ini di-
gunakan oleh Friedmann, Wilson, dan Aziz pada [3} 4, 5] yang diperkenalkan oleh von Below
(1984). Selanjutnya untuk kasus kedua dilakukan analisis spektral kuantitatif yang berbeda,
dikarenakan pada kasus kedua ini ada dua verteks tepi yang mempunyai kondisi verteks yang
berbeda dengan lainnya. Sehingga hasil pada kasus ini adalah membahas metode determinan
sekular yang diperkenalkan oleh Berkolaiko pada [1, 6], yang dibangun oleh matriks hamburan
yang diperoleh dari masing-masing hamburan lokal pada setiap verteks. Selanjutnya, sebagai
bagian terakhir, disajikan simulasi dari hasil analisa spektral yang telah dilakukan pada kasus
kedua untuk pohon kuantum P, > S,.

2 KAJIAN TEORI

Pada bagian ini, diberikan pembahasan konsep mengenai dua metode yang akan digunakan,
yaitu kalkulus ketetanggaan dan determinan sekular. Asumsikan notasi graf berhingga sebagai
G = (V,E), dengan V| E # (). Misalkan V' = {vy vs,...,v,,} dan E = {ej ea, ..., €, } dengan
n,m € N. Kita akan mengatakan dua verteks v;,v; € V bertetangga, dinotasikan v; ~ vj,
apabila terdapat ruas e € E sehingga e = {v;,v;}. Kita akan memberikan tanda setiap ruas
e = {v;,v;} dengan arah tertentu, dengan mengklasifikasikan dua verteks yang bertetangga
v;, v; menjadi verteks awal dan verteks akhir. Apabila v adalah verteks awal dan v; adalah
verteks akhir maka dapat dinotasikan e = (v;, v;). Selanjutnya,

Asumsi 2.1. Graf kombinatorik G = (V, E) diasumsikan sebagai graf tidak kosong, berarah,
terhubung, berhingga dan sederhana.

Definisi 1. (Matriks Transisi) Misalkan G = (V, E) adalah graf yang memenuhi asumsi
dengan matriks ketetanggaan A. Misalkan e := (1)
[0, 1]"*" dengan bentuk

w1+ kita definisikan matriks transisi A €

A(T) := Diag (Ae) ™" A.
Dapat ditulis entri-entri matriks transisi sebagai berikut,
By
> i
Misalkan e = (v;, v;), didefinisikan o (e) := v; sebagai verteks awal dan ¢ (e) = v; verteks
akhir dari ruas berarah e := (v;, v;).
Definisi 2. (Matriks insidensi) Misalkan G = (V| E) adalah graf yang memenuhi asumsi

dengan himpunan verteks V- = {vy va,...,v,} dan E = {ey es, ..., e, }. Didefinisikan matriks
insidensi D (G) := (d;;) € {—1,0,1}"*™ dengan

Clij =

1 jikav; = o(ej),
diy =14 1 jikav;, =t(e;),
0 lainnya.

Selanjutnya, dibahas sedikit mengenai graf konsep kuantum dan kondisi verteks yang mem-
buat operator diferensial self-adjoint.

Definisi 3. (Graf Bermetrik) Graf bermetrik G| := (G, 1) adalah pasangan terurut yang berisikan
graf kombinatorik G = (V, E) dan fungsi | : E — (0,00] dengan e — [ (e) := l.. Apabila
V| < codan l. < oo untuk setiap e € E maka Gy kompak. Jika l, = 1 untuk setiap e maka
graf bermetrik disebut equilateral.
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Graf kuantum adalah pasangan terurut (G, H) yang berisikan dari graf bermetrik G; dan
operator differensial ((Hamiltonian)) H yang disertai kondisi verteks pada graf tersebut.

Definisi 4. Berikut ini diperkenalkan kondisi verteks tipe-0, yang didefinisikan pada verteks v
sebagai berikut, misalkan f € H* (G) , maka

f (z) kontinu di v,
d
L) = aus ).

esv
dengan o, bilangan yang ditentukan untuk suatu verteks v.

Definisi 5. Selanjutnya operator Hamilton —A$. dengan f, — —j—; fe untuk setiap e € E
disebut dengan operator Laplace berbasis ruas yang bekerja pada ruas-ruas pada graf kuan-
tum. —AE artinya operator Laplace berbasis ruas dengan kondisi verteks Neumann-Kirchoff
pada setiap verteks di graf kuantum. Konsep ini telah diperkenalkan oleh Friedmann dan Tillich
pada [3)].

2.1 Kalkulus Ketetanggaan

Diberikan sistem persamaan nilai eigen operator Laplace berbasis ruas dengan disertai kon-
disi Neumann Kirchhoff sebagai berikut ini,

—f =X\ untuk setiap j € {1,..,m},
fi (v) = f; (v) untuk setiap v € e; Ne;,

m (D
Zdijf; (v;) =0 untuk setiapi € {1,....,n}.
j=1

Pada formula di atas diberikan fungsi f; sebanyak m, setiap fungsi didefinisikan pada ruas
€j.

Dapat diperoleh spektrum operator Laplace berbasis ruas pada graf bermetrik ; dengan
kondisi batas Neumann-Kirchoff dari matriks transisi A (G') dengan hubungan sebagai berikut,

Proposisi 2.2. (Klawonn [|7]) Misalkan (Gl, AV ) adalah graf kuantum atas kondisi Kirchoff

dengan matriks transisi A seperti pada permasalahan , maka spektrum operator tersebut
diberikan dengan

0(—Af():{O}U{)\>O:COS\/XEU<E)}U{)\>O:COS\/_:—1},

tanpa menghitung multiplisitasnya. Multiplisitas (m (\)) masing-masing antara lain

( 1 jika A = 0,
m <cos VA, A) jika sin v\ # 0,
m(\) = m—nto JikacosvVA=1dan >0,

m—n-+2  Jjika cos VA = —1 dan G bipartit,
m—n Jjika cos VA = —1 dan G bukan bipartit.

\

Akibatnya diperoleh ekspresi eksplisit dari nilai eigen operator Laplace berbasis ruas pada
graf bermetrik G;.
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Akibat 2.3. Seperti yang digambarkan pada , apabila dinotasikan nilai-nilai eigen A oleh
1=y > pg > ... > p, > —1, maka nilai eigen )\, (k € No) dari graf kuantum —AE
diberikan oleh

( 0 jikar =1,k =0,
(2k)* m2 jikar =1,k #0,
(2k7 + arccos (u,))° jikal <r <n,
(2k 4 1)* 72 Jjika r = n dan G bipartit,
(2k7 + arccos (u,))°  Jjika r =n dan G bukan bipartit,
\ (2k + 1)2 2 jikar = n + 1 dan G bukan bipartit.

2.2 Matriks Hamburan

Berikut ini akan diperkenalkan matrik hamburan lokal ¢(*) yang dibahas pada literatur [[1].
Tinjau masalah hamburan pada persamaan

—ALf =Kf, 2)

di verteks v dengan diberikan kondisi verteks 6 (Dimungkinkan setiap verteks berbeda kondisi
verteks yang artinya kondisi verteks tidak seragam). Pada bagian ini, solusi dari persamaan
dapat direpresentasikan sebagai superposisi dari e~** dan €%, yaitu

f (ZE) — ale—ikz + a2eikx — erz}asuk + ek,f)luar7 (3)

Definisi 6. (Hamburan Lokal): Misalkan f(©) € H? (G) adalah solusi dari persamaan
dengan fI'\s"% (x) = e~ dan fIe** (27) = O untuk setiap € € E,\ {e} dengan E,
{ee E: v E e}, maka matriks hamburan lokal

/o () € o
di verteks v € e, dengan e, ¢’ € E, didefinisikan sebagai,

fee ( ) — 7zkxp +0'£e) ikxy padae
/e)(f,f) ””epadae#e

6

Catatan: ag’e) dapat diinterpretasikan sebagai koefisien pencerminan sepanjang ruas e, se-

dangkan 027,)6 untuk ¢’ # e adalah koefisien hamburan dari ruas e ke ruas ¢'.

Selanjutnya konsep hamburan lokal pada suatu verteks v € V' akan diperluas keseluruh graf
G. Misalkan (f, k) adalah pasangan eigen dari —Af = k?f. TInjau verteks v € V yang
berinsidensi dengan ruas e = {v,v'} € E,, Pembatasan fungsi f pada ruas e dapat secara

umum ditulis sebagai
fe(x?) = ape®®e gy ettre = quettTe 4 gy etkbepmthee 4)
dengan L. adalah panjang ruas e.

Definisi 7. (Matriks Hamburan Global). Misalkan G graf kuantum dengan matriks hamburan
lokal o) untuk setiap v € V. Didefinisikan matriks hamburan global S (k) = (swp) €
C2EIX2IEl dengan aturan

Spp = (St(b),vao(b’),valgzj})’

dengan b,V adalah pasangan ruas berarah (bond/arc) pada ruas ¢ € E pada graf G dan ¢
dinotasikan sebagai fungsi Kronecker delta.
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Apabila kita mendefinisikan vektor a € C2?*| menjadi vektor yang berisikan koefisien-
koefisien dari persamaan (4), maka diperoleh hubungan antara matriks hamburan global de-
ngan vektor a. Didefinisikan D (k) := Diag(z;) dengan z; = e'*i dan L; panjang ruas yang
bersesuain dengan koefisien a;. Selanjutnya, diperoleh hubungan

a=SD (k)a. (5)
Dari persamaan (5)) sebelumnya diperoleh hubungan sebagai berikut,

Teorema 2.4. (Berkolaiko [[I]) Misalkan G graf kuantum yang kompak, maka k* € C\ {0}
adalah nilai eigen dari operator — A jika dan hanya jika k memenuhi persamaan

det (I — SD (k)) =0,

dengan D (k) := Diag(z;) dengan z; = ¢'**i dan L; panjang ruas yang bersesuain dengan
koefisien a;.

Lebih lanjut, fungsi 3 (k) := det (I — SD (k)) disebut dengan determinan sekular.

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Sebagaimana telah dijelaskan pada bab pendahuluan, jenis graf kuantum yang dibahas adalah
pohon kuantum P, > S5. Selanjutnya diberikan dua kasus permasalahan pada pohon kuantum
tersebut. Antara lain,

Masalah 3.1. Misalkan G = (V, E) pohon berarah P, t> S, tidak kosong, terhubung, berhingga,
dan sederhana dengan himpunan verteks

V= {U17 V2, V3, V4, Us, UG} )
himpunan ruas

E ={e; = {vi,v3},e9 = {va, 03} ,e3 = {vs, s}, €4 = {v4,05} , €5 = {va, 06} },

matriks ketetanggaan Aq = (aij)g,.¢ dan matriks insidensi Dg = (d;;) . Asumsikan bahwa
G dilengkapi dengan struktur metrik equilateral, yang berarti setiap ruas e = (u,v) € E
diidentifikasi dengan interval [0, 1] dan koordinat x. € [0,1] dengan . = 0 dan z. = 1
berhubungan dengan u dan v secara berurutan. Terakhir pada setiap ruas e; € F didefinisikan
fungsi-fungsi ruas oleh f; : [0,1] = R,z —— f; (z).

Tujuan adalah menentukan spektrum dari operator Laplace berbasis ruas dan fungsi f; €
GeepH? (€) yang memenuhi —Af = k? f dengan kondisi

1. Kasus 1, Kondisi Neumann-Kirchoff diseluruh verteks pada pohon kuantum Py 1> Ss.

2. Kasus 2, Kondisi Dirichlet pada 2 verteks tepi v, dan v, serta kondisi Neumann-Kirchoff
untuk verteks lainnya pada pohon kuantum P, 1> Ss.

Kedua kasus tersebut diilustrasikan pada gambar berikut ini,
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)

Gambar 1. Kiri: Kasus 1, Kanan: Kasus?2.

3.1 Spektrum pada kasus 1

Kasus 1 adalah kasus yang dapat diselesaikan oleh kedua metode yang diberikan. Pada
paper ini kami memilih untuk mengerjakannya menggunakan analisa kuantitatif kalkulus kete-
tanggaan. Sehingga pada paper ini kami memberikan klaim sebagai berikut,

Klaim 3.2. Kasus I adalah kasus yang dapat diselesaikan oleh kedua metode yang diberikan.
Pada pembahasannya akan dipilih analisis kuantitatif dengan kalkulus ketetanggaan untuk
mengerjakannya. Dilain pihak kami asumsikan bahwa kasus 2 akan lebih baik diselesaikan
oleh analisis kuantitatif dengan Determinan sekular yang lebih fleksibel dengan kondisi batas
pada verteks, tidak seperti halnya kalkulus ketetanggaan.

Diberikan pohon kuantum P, > S; dengan kondisi Neumann-Kirchoff diseluruh verteksnya.
Dapat diperoleh matriks transisi dari matriks ketetanggaan sebagai berikut,

0o 0 1 0 0 0
0o 0 1 0 0 0
T_ |3y 0 13 0 0
“l 0 o0 1/3 0 1/3 1/3
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 |

Selanjutnya dapat ditentukan nilai eigen dari matriks transisi A sebagai berikut,

2
M6:_1§_§§0§0§

[GVRI )

<1=pu.

Dengan menggunakan akibat (2.3)) dapat diperoleh spektrum dari operator Laplace berbasis

ruas di bawah ini,

H Nilai Eigen A H untuk nilai eigen p H
Ao=0 =1
A= {(2kr)” : k e N} o =1
Aoy = {(2km £ arccos (2/3))" 1k € No} | o = 2/3
Ao = {(2kr £7/2)% 1 k € N2} pi34 =0
A5 = {(2k7r 4+ arccos (—2/3))2 ke No} s = —2/3
Xo = {((2k +1)7)° 1 k € Ny} pe = —1

Tabel 1. Spektrum Operator Laplace berbasis ruas pada kasus 1.

Dengan Ny = {0} UN dan N2 artinya bermultiplisitas 2 untuk nilai eigen yang berhubungan.
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3.2 Spektrum pada kasus 2

Sebagaimana yang telah dijelaskan pada bagian sebelumnya. Pada kasus 2 ini, digunakan
analisa kuantitatif Determinan sekular. Hal ini dilakukan dikarenakan pada analisa kuantitatif
kalkulus ketetanggaan tidak tepat apabila digunakan pada graf kuantum yang pada verteks-
verteksnya memiliki berbagai macam kondisi batas. Apabila diberikan masalah nilai eigen
operator Laplace berbasis ruas untuk kasus 2 pada masalah [3.1] Dapat disajikan solusi pada
masing-masing ruas e; € E (G) sebagai berikut

fi (x) = aze™™ + a;eik(l_fﬂ) untuk setiap j =1, ..., 5.

Berikut ini adalah ilustrasi kasus 2 yang telah ditambahkan pasangan ruas berarah (arc/bond)
pada gambar di bawah ini.

Gambar 2. Tlustrasi kasus 2 dengan ditambahkan arah pada ruas

Pada gambar tersebut telah diberikan arah sesuai parameterisasi. Berikut ini penotasian ruas
berarah (arc/bond) ke-j untuk 7 = 1,...,5 sesuai variabel ruas dari z. = 0 ke z. = 1 pada
pohon P, > S5.

{1 =(v1,v3),2 = (v2,v3),3 = (v3,04) ,4 = (v4,05) ,5 = (vg,06)} .

Kebalikan ruas berarah j dinotasikan dengan j. Karena pada verteks v; dan v, diberikan
kondisi batas Dirichlet, maka matriks hamburan lokal pada v; dan vy adalah o) = gv2) =
(—1) yaitu koefisien a; = —age’® dan ay = —agze'*. Selanjutnya dapat diperoleh matriks
hamburan global (Global Scattering) untuk pohon P, > S5,

0 0 0 00 -1 0 0 0 0

0 0 0 00 0 -1 0 0 0

2/3 2/3 0 00 0 0 —-1/3 0 0

0 0 2/3 00 0 0 0 —1/3 2/3

s_| o 0O 2/3 00 0 0 0 2/3 —1/3
| -1/3 2/3 0 00 0 0 2/3 0 0 |

2/3 -1/3 0 00 0 0 2/3 0 0

0 0O -1/300 0 0 0 2/3 2/3

0 0 0 10 0 0 0 0 0
0 0 0O 01 0 0 0 0 0

dengan urutan pelabelan ruas berarah (arc/bond) sebagai berikut
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Karena L, = 1 untuk setiap e € F/, maka matriks diagonal panjang ruas adalah

D (k> = Diag (21)10><10’

dengan z; = €.

Proposisi 3.3. Misalkan diberikan pohon kuantum Py 1> Sy sesuai masalah pada kasus 2.
Fungsi determinan sekular untuk menentukan nilai eigen dari opeartor Laplace berbasis ruas
adalah

¥ (k) = —% (21— 1) (21 4+ 1) (928 — 1022 +9) (22 +1)°.

Bukti. Dengan menggunakan teorema ([2.4)) [

Menurut teorema (2.4) dan proposisi (3.3)) maka dapat diperoleh nilai eigen operator Laplace
berbasis ruas untuk pohon kuantum P, > S, dengan kondisi batas yang diberikan pada kasus 2
sebagai berikut,

\ Nilai Eigen A \ Faktor \
)\17k:{(2k7r)2:k:€N} (z1—1)=0
Aoz s = {(2k7 £ arccos (5/9) /2)” : k € N2} | (92 — 1021 +9)=0
Aisg = {(2kr £7/2)° - k € N2} (22 4+1)° 0
Xew = {((2k +1) ™ ke No} (z14+1) =

Tabel 2. Spektrum Operator Laplace berbasis ruas pada kasus 2.

Akibatnya dapat diperoleh fungsi eigen pada masing-masing ruas berhubungan dengan nilai
eigen yang telah diperoleh.

AKkibat 3.4. Misalkan diberikan pohon kuantum P, 1> Sy sesuai masalah pada kasus 2.
Fungsi eigen pada masing-masing ruas j = 1, ..., 5 yang bersesuaian dengan nilai eigen pada
tabel 2 adalah ‘ A
fi(z) = aje”“ + a;elk(l_w), untuk j = 1,2,3,4,5.
dengan ketentuan hubungan koefisien
ik

a; = —age’”,
ay = —aze'™,
2 2 1
as = — CLT€2Zk o _a§62zk . agelk,
3 3
4 - 4 - 2 . 1 - 2 .
3ik 3ik 2ik ik ik
ay = ——age”” — —aze”" — —aze” " — —age + —age
9 9 9" 3 3°
4 , 4 ~ 2 2 1 .
a5:__aT€32k__a§€3zk__a3 21k’+ a4ek —(Lg@lk.
9 9 9 3 3

3.3 Simulasi Fungsi Eigen

Pada bagian terakhir ini, diberikan salah satu hasil berupa simulasi fungsi eigen dari masalah
nilai eigen operator Laplace berbasis ruas pada pohon kuantum P, > S5 untuk kasus 2 meng-
gunakan perangkat lunak Python disajikan pada gambar 3. Fungsi eigen yang disimulasikan
adalah fungsi eigen pada akibat (3.4) yang diperoleh dari spektrum operator Laplace berbasis
ruas pada kasus 2 yang diberikan pada tabel 2.

Dari simulasi ini dapat ditunjukkan bahwa verteks tepi berkondisi Dirichlet membuat nilai
fungsi eigen pada ruas yang berisidensi dengan verteks tersebut bernilai nol.
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Gambar 3. Plot fungsi eigen berwarna merah dan pohon kuantum P, > S; berwarna hitam dengan keterangan:
gambar pertama adalah fungsi eigen untuk nilai eigen \; ; dan Ag o, gambar kedua adalah fungsi eigen untuk nilai
eigen \o3 o, gambar ketiga adalah fungsi eigen untuk nilai eigen A3 1, gambar keempat adalah fungsi eigen untuk
nilai eigen A45,0, dan gambar kelima adalah fungsi eigen untuk nilai eigen Ay5 ;.

4 KESIMPULAN

* Perlu dikontruksi dan dibangun ulang pada konsep Kalkulus Ketetanggaan untuk menye-
lesaikan masalah spektral pada graf kuantum dengan kasus kondisi batas tidak seragam.

* Analisis kuantitatif determinan sekular dapat digunakan pada graf kuantum dengan kasus
kondisi batas tidak seragam

* Sistem eigen yang diperoleh pada pohon kuantum P, > S, dapat menjadi bagian yang
diperlukan dalam membangun persamaan gelombang linear pada pohon kuantum terse-
but.
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