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KLASIFIKASI TITIK KRITIS POLINOMIAL DUA VARIABEL
BERDERAJAT TIGA

Afif Humam

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Institut Teknologi Bandung, Indonesia
e-mail: afif.humam@math.itb.ac.id

Abstrak. Jika diketahui fungsi dengan polinomial homogen derajat tiga, maka semua titik kri-
tis tidak ada yang bersifat ekstrim (titik maksimum atau minimum). Tetapi akan berbeda jika
fungsi berbentuk polinomial derajat tiga lengkap. Pada makalah ini kita akan melihat semua
kemungkinan sifat dari titik kritis fungsi dua variabel tersebut jika koefisien dari polinomial
tersebut berubah di bilangan real. Langkah pertama adalah menggunakan translasi dan rotasi
dari koordinat sehingga bentuk polinomial derajat tiga tersebut dapat disederhanakan. Kemu-
dian dengan menggunakan resultan dari pasangan turunan parsial pertama, kita akan dapat
melihat semua kemungkinan dari titik kritis. Selanjutnya setelah semua titik kritis diperoleh,
kita akan menguji sifat titik kritis tersebut.

Kata kunci: turunan parsial, titik kritis, polinomial resultan, matriks Hessian

1 PENDAHULUAN

Misalkan kita mempunyai fungsi dua variabel dengan turunan parsial kedua terdefinisi pada
setiap titik. Ditinjau dari nilai determinan Hessian pada titik kritis, berdasarkan teori Morse
titik kritis terbagi menjadi dua jenis, yakni nondegenerate dan degenerate ([1]). Adapun titik
nondegenerate terbagi lagi menjadi tiga macam, yaitu minimum lokal, maksimum lokal, dan
pelana.

Misalkan F (x, y) adalah polinom dua variabel berderajat total tiga. Titik (x0, y0) adalah titik
kritis dari F apabila memenuhi sistem persamaan Fx(x0, y0) = Fy(x0, y0) = 0. Perhatikan
bahwa tidak semua polinomial berderajat tiga memiliki titik kritis. Sebagai contoh, polinomial
F (x, y) = x3 + y3 − y2 + 3x + 1 tidak memiliki titik kritis karena 0 = Fx(x, y) = 3(x2 + 1)
tidak memiliki solusi real.

Untuk mengetahui apakah F (x, y) memiliki titik kritis, kita dapat meninjau polinomial re-
sultan dari Fx dan Fy, yaitu Res(Fx, Fy, x) dan Res(Fx, Fy, y). Titik (x0, y0) adalah titik
kritis dari F (x, y) jika dan hanya jika x = x0 dan y = y0 berturut-turut adalah solusi dari
Res(Fx, Fy, y) = 0 dan Res(Fx, Fy, x) = 0 ([2], Chapter 3). Adapun polinomial-polinomial
resultan tersebut adalah polinom satu variabel berderajat maksimum empat, sehingga paling
banyak F (x, y) paling banyak memiliki empat titik kritis. Adapun eksistensi solusi real poli-
nom satu varibel berderajat maksimum empat dapat ditinjau melalui koefisien-koefisiennya (li-
hat [3]).

Pada makalah ini, kita melakukan studi awal klasifikasi semua kemungkinan banyaknya titik
kritis polinomial dua variabel berderajat total tiga beserta jenisnya.

1
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2 POLINOMIAL BERBENTUK F (x, y) = ax3 + 3x2y + by3 + 3cx2 + 3dy2

Misalkan F (x, y) adalah polinom berderajat total tiga yang memiliki titik kritis. Transfor-
masi translasi dan rotasi pada sumbu-z dengan sudut tertentu ([4], Chapter 9) membuat kita da-
pat menyederhanakan masalah dengan meninjau polinomial tanpa suku linier dan suku dengan
monomial xy. Kasus paling mudah adalah ketika polinomial berbentuk F (x, y) = p(x) + q(y),
yaitu polinomial tanpa suku-suku dengan monomial x2y dan xy2.

Pada bagian ini kita akan meninjau kasus ketika tepat salah satu dari koefisien x2y dan xy2

tidak bernilai nol. Tanpa mengurangi keumuman, dengan kesimetrian kita dapat memilih koe-
fisien x2y yang tidak bernilai nol, kita misalkan F (x, y) = ax3 + 3x2y + by3 + 3cx2 + 3dy2.
Titik kritis dari F (x, y) adalah solusi dari

Fx(x, y) = 3ax2 + 6xy + 6cx = 0
Fy(x, y) = 3x2 + 3by2 + 6dy = 0.

(1)

Salah satu titik kritis dari F (x, y) adalah (0, 0) dan mudah untuk memeriksa bahwa tidak ada
titik kritis lain di sumbu-x. Misalkan terdapat titik kritis lain yang tidak terletak di sumbu ko-
ordinat, maka dengan dilatasi tertentu pada sumbu-x, sumbu-y, dan sumbu-z dapat dipilih titik
kritisnya memiliki koordinat (1, 1). Adapun determinan Hessian di setiap titik (x, y) diberikan
oleh

det(HF (x, y)) = det

[
Fxx(x, y) Fxy(x, y)
Fyx(x, y) Fyy(x, y)

]
= det

[
6(ax+ y + c) 6x

6x 6(by + d)

]
. (2)

2.1 Terdapat Titik Kritis Lain di Sumbu-y

Misalkan (0, β) adalah titik kritis dari F (x, y) dengan β 6= 0. Karena Fy(0, β) = 0, maka
haruslah 2d = −βb. Perhatikan bahwa determinan Hessian di titik (0, 0) dan (0, β) berturut-
turut adalah det(HF (0, 0)) = 36cd dan det(HF (0, β)) = −36(β + c)d.

1. Titik (0, 0) dan (0, β) keduanya degenerate
Kasus ini dipenuhi oleh d = 0. Akibatnya, kurva Fx(x, y) = 0 dan Fy(x, y) = 0 memi-
liki garis persekutuan, yaitu x = 0. Seluruh titik pada garis tersebut adalah titik kritis
nondegenerate.

2. Titik (0, 0) degenerate dan (0, β) nondegenerate
Kasus ini dipenuhi oleh d 6= 0 dan c = 0. Akibatnya, Fx(x, y) = Fy(x, y) = 0 meng-
hasikan x = 0 atau x2 + b(a/2)2x2 + βb(a/2)x = 0 (diberikan oleh ax+ 2y = 0)

(a) Tidak ada titik kritis lain.
Kasus ini dipenuhi saat a = 0 atau a2b = −4.

(b) Ada titik kritis lain.
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan titik kritis lainnya adalah (1, 1) . Diperoleh
a = −2 dan 1 + b = βb. Kemudian, det(HF (1, 1)) = 36d 6= 0 sehingga (1, 1)
adalah titik kritis nondegenerate. Karena sudah ada tiga titik kritis berbeda dan
salah satunya degenerate, maka tidak ada lagi titik kritis lain.

3. Titik (0, 0) nondegenerate dan (0, β) degenerate
Kasus ini dipenuhi oleh d 6= 0 dan c = −β, yaitu bc = 2d 6= 0.
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(a) Tidak ada titik kritis lain.
Kasus ini dipenuhi saat a = 0 atau a2b = −4.

(b) Ada titik kritis lain.
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan titik kritis lainnya adalah (1, 1) (melalui di-
latasi, karena tidak ada titik kritis lain baik di sumbu-x maupun di sumbu-y). Diper-
oleh a = −2 − 2c dan 1 + b = −bc = −2d. Kemudian, det(HF (1, 1)) = 18c 6= 0
sehingga (1, 1) adalah titik kritis nondegenerate. Karena sudah ada tiga titik kritis
berbeda dan salah satunya degenerate, maka tidak ada lagi titik kritis lainnya.

4. Titik (0, 0) dan (0, β) keduanya nondegenerate.
Kasus ini dipenuhi oleh b 6= 0, c 6= 0, dan bc 6= 2d. Perhatikan bahwa, Fx(x, y) =
Fy(x, y) = 0 menghasikan x = 0 atau (1− (ab2/4))x2 + a(bc− e)x+ c(bc− 2d) = 0.

(a) Tidak ada titik kritis lainnya
Kasus ini terjadi saat a2(bc− d)2 < (4− ab2)c(bc− 2d).

(b) Ada titik kritis lain.
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan titik kritis lainnya adalah (1, 1). Diperoleh
a = −2− 2c dan 1 + b = −2d. Kemudian, det(HF (1, 1)) = 36(c+ d+ cd).

i. (1, 1) degenerate
Kasus ini terjadi saat c + d + cd = 0. Karena sudah terdapat tiga titik kritis
berbeda dan salah satunya degenerate, maka tidak ada titik kritis lain

ii. (1, 1) nondegenerate
Kasus ini terjadi saat c + d + cd 6= 0. Selanjutnya, jika a2(bc − d)2 = (4 −
ab2)c(bc − 2d), maka tidak ada titik kritis lain. Adapun jika a2(bc − d)2 6=
(4−ab2)c(bc−2d), maka terdapat satu titik kritis lain yang juga nondegenerate.

2.2 Tidak Terdapat Titik Kritis Lain di Sumbu-y

Kasus ini terjadi saat b = 0 6= d atau d = 0 6= b.

1. Kondisi b = 0 6= d
Pada kasus ini, Fx(x, y) = Fy(x, y) = 0 terjadi saat x(−(x2/d) + ax+ 2c) = 0.

(a) Tidak ada titik kritis lain
Kasus ini terjadi saat a2 + 8

c

d
< 0 atau a = c = 0. Di sini, (0, 0) adalah titik kritis

nondegenerate jika a2 + 8
c

d
< 0 dan degenerate jika a = c = 0.

(b) Ada titik kritis lain
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan (1, 1) adalah titik kritis lain dari F (x, y),
maka 2d = −1 dan a+ 2c = −2. Diperoleh a2 + 8

c

d
= 4(c− 1)2.

i. Tidak ada titik kritis lain
Kasus ini terjadi saat c = 0 atau c = 1. Jika c = 0, maka (0, 0) adalah titik
kritis degenerate dan (1, 1) adalah titik kritis nondegenerate. Sebaliknya, jika
c = 1, maka (0, 0) adalah titik kritis nondegenerate dan (1, 1) adalah titik kritis
degenerate

ii. Ada titik kritis lain
Kasus ini terjadi saat 0 6= c 6= 1. Titik kritis lainnya adalah (c, c2). Di sini,
(0, 0), (1, 1), dan (c, c2) adalah titik-titik kritis nondegenerate.
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2. Kondisi d = 0 6= b
Pada kasus ini, Fx(x, y) = Fy(x, y) = 0 terjadi saat x2 = −by2 dan x(ax+2y+2c) = 0.

(a) Tidak ada titik kritis lain
Kasus ini terjadi saat b > 0. Di sini, (0, 0) adalah titik kritis degenerate.

(b) Ada titik kritis lain
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan (1, 1) adalah titik kritis lain dari F (x, y),
maka b = −1 dan a+2c = −2. Diperoleh 2y = a+2± ay, yaitu y(2± a) = 2+ a

i. Tidak ada titik kritis lain
Kasus ini terjadi saat a = 2. Di sini, (0, 0) adalah titik kritis degenerate dan
(1, 1) adalah titik kritis nondegenerate.

ii. Ada tepat satu titik kritis lain

Kasus ini terjadi saat −2 6= a 6= 2. Titik kritis lainnya adalah
(
2 + a

a− 2
,
2 + a

2− a

)
.

Di sini, (0, 0) adalah titik kritis degenerate dan dua titik lainnya adalah titik-titik
kritis nondegenerate.

iii. Terdapat garis persekutuan
Kasus ini terjadi saat a = −2. Garis y = xmemenuhi Fx(x, y) = Fy(x, y) = 0.
Setiap titik yang dilalui oleh garis tersebut adalah titik kritis degenerate.

3 POLINOMIAL BERBENTUK F (x, y) = ax3 + 3x2y + 3xy2 + by3 + 3cx2 + 3dy2

Pada bagian terakhir, kita akan meninjau polinom dengan kedua koefisien x2y dan xy2 tidak
bernilai nol. Tanpa mengurangi keumuman, dengan dilatasi tertentu pada sumbu-x dan sumbu-
y, kita dapat memilih kedua koefisien tersebut bernilai sama. Selanjutnya dengan sifat simetri
(pencerminan terhadap bidang y = x), kita cukup meninjau kasus a ≥ b.

Perhatikan bahwa turunan parsial dari F (x, y) adalah

Fx(x, y) = 3ax2 + 6xy + 3y2 + 6cx
Fy(x, y) = 3x2 + 6xy + 3by2 + 6dy

(3)

Dari bentuk di atas dapat diperiksa bahwa tidak ada titik kritis selain (0, 0) pada sumbu-sumbu
koordinat. Selanjutnya kita menghitung resultan kedua fungsi di atas

Res(Fx, Fy, x) = det


3a 0 3 0

6(y + c) 3a 6y 3
3y2 6(y + c) 3by2 + 6dy 6y
0 3y2 0 3by2 + 6dy


= 34(Py4 +Qy3 +Ry2 + Sy)

(4)

dengan

P = a2b2 − 6ab+ 4a+ 4b− 3
Q = 4a2bd− 4abc− 12ad+ 8bc− 4c+ 8d
R = 4a2d2 − 8acd+ 16cd+ 4bc2

S = 8c2d

(5)

Kita akan memeriksa kemungkinan titik kritis berdasarkan bentuk kurva Fx(x, y) = 0 dan
Fy(x, y) = 0 yang merupakan irisan kerucut.
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3.1 Persamaan Fx(x, y) = 0 berbentuk elips atau sebuah titik (a > 1)

Bentuk sebuah titik terjadi saat c = 0. Jelas bahwa dalam bentuk ini, (0, 0) adalah satu-
satunya titik kritis yang bersifat degenerate. Bentuk elips terjadi saat c 6= 0.

1. Elips-Elips, Elips-Parabola, dan Elips-Hiperbola
Kasus ini terjadi saat d 6= 0. Terdapat tiga kemungkinan.

(a) Total terdapat dua titik kritis, keduanya nondegenerate.

(b) Total terdapat tiga titik kritis, salah satunya degenerate. (saat kedua kurva bersing-
gungan)

(c) Total terdapat empat titik kritis nondegenerate.

2. Elips-Sebuah Garis
Kasus ini terjadi saat b = 1 dan d = 0, menghasilkan fungsi yang memiliki tepat dua titik
kritis, keduanya degenerate.

3. Elips-Dua Garis Berpotongan
Kasus ini terjadi saat b < 1 dan d = 0. Karena (0, 0) adalah titik perpotongan dari dua
garis yang berpotongan, maka kasus ini menghasilkan dua kemungkinan

(a) Tepat dua titik kritis berbeda dengan (0, 0) degenerate dan titik lainnya bersifat non-
degenerate. Kasus ini terjadi saat b = 0.

(b) Tepat tiga titik kritis berbeda dengan (0, 0) degenerate dan dua titik sisanya bersifat
nondegenerate. Kasus ini terjadi saat b 6= 0.

3.2 Persamaan Fx(x, y) = 0 berbentuk parabola atau sebuah garis (a = 1)

Bentuk sebuah garis terjadi saat c = 0.

1. Jika Fy(x, y) = 0 juga berbentuk sebuah garis, yakni b = 1 dan d = 0, maka setiap titik
yang dilalui garis x+ y = 0 adalah titik-titik kritis degenerate.

2. Jika Fy(x, y) = 0 berbentuk parabola, yakni b = 1, maka (0, 0) adalah satu-satunya titik
kritis dan bersifat degenerate.

3. Jika Fy(x, y) = 0 berbentuk dua garis berpotongan, yakni b < 1 dan d = 0, maka (0, 0)
adalah satu-satunya titik kritis dan bersifat degenerate.

4. Jika Fy(x, y) = 0 berbentuk hiperbola, yakni b < 1 dan d 6= 0, maka terdapat tepat dua
titik kritis yang merupakan titik kritis degenerate.

Adapun bentuk parabola terjadi saat c 6= 0.

1. Parabola-Parabola
Kasus ini terjadi saat b = 1 dan d 6= 0. Terdapat dua kemungkinan:

(a) Titik (0, 0) menjadi satu-satunya titik kritis dan bersifat nondegenerate.

(b) Total terdapat dua titik kritis, keduanya nondegenerate. (saat c+ d 6= 0)

2. Parabola-Dua Garis Berpotongan
Kasus ini terjadi saat b < 1 dan d = 0. Terdapat dua kemungkinan:
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(a) Tepat dua titik kritis berbeda dengan (0, 0) degenerate dan titik lainnya bersifat non-
degenerate. Kasus ini terjadi saat b = 0.

(b) Tepat tiga titik kritis berbeda dengan (0, 0) degenerate dan dua titik sisanya bersifat
nondegenerate. Kasus ini terjadi saat b 6= 0.

3. Parabola-Hiperbola
Kasus ini terjadi saat b < 1 dan d 6= 0. Terdapat tiga kemungkinan:

(a) Total terdapat dua titik kritis, keduanya nondegenerate.
(b) Total terdapat tiga titik kritis, salah satunya degenerate. (saat parabola dan hiperbola

bersinggungan)
(c) Total terdapat empat titik kritis nondegenerate.

3.3 PersamaanFx(x, y) = 0 berbentuk hiperbola atau sepasang garis berpotongan (a < 1)

Kondisi terakhir ini akan kita bagi menjadi tiga kasus:

1. Dua Garis Berpotongan-Dua Garis Berpotongan
Kasus ini terjadi saat b < 1 dan c = d = 0. Terdapat dua kemungkinan pada kasus ini:

(a) Titik (0, 0) menjadi satu-satunya titik kritis dan bersifat degenerate.
(b) Terdapat sebuah garis yang melalui (0, 0) dan setiap titik yang dilalui adalah titik

kritis degenerate. (saat P = 0)

2. Dua Garis Berpotongan-Hiperbola
Kasus ini terjadi saat b < 1 dan c = 0 6= d. Terdapat dua kemungkinan pada kasus ini:

(a) Titik kritis (0, 0) adalah titik degenerate dan terdapat tepat satu titik kritis lain yang
bersifat nondegenerate. (saat P = 0)

(b) Titik kritis (0, 0) adalah titik degenerate dan terdapat tepat dua titik kritis lain yang
bersifat nondegenerate.

3. Hiperbola-Hiperbola
Kasus ini terjadi saat b < 1 dan cd 6= 0. Kemungkinan pada kasus ini antara lain:

(a) Terdapat tepat satu titik kritis nondegenerate.
(b) Terdapat tepat dua titik kritis nondegenerate.
(c) Terdapat tepat satu titik kritis nondegenerate dan satu titik kritis degenerate.
(d) Terdapat tepat tiga titik kritis nondegenerate.
(e) Terdapat tepat dua titik kritis nondegenerate dan satu titik kritis degenerate.
(f) Terdapat empat titik kritis nondegenerate.

4 KESIMPULAN

• Fungsi polinomial dua variabel berderajat total tiga dapat memiliki tak berhingga banyaknya
titik kritis yang membentuk sebuah garis, atau berhingga banyaknya titik kritis dengan
jumlah tidak lebih dari empat buah.

• Kemungkinan paling banyak terjadi pada kondisi kedua kurva ketinggian fungsi turunan
parsial pertama di ketinggian nol berbentuk hiperbola.
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