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KAJIAN KEKUATAN Z - MODUL Q SEBAGAI INSPIRASI
MUNCULNYA KONSEP DAN SIFAT DALAM TEORI MODUL

Sri Wahyuni1,*, Yunita Septriana Anwar2, dan I Putu Yudi Prabhadika3

1Departemen Matematika, FMIPA, Universitas Gadjah Mada, Indonesia
2 Mahasiswa PS Doktor Matematika, Departemen Matematika, FMIPA, Universitas Gadjah Mada,

Indonesia
3 Mahasiwa PS Magister Matematika, Departemen Matematika, FMIPA, Universitas Gadjah Mada,

Indonesia
*e-mail: swahyuni@ugm.ac.id

Abstrak. Grup bilangan rasional (Q,+) sebagai modul atas daerah integral bilangan bulat
(Z,+, )̇ (Z-modul Q) merupakan contoh modul khusus yang mempunyai sifat-sifat yang unik
yang sangat penting dalam munculnya konsep dan sifat dalam aljabar, khususnya dalam teori
modul. Sifat yang sudah sangat dikenal adalah Z-modul Q merupakan modul torsi yang tidak
bebas, dan lebih jauh modul Z-modul Q/Z merupakan modul torsi tak hingga.

Dalam paper ini akan dipersentasikan hasil kajian Z-modul Q dalam kaitannya dengan
struktur modul faktorisasi tunggal. Diperoleh bahwa Z-modul Q mempunyai sifat tidak memi-
liki elemen primitif yang kemudian berakibat dalam Z-modul Q tidak terdapat submodul siklik
yang dibangun oleh suatu elemen primitif yang merupakan submodul murni. Selanjutnya akan
dikaji peran Z-modul Q dalam kaitannya dengan konsep D-submodul fraksional dan konsep
M -ideal fraksional dalam teori modul aritmatik. Lebih jauh akan dikaji sifat Z-modul Q dalam
kaitannya dengan modul injektif dan modul miskin. Diperoleh sifat Z-modul Q mempunyai sifat
keterbagian, keinjektifan, dan merupakan amplop injektif bagi setiap submodul Q. Sebagai
ring, Q merupakan ring semisederhana dan Artinian sehingga setiap modul atas Q merupakan
modul miskin.

Kata kunci: modul faktorisasi tunggal, submodul dan ideal fraksional, modul injektif, amplop
injektif

1 Pendahuluan: Latar Belakang

Modul yang dibangun secara hingga atas daerah ideal utama dipandang mempunyai sifat
yang relatif bagus dalam arti memiliki sifat mendekati sifat yang dimiliki oleh ruang vektor
diantaranya: jika modul atas daerah ideal utama tersebut merupakan modul bebas torsi dibangun
secara hingga maka modul tersebut merupakan modul bebas ([1]). Persyaratan dibangun secara
hingga tersebut ”sangat penting” untuk menjadi modul bebas, sebagai counterexample yang
bagus adalah Q sebagai modul atas daerah ideal utama Z. Dengan mudah dapat ditunjukkan
bahwa modul Q sebagai modul atas daerah ideal utama Z merupakan bebas torsi namun bukan
modul yang dibangun secara hingga karena untuk setiap himpunan bagian berhingga dalam
Q sebut S = {p1

q1
, p2
q2
, · · · , pk

qk
} akan selalu ada x ∈ Q yang tidak dapat dinyatakan sebagai

kombinasi linear elemen-elemen dalam S.
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Sri Wahyuni, Yunita Septriana Anwar, dan I Putu Yudi Prabhadika.

Lebih jauh lagi jika D merupakan daerah integral, suatu D-module M dikatakan modul
yang dapat dibagi (divisible) jika untuk setiap m ∈ M dan untuk setiap d ∈ D − {0} terdapat
m′ ∈ M sedemikian hingga dm′ = m. Dengan kata lain, suatu modul M atas daerah intergral
D disebut dapat dibagi jika untuk setiap fungsi µd : M → M dengan m → dm merupakan
fungsi surjektif.

Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa Q sebagai modul atas daerah ideal utama Z meru-
pakan modul yang dapat dibagi. Selanjutnya Z sendiri merupakan submodul dari Z-modul Q
sehingga terbentuk Z-modul Q/Z yang dapat ditunjukkan merupakan modul yang dapat dibagi
dan juga modul injektif. Dalam paper ini akan dipresentasikan lebih jauh sifat Z-modul Q di
dalam struktur modul injektif.

2 Hasil dan Pembahasan: Sifat Z-modul Q terkait beberapa struktur modul.

Dalam bagian ini akan dikaji sifat keinjektifan, keterbagian, ketakterdekomposisian, dan
perluasan esensial pada Z-modul Q yang mengilhami contoh-contoh lain sebagai generalisasi
dari sifat pada Z-modul Q. Lebih lanjut, akan dikaji hubungan Z-modul Q dengan grup Prüfer
Zp∞ .

(a) Keinjektifan dan Keterbagian di dalam Z-modul Q
Suatu R-modul M disebut modul injektif jika dan hanya jika untuk setiap monomorfisma
f : A → B dan setiap homomorfisma h : A → M , terdapat homomorfisma g : B → M
sedemikian hingga gf = h, yaitu Gambar 1(a) komutatif. Definisi ini ekuivalen dengan
pernyataan untuk setiap ideal kiri I ⊆ R dan setiap homomorfisma φ : I → M , terdapat
homomorfisma ψ : R →M sedemikian hingga ψi = φ, yaitu Gambar 1(b) komutatif [3].

0 −−−→ A
f−−−→ B

h

y
M

0 −−−→ I
i−−−→ R

φ

y
M

(a) (b)

Gambar 1. Diagram komutatif untuk modul injektif

Modul Q atas Z merupakan salah satu contoh dari modul injektif. Misalkan f : nZ → Z
sebarang monomorfisma dan g : nZ → Q adalah sebarang homomorfisma. Misalkan q ∈
Q sedemikian hingga pada homomorfisma g : nZ → Q didefinisikan g(nz) = qz ∈ Q
untuk setiap z ∈ Z. Pada Gambar 2, didefinisikan h : Z → Q sebagai h(z) = (q/n)z
untuk setiap z ∈ Z. Sehingga:

g(nz) = qz = q(n/n)z = n(q/n)z = nh(z) = h(nz) = h(f(nz)) = (hf)(nz).

Sehingga, g = hf . Dengan demikian, Q merupakan Z-modul injektif.
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0 −−−→ nZ f−−−→ Z

g

y
Q

Gambar 2. Diagram komutatif untuk Z-modul injektif Q

Elemen x di dalamR-modulM dikatakan dapat dibagi (divisible) jika untuk setiap r ∈ R
yang bukan pembagi nol terdapat y ∈ M sehingga x = ry. Jika untuk setiap elemen di
dalam R-modul M merupakan elemen yang dapat dibagi, maka M disebut modul yang
dapat dibagi (divisible module). Modul Q atas Z merupakan modul yang dapat dibagi.
Misalkan e = p

q
∈ Q dengan p, q ∈ Z dan q ̸= 0, untuk setiap 0 ̸= r ∈ Z, dipilih

e′ = p
qr

∈ Q, sehingga
e = r · e′.

Dengan demikian, Z-modul Q merupakan modul injektif sekaligus modul yang dapat
dibagi. Jika D adalah daerah integral, sudah diketahui bahwa selalu dapat dibentuk la-
pangan hasil bagi QD = {p

q
| p, q ∈ D, q ̸= 0}. Khususnya, jika D merupakan daerah

ideal utama, diperoleh proposisi berikut sebagai generalisasi dari Q sebagai Z-modul.

Proposisi 1. Jika D adalah daerah ideal utama, maka QD sebagai D-modul merupakan
modul injektif sekaligus modul yang dapat dibagi.

Bukti: Misalkan A, B adalah sebarang D-modul, f : A→ D adalah monomorfisma, dan
g : A → QD sebarang homomorfisma. Karena f : A → D adalah monomorfisma, maka
A dapat dinyatakan sebagai A = ⟨a⟩ = Da = {da | d ∈ D} untuk suatu 0 ̸= a ∈ A.

0 −−−→ Da
f−−−→ D

g

y
QD

Gambar 3. Diagram komutatif untuk D-modul injektif QD

Pada Gambar 3, didefinisikan h : D → QD sebagai h(d) = d · q
a
, dan

g(da) = dq = d(
a

a
)q = d(

q

a
)a = h(da) = h(f(da)) = (hf)(da)

Diperoleh g = hf . Sehingga QD adalah D-modul injektif. Lebih lanjut, QD merupakan
modul yang dapat dibagi. Misalkan p

q
∈ QD, untuk setiap 0 ̸= r ∈ D, dipilih p

qr
∈ QD,

sehingga
p

q
= r · p

qr

Sehingga QD adalah D-modul yang dapat dibagi. Dengan demikian, QD sebagai D-
modul merupakan modul injektif sekaligus modul yang dapat dibagi.
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Setiap modul injektif merupakan modul yang dapat dibagi, tetapi sebaliknya belum tentu
berlaku. Sebagai contoh, Z[x]-modul M = Q(x)/Z[x] dengan Q(x) lapangan hasil bagi
dari Z[x] merupakan modul yang dapat dibagi tetapi bukan merupakan modul injektif [2].

(b) Sifat Perluasan Esensial di dalam Z-modul Q
Suatu R-modul M dikatakan perluasan esensial dari R-modul N jika untuk setiap sub-
modul tak nol K dari M berlaku K ∩ N ̸= 0. Pernyataan ini ekuivalen dengan men-
gatakan untuk setiap 0 ̸= x ∈M terdapat r ∈ R sedemikian hingga 0 ̸= rx ∈ N . Jika M
merupakan perluasan esensial maksimal bagi N , maka M disebut amplop injektif bagi
modul N .

Modul Q atas Z merupakan amplop injektif untuk Z sebagai Z-modul. Untuk setiap
q = a

b
∈ Q, dengan a, b ∈ Z dan b ̸= 0, diambil r = b ∈ Z sehingga 0 ̸= b · q = b · a

b
∈ Z.

Sehingga, Q merupakan perluasan esensial dari Z. Kemudian mengingat Q merupakan
Z-modul injektif dan setiap modul injektif tidak memiliki perluasan esensial sejati, maka
Q merupakan perluasan esensial maksimal bagi Z sebagai Z-modul. Dengan kata lain,
Q merupakan amplop injektif bagi modul Z. Dengan cara yang sama, dapat dibuktikan
bahwa lapangan hasil bagi QD = {p

q
| p, q ∈ D, q ̸= 0} atas daerah ideal utama D meru-

pakan amplop injektif bagiD sebagaiD-modul. Setiap modul dapat dibagiM atas daerah
integral utama D merupakan modul injektif. Khususnya jika D daerah ideal utama, maka
modul QD dan QD/D merupakan modul injektif atas D. Jika D merupakan daerah ideal
utama maka D-modul M injektif jika dan hanya jika M dapat dibagi. Mengingat Z
merupakan daerah ideal utama maka setiap modul M atas Z merupakan modul yang da-
pat dibagi. Jika D merupakan daerah ideal utama, dan M merupakan modul injektif atas
D maka M/K juga injektif atas R untuk setiap submodul K dalam M .

(c) Ketakterdekomposisian di dalam Z-modul Q
Suatu R-modul M disebut modul yang tak terdekomposisi jika penjumlah langsung dari
M hanyalah submodul 0 dan M sendiri. Modul Q atas Z merupakan modul yang tak
terdekomposisi. Andaikan Q = A ⊕ B, dengan A dan B submodul Q yang tak nol.
Berarti terdapat 0 ̸= a ∈ A dan 0 ̸= b ∈ B. Elemen a dan b dapat dinyatakan sebagai
a = x1

y1
dan b = x2

y2
dengan 0 ̸= x1, x2, y1, y2 ∈ Z. Akan ditunjukkan A ∩ B ̸= 0. Karena

A dan B merupakan Z-modul, dipilih z1 = x2y1 ∈ Z dan z2 = x1y2 ∈ Z, sehingga

z1a = (x2y1)
x1
y1

= x1x2 = (x1y2)
x2
y2

= z2b

Dengan demikian, x1x2 ∈ A ∩ B. Jadi A ∩ B ̸= 0. Sehingga Q tidak dapat dinyatakan
sebagai jumlahan dua submodul yang tak nol. Dengan demikian, Z-modul Q merupakan
modul yang tak terdekomposisi.

Lebih lanjut memanfaatkan ketakterdekomposisian pada Q, dapat ditunjukkan bahwa Q
merupakan amplop injektif bagi setiap submodul Q. MisalkanA submodul taknol dari Q.
Karena Q adalah modul injektif, maka terdapat submodul B dari Q sedemikian hingga
B merupakan amplop injektif bagi A. Dilain pihak, Q adalah perluasan esensial bagi
modul injektif B, maka B merupakan penjumlah langsung Q. Mengingat Q merupakan
modul yang tak terdekomposisi dan A submodul tak nol dari Q, maka harusah B = Q.
Dengan demikian Q merupakan amplop injektif dari setiap submodulnya. Sifat ini dapat
digeneralisasi untuk setiap R-modul M yang injektif dan tak terdekomposisi sepertinya
dinyatakan dalam proposisi berikut.
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Proposisi 2. [3] Misalkan E adalah R-modul injektif. Pernyataan-pernyataan berikut
ekuivalen:

(a) E adalah modul yang tak terdekomposisi,

(b) E ̸= 0 dan E adalah amplop injektif bagi setiap submodul E,

(c) submodul 0 merupakan submodul irreducible.

Khususnya, untuk lapangan hasil bagi QD = {p
q
| p, q ∈ D, q ̸= 0} atas daerah ideal

utama D dapat ditunjukkan QD merupakan modul yang tak terdekomposisi. Sehingga
modul QD atas daerah ideal utama D merupakan amplop injektif dari setiap submodul
QD.

(d) Hubungan Z-modul Q dengan Grup Prüfer Zp∞

Suatu p-komponen dari Z-modul M , dengan p bilangan prima, didefinisikan sebagai
p(M) = {a ∈ M | pka = 0 untuk suatu k ∈ N}. Jika M adalah Z-modul torsi, maka M
dapat dinyatakan sebagai hasil tambah langsung dari p komponennya, yaitu

M =
⊕

{p(M) | p adalah bilangan prima}

dengan p(M) = {a ∈ M | pka = 0 untuk suatu k ∈ N}. Pada Z-modul Q/Z, dino-
tasikan p-komponen untuk Q/Z sebagai Zp∞ (disebut grup Prüfer). Karena Q/Z adalah
modul torsi, maka Q/Z dapat dinayatakan sebagai:

Q/Z =
⊕

{Zp∞ | p adalah bilangan prima}

Sifat dari grup Prüfer Zp∞ disajikan pada proposisi berikut.

Proposisi 3. [4] Grup Prüfer Zp∞ merupakan amplop injektif dari Zp dengan p bilangan
prima.

Bukti: Untuk membuktikan Zp∞ adalah amplop injektif dari Zp, akan ditunjukkan Zp∞

merupakan modul injektif dan perluasan essential dari Zp. Karena Q adalah Z-modul
yang dapat dibagi dan Z merupakan submodul Q, maka Q/Z juga merupakan modul
yang dapat dibagi. Akibatnya, Zp∞ adalah Z-modul yang dapat dibagi. Lebih lanjut,
karena Zp∞ modul atas daerah ideal utama Z, maka Zp∞ modul injektif. Karena Zp ≃
{ z
p
+ Z | z ∈ Z} merupakan submodul dari Zp∞ , akan ditunjukkan Zp termuat di setiap

submodul taknol dari Zp∞ . Misalkan K sebarang submodul sejati dari Zp∞ . Dipilih
n ∈ N sedemikian hingga

1

pn
+ Z ∈ K tetapi

1

pn+1
+ Z /∈ K.

Untuk setiap elemen k
pm

+Z ∈ K dengan k ∈ Z, p tidak membagi k, dan dapat ditemukan
r, s ∈ Z dengan kr + pms = 1. Sehingga

1

pm
+ Z =

kr + pms

pm
+ Z = r(

k

pm
+ Z) ∈ K.

Dari pemilihan n, maka m ≤ n dan K = Z( 1
pn

+ Z). Jadi Zp ⊂ K sehingga Zp termuat
di setiap submodul taknol Zp∞ . Dengan demikian, Zp∞ adalah perluasan essential dari
Zp, yaitu Zp∞ merupakan amplop injektif dari Zp.
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Hubungan antara Z-modul Q dan grup Prüfer Zp∞ disajikan pada proposisi-proposisi
berikut.

Proposisi 4. [3] Sebagai Z-modul, Q dan grup Prüfer Zp∞ dengan p bilangan prima,
merupakan modul injektif, tak terdekomposisi, dan tidak isomorfik.

Bukti: Telah ditunjukkan sebelumnya bahwa Z-modul Q merupakan modul injektif dan
tak terdekomposisi, dan juga grup Prüfer Zp∞ merupakan modul injektif. Tinggal ditun-
jukkan sifat tak terdekomposisi pada Zp∞ dan sifat tak isomorfis pada Q dan Zp∞ . Pada
Proposisi 3, diperoleh bahwa Zp ≃ { z

p
+Z | z ∈ Z} merupakan submodul dari Zp∞ yang

termuat di setiap submodul taknol dari Zp∞ . Sehingga, Zp∞ merupakan modul yang tak
terdekomposisi. Lebih lanjut, untuk bilangan prima p ∈ Z dan 1

p
+ Z ∈ Zp∞ , diperoleh

p(1
p
+Z) = 0+Z. Sehingga Zp∞ merupakan modul tak bebas torsi. Karena Q merupakan

modul bebas torsi, maka Q dan grup Prüfer Zp∞ tidak isomorfik.

Proposisi 5. [3] Misalkan R ring Noetherian komutatif. Modul M atas R merupakan
modul injektif tak terdekomposisi jika dan hanya jika terdapat ideal prima P dari R
sedemikian hingga M ∼= E(R/P ), dimana E(R/P ) adalah amplop injektif dari R/P .

Proposisi 6. [3] Setiap Z-modul injektif yang tidak terdekomposisi akan isomorfik den-
gan Q atau Zp∞ , dengan p bilangan prima.

Bukti: Misalkan M adalah R-modul injektif, tak terdekomposisi, dan M tidak isomor-
fik dengan Zp∞ . Akan ditunjukkan M isomorfik dengan Q. Memanfaatkan Proposisi
5, karena Z merupakan ring Noetherian yang komutatif, maka M adalah amplop injek-
tif untuk Z/P untuk suatu P ideal prima Z. Satu-satunya ideal prima yang memenuhi
hanyalah P = 0, sehingga M isomorfik dengan amplop injektif dari Z, yaitu Q.

3 Kesimpulan

Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa Z-modul Q merupakan contoh modul
yang secara elemen demi elemen (element wise) mudah dikenali dan mempunyai struktur yang
mudah diamati namun juga merupakan modul yang memperjelas konsep-konsep dalam teori
modul dari yang sederhana terkait dengan konsep kebebasan dan ketorsian namun juga mem-
perjelas konsep yang lanjut (�advanced) seperti keinjektifan dan amplop injektif.
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