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Abstrak. Himpunan tak kosong yang dilengkapi suatu operasi biner yang bersifat asosiatif 

disebut semigrup. Setiap semigrup yang memuat elemen identitas didalamnya disebut monoid. 

Selanjutnya, grup adalah sebuah monoid dimana setiap elemennya mempunyai elemen invers. 

Setiap grup yang memenuhi sifat komutatif disebut grup komutatif. Ring  didefinisikan 

sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua operasi biner yaitu penjumlahan 

dan pergandaan serta memenuhi beberapa aksioma tertentu diantaranya  adalah grup 

komutatif,  semigrup dan  memenuhi hukum distributif kiri beserta distributif kanan. 

Struktur aljabar semiring merupakan generalisasi dari ring dengan mengurangi keberadaan 

elemen invers pada operasi penjumlahan. Semiring disebut semiring komutatif asalkan 

operasi pergandaan pada semiring bersifat komutatif. Ideal pada semiring didefinisikan 

dengan cara yang sejalan dengan ideal pada ring. Suatu ideal  pada sebuah semiring 

dikatakan tak tereduksi jika ideal  adalah hasil irisan antara ideal  dan  maka  atau 

 dan suatu ideal  pada sebuah semiring dikatakan tak tereduksi kuat jika ideal  adalah 

himpunan bagian dari hasil irisan antara ideal  dan  maka  atau . Pada paper ini 

diperoleh hasil, setiap ideal tak tereduksi kuat merupakan ideal tak tereduksi. 
 

Kata kunci: semiring, semiring komutatif, ideal, ideal tak tereduksi, ideal tak tereduksi kuat. 

 

 

1 PENDAHULUAN 

Himpunan  dengan  beserta operasi biner  yang memenuhi sifat asosiatif yaitu 

 membentuk struktur yang disebut sebagai semi-

grup. Jika pada  terdapat  sebagai elemen identitas terhadap operasi , maka semigrup  

disebut monoid. Selanjutnya, ketika setiap elemen dari monoid  mempunyai invers yaitu 

 sedemikian hingga , maka  menjadi struktur yang 

disebut sebagai grup. Setiap grup yang memenuhi sifat komutatif terhadap operasi binernya 

disebut grup komutatif. 

Ring merupakan struktur aljabar dengan operasi biner penjumlahan  dan pergandaan . 

Ring  didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi 

penjumlahan  dan pergandaan  serta memenuhi beberapa aksioma tertentu yaitu  ada-

lah grup komutatif,  semigrup dan  memenuhi hukum distributif kiri beserta 

hukum distributif kanan. Pada tahun 1935, H.S. Vandiver memperkenalkan struktur yang 

disebut sebagai semiring. Saat struktur ring digeneralisasi dengan memperlemah grup komu-
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tatif terhadap operasi penjumlahan  menjadi monoid komutatif dan struktur semigrup ter-

hadap operasi pergandaan  dipertahankan maka terbentuk struktur yang disebut sebagai 

semiring. Berdasarkan hal tersebut, semiring merupakan generalisasi dari ring dengan mengu-

rangi aksioma keberadaan elemen invers pada operasi penjumlahan . 

Semiring  merupakan himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi pen-

jumlahan  dan pergandaan  serta memenuhi beberapa aksioma tertentu yaitu S terhadap 

operasi penjumlahan + monoid komutatif, S terhadap operasi pergandaan ∙ semigrup, terdapat 

 sedemikian hingga , untuk setiap  dan  memenuhi hukum 

distributif kiri dan distibutif kanan. Semiring  disebut semiring komutatif asalkan  

komutatif. Mengingat pada teori ring dikenalkan suatu substruktur ideal, maka sejalan dengan 

konsep ideal pada ring dikenalkan juga ideal pada semiring yang didefinisikan dengan cara 

yang serupa dengan ideal pada ring. 

Di dalam teori ring terdapat beberapa macam ideal diantaranya pada tahun 2002 William J. 

Heinzer, Louis J. Ratliff dan David E. Rush melakukan penelitian tentang ideal tak tereduksi 

kuat dari ring komutatif. Kemudian pada tahun 2008 Reza Ebrahimi Atani dan Shahabaddin 

Ebrahimi Atani juga melakukan penelitian tentang teori ideal pada semiring komutatif. Ber-

dasarkan hal demikian, menarik untuk dapat mengkaji tentang teori ideal pada semiring 

komutatif yang mencakup ideal tak tereduksi dan ideal tak tereduksi kuat atas semiring 

komutatif. Berdasarkan penjelasan yang telah diuraikan, hal tersebut melatarbelakangi untuk 

melakukan kajian yang terkait dengan ideal atas semiring yaitu diantaranya ideal tak tereduksi 

dan ideal tak tereduksi kuat atas semiring komutatif dan mengkaji hubungan antara ideal tak 

tereduksi dan ideal tak tereduksi kuat pada semiring. 

2 HASIL DAN PEMBAHASAN 

Ring adalah suatu himpunan tidak kosong yang memenuhi dua operasi yaitu operasi pen-

jumlahan  dan pergandaan  dimana terhadap operasi penjumlahan termasuk grup komutatif 

dan terhadap operasi pergandaan termasuk semigrup serta berlaku hukum distributif untuk 

kedua operasi tersebut. Untuk lebih jelas, berikut diberikan definisi dari ring. 

Definisi 2.1 [1] Ring  adalah himpunan  dengan  dengan dua operasi biner 

yaitu penjumlahan + dan pergandaan ∙ yang memenuhi aksioma-aksioma : 

1.  grup komutatif 

2.  semigrup 

3. Untuk setiap , memenuhi hukum distributif kiri yaitu  

dan hukum distributif kanan yaitu . 

Berikut ini contoh dari ring. 

Contoh 2.2 

Himpunan semua bilangan bulat  merupakan ring terhadap penjumlahan  dan pergandaan  

dan dapat ditulis sebagai ring . 

Suatu ring dikatakan komutatif bila pada operasi pergandaan terpenuhi sifat komutatif. 

Secara singkat dijelaskan definisi ring komutatif sebagai berikut. 

Definisi 2.3 [1] Misalkan ring . Ring  disebut ring komutatif bila untuk setiap 

, berlaku . 

Pada Contoh 2.2 termasuk dalam contoh dari ring yang memenuhi sifat komutatif. 

Contoh 2.4 

Ring  disebut ring komutatif sebab untuk sebarang  berlaku sifat komutatif 

pada pergandaan bilangan bulat yaitu . 
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Di dalam teori ring dikenal suatu himpunan bagian yang memiliki sifat istimewa yaitu ter-

tutup terhadap operasi pergandaan elemen dari luar himpunan bagian tersebut. Himpunan ba-

gian ini dinamakan sebagai ideal yang dijelaskan dalam definisi berikut. 

Definisi 2.5 [2] Misalkan ring  dan  dengan  himpunan bagian dari 

. Himpunan  disebut ideal kiri dan ideal kanan bila  dan , untuk se-

tiap  dan untuk setiap  

Salah satu ideal di dalam teori ring adalah ideal tak tereduksi kuat dari ring komutatif. 

Berikut definisi ideal tak tereduksi kuat dari ring komutatif. 

Definisi 2.6 [3] Misalkan ring . Ideal  dari ring  dikatakan tak tereduksi kuat 

jika untuk setiap  dan  ideal dari ring  dengan , maka  atau . 

Semiring merupakan himpunan , dengan  yang dilengkapi oleh dua operasi yaitu 

penjumlahan  dan pergandaan   serta memenuhi beberapa aksioma tertentu yaitu terhadap 

operasi penjumlahan merupakan monoid komutatif, terhadap operasi pergandaan merupakan 

semigrup, terdapat  sedemikian sehingga , untuk setiap  dan him-

punan  memenuhi hukum distributif kiri dan distibutif kanan. Berikut ini definisi tentang 

semiring. 

Definisi 2.7 [4] Misalkan himpunan ,  dilengkapi dengan operasi penjumlahan + dan 

pergandaan ∙. Triple  disebut semiring saat memenuhi aksioma berikut 

1.  monoid komutatif 

2.  semigrup 

3. terdapat  sedemikian sehingga , untuk setiap  

4.  memenuhi hukum distributif, yaitu 

a. untuk setiap ,  (hukum distributif kiri) 

b. untuk setiap ,  (hukum distributif kanan) 

Untuk memperjelas definisi dari semiring, berikut ini diberikan contoh dari semiring. 

Contoh 2.8 

Diketahui himpunan semua bilangan bulat non negatif . Himpunan  

merupakan semiring yang dikenakan dengan operasi penjumlahan  dan pergandaan . 

Semiring disebut semiring komutatif apabila operasi pergandaan memenuhi sifat komutatif. 

Berikut ini definisi tentang semiring komutatif. 

Definisi 2.9 [4] Misalkan semiring . Semiring  disebut semiring komutatif saat 

untuk setiap , berlaku . 

Berikut diberikan contoh dari semiring komutatif. 

Contoh 2.10 

Diketahui semiring . Himpunan  termasuk semiring komutatif sebab diambil 

sebarang  karena pergandaan dua bilangan bulat bersifat komutatif maka 

. Berdasarkan demikian  merupakan semiring komutatif. 

Selanjutnya sejalan dengan konsep ideal pada ring, ideal pada semiring didefinisikan 

dengan cara serupa dengan ideal pada ring. Berikut ini didefinisikan ideal atas semiring. 

Definisi 2.11 [5] Misalkan semiring . Himpunan bagian ,  disebut ideal 

atas semiring  bila untuk setiap  dan  berlaku ,  dan . 

Untuk menambah pemahaman definisi dari ideal, berikut contoh dari ideal atas semiring. 

Contoh 2.12 

Misalkan semiring  dan himpunan  adalah ideal atas semiring 

. 
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Jenis-jenis ideal atas semiring diantaranya ideal subtraktif (k-ideal) yang tercantum dalam 

definisi berikut. 

Definisi 2.13 [4] Misalkan semiring . Ideal subtraktif (k-ideal) adalah ideal  atas 

semiring  yang memenuhi aturan jika untuk setiap ,  , maka . 

Berikut definisi tentang k-closure yang termasuk himpunan bagian atas semiring. 

Definisi 2.14 [6] Misalkan semiring  dan  ideal atas semiring . Himpunan k-

closure dari   didefinisikan sebagai himpunan 

 
Di dalam teori ideal, diketahui ketika untuk suatu ideal maka ideal tersebut juga merupa-

kan himpunan bagian. Akan tetapi hal sebaliknya belum tentu berlaku yaitu untuk suatu him-

punan bagian belum tentu termasuk ideal. Namun, untuk himpunan k-closure yang himpunan 

bagian atas semiring juga termasuk ideal atas semiring yang dicantumkan dalam sifat sebagai 

berikut. 

Sifat 2.15 [6] Misalkan semiring  dan  ideal atas semiring . Himpunan  

merupakan ideal atas semiring . 

Bukti. 

Diketahui himpunan . 

Himpunan  sebab terdapat  sehingga  untuk suatu . Himpunan 

 berdasarkan Definisi 2.8. Diambil sebarang , dengan  untuk 

suatu  dan  untuk suatu  sehingga  

untuk suatu  dan karena  ideal maka  dan  berakibat 

. Diambil sebarang  dan  dengan  untuk suatu  

sehingga  untuk suatu  dan  merupakan ideal maka 

 berakibat . Berdasarkan demikian,  merupakan ideal atas semiring 

. 

Berikut sifat yang berkaitan dengan himpunan k-closure diantaranya sebagai berikut. 

Sifat 2.16 [6] Misalkan semiring  dan  ideal atas semiring . Himpunan  

adalah ideal atas semiring  yang memenuhi 

i.  

ii.  

Dari Sifat 2.16, untuk  ideal atas semiring dan himpunan  adalah ideal atas semiring 

berlaku . Syarat cukup dan perlu agar  yakni  merupakan k-ideal atas 

semiring yang dijelaskan sebagai berikut. 

Sifat 2.17 [6] Misalkan semiring . Ideal  atas semiring  adalah k-ideal jika 

dan hanya jika . 

Beberapa jenis lainnya dari ideal atas semiring diantaranya ideal prima atas semiring. 

Berikut ini definisi tentang ideal prima atas semiring. 

Definisi 2.18 [7] Misalkan semiring  dan  ideal atas semiring . Ideal  di-

namakan ideal prima atas semiring  jika untuk setiap  dengan , maka 

 atau . 
Pada semiring juga dikenal ideal maksimal dengan definisi berikut. 

Definisi 2.19 [6] Misalkan semiring . Ideal  atas semiring  dikatakan maksi-

mal jika terdapat  ideal atas semiring  sedemikian sehingga , maka  

atau . 

Beberapa penelitian telah melakukan kajian tentang ideal tak tereduksi kuat atas ring 

komutatif. Hal ini memunculkan ketertarikan untuk dapat mengkaji tentang teori ideal pada 
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semiring komutatif dengan cakupan ideal tak tereduksi kuat atas semiring komutatif. Terlebih 

dahulu berikut ini definisi tentang ideal tak tereduksi atas semiring. 

Definisi 2.20 [8] Misalkan semiring . Ideal  atas semiring  dikatakan tak 

tereduksi, apabila untuk setiap ,  ideal atas semiring  dengan , maka 

 atau . 

Berikut ini contoh dari ideal tak tereduksi atas semiring. 

Contoh 2.21 

Misalkan semiring ( ) dan himpunan  merupakan ideal atas semiring . 

Himpunan  merupakan ideal tak tereduksi sebab diambil sebarang  ideal atas semiring 

 dengan . Ditunjukkan  merupakan ideal tak tereduksi, yaitu 

 atau . Oleh karena , maka  dan  memuat . Ideal di  

yang memuat  adalah  dan . Hal ini menunjukkan kemungkinan  dan  diantara 

keduanya, yaitu : 

1. , maka  dan . 

2. , maka  dan . 

3. , maka  dan . 

Dari 1 hingga 3 kemungkinan,  maka haruslah  atau . Jadi, 

diperoleh bahwa  merupakan ideal tak tereduksi. 

Selanjutnya, berikut definisi tentang ideal tak tereduksi kuat atas semiring. 

Definisi 2.22 [8] Misalkan semiring . Ideal  atas semiring  dikatakan tak 

tereduksi kuat jika untuk setiap  dan  ideal atas semiring  dengan , maka 

 atau . 

Berikut contoh dari ideal tak tereduksi kuat atas semiring. 

Contoh 2.23 

Misalkan semiring ( ) dan himpunan  merupakan ideal atas semiring . 

Himpunan  merupakan ideal tak tereduksi kuat sebab diambil sebarang  ideal atas 

semiring  dengan . Ditunjukkan  merupakan ideal tak tereduksi 

kuat, maka haruslah  atau . Oleh karena  dan  merupakan ideal di  

serta himpunan  merupakan ideal maksimal, maka haruslah  berarti 

 dan  serta  atau . Jadi, terbukti  termasuk dalam ideal 

tak tereduksi kuat. 

Telah diuraikan bahwa pada semiring terdapat ideal tak tereduksi dan ideal tak tereduksi 

kuat atas semiring. Kemudian, teorema berikut menjelaskan hubungan antara ideal tak 

tereduksi dan ideal tak tereduksi kuat. 

Teorema 2.24 [6] Misalkan semiring  dan  ideal atas semiring . Jika  tak 

tereduksi kuat, maka  tak tereduksi. 

Bukti. 

Diketahui  tak tereduksi kuat. Dibuktikan bahwa  tak tereduksi. Diambil sebarang  ideal 

atas semiring  dengan . Untuk membuktikan  tak tereduksi, berarti di-

tunjukkan  atau . Misal diasumsikan , jadi dibuktikan . Berdasarkan 

diketahui  tak tereduksi kuat yaitu jika  maka  atau . Oleh dikarenakan 

 dan  dimana  dan , maka  I haruslah . Berdasarkan 

demikian berakibat  dan  atau terbukti bahwa . Jadi jika , berakibat 

 atau . Jadi, terbukti  tak tereduksi. 
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3 KESIMPULAN 

Semiring  merupakan himpunan tidak kosong yang dilengkapi dengan operasi pen-

jumlahan  dan pergandaan  serta memenuhi beberapa aksioma tertentu yaitu  terhadap 

operasi "+" monoid komutatif,  terhadap operasi "∙" semigrup, terdapat  sedemikian 

sehingga , untuk setiap  dan  memenuhi hukum distributif kiri dan 

distibutif kanan. Semiring  disebut semiring komutatif asalkan  komutatif. Sejalan 

dengan ring, dalam semiring juga dipelajari tentang ideal atas semiring diantaranya k-ideal, 

ideal prima dan ideal maksimal. Ideal  atas semiring  termasuk ideal tak tereduksi asalkan 

untuk setiap ,  ideal dengan , maka  atau  dan ideal  termasuk ideal 

tak tereduksi kuat asalkan untuk setiap ,  ideal dengan , maka  atau . 

Setiap ideal tak tereduksi kuat atas semiring merupakan ideal tak tereduksi. 
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