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BATAS ATAS PADA NORM – TAK HINGGA DARI INVERS MATRIKS 

NEKRASOV  

Eddy Djauhari 

Departement Matematika, FMIPA Universitas Padjajaran 

e-mail: eddy.djauhari@unpad.ac.id 

Abstrak. Didefinisikan operator – norm pada sebuah matriks 𝐴𝑛𝑥𝑛 = (𝑎𝑖𝑗) untuk setiap 𝑖, 𝑗 =

1,2, … , 𝑛 khususnya pada 𝑝 − norm dengan 𝑝 = 1 dan 𝑝 = ∞ dinotasikan masing masing 
‖𝐴‖1 dan ‖𝐴‖∞ yaitu berturut – turut bernilai maksimum dari jumlah nilai mutlak kolom

matriks A, dan maksimum dari jumlah nilai mutlak baris matriks 𝐴. Demikian juga berlaku 

untuk matriks invers 𝐴. 

Dalam makalah ini dibahas batas atas pada norm – takhingga dari invers matriks Nekrasov 

𝐴𝑛𝑥𝑛 = (𝑎𝑖𝑗) untuk setiap 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛, dengan tidak perlu mencari invers A terlebih dahulu, 

tetapi dengan menggunakan Teorema yang dibuktikan melalui Lema –lema, diperoleh 

‖𝐴−1‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠(𝜇, 1).  𝑚𝑎𝑘𝑠 {
1

𝜇|𝑎11|−ℎ1(𝐴)
, 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖≠1

𝑧𝑖(𝐴)

|𝑎𝑖𝑖|−ℎ𝑖(𝐴)
}, dimana didefinisikan 

terlebih dahulu nilai nilai 𝜇, ℎ𝑖(𝐴) dan 𝑧𝑖(𝐴).

Kata kunci: Batas atas, Matriks Nekrasov, Norm–takhingga. 

2021 Mathematical Subject Classification : advanced linear algebra. 

1   LATAR BELAKANG 

Didefinisikan Operasi Norm dalam p-norm suatu matriks 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Cn,n , sebagai berikut [2]

: 

𝐾𝑎𝑠𝑢𝑠 𝑝 = 1, ‖𝐴‖1 = 𝑚𝑎𝑘𝑠1≤𝑗≤𝑛 ∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑛

𝑖=1

  (1) 

𝐾𝑎𝑠𝑢𝑠 𝑝 = ∞, ‖𝐴‖∞ = 𝑚𝑎𝑘𝑠1≤𝑖≤𝑛 ∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=1

  (2) 

Jika 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Cn,n , matriks non singular dan 𝐴−1 = (𝑏𝑖𝑗) maka :

‖𝐴−1 ‖1 = 𝑚𝑎𝑘𝑠1≤𝑗≤𝑛 ∑|𝑏𝑖𝑗| 𝑑𝑎𝑛

𝑛

𝑖=1

‖𝐴−1 ‖∞ = 𝑚𝑎𝑘𝑠1≤𝑖≤𝑛 ∑|𝑏𝑖𝑗|.

𝑛

𝑗=1

 (3) 
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2  METODOLOGI 

Penelitian ini disusun dengan menggunakan metode studi pustaka yang diperoleh dari buku dan 

jurnal, pendalaman literatur serta wawasan dasar yang dimiliki penulis. Di dalam penelitian ini 

diperlukan terlebih dahulu definisi-definisi, teorema-teorema dan lema-lema yang bersesuaian 

dengan permasalahan di atas sebagai berikut : [3] 

Definisi 1. Matriks 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Cn,n merupakan 𝐻-matriks jika  

〈𝐴〉 = (𝑚ij),𝑚ij = {
|𝑎ii|, 𝑖 = 𝑗

−|𝑎ij|, 𝑖 ≠ 𝑗
         (4) 

Demikian pula 〈𝐴〉 adalah M-matriks jika 〈𝐴〉−1 ≥ 0. 
 

Definisi 2. Matriks 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Cn,n merupakan matriks Nekrasov, jika untuk setiap 𝑖 ∈ N, 

|𝑎𝑖𝑗| > ℎ𝑖(𝐴) dimana  

ℎ1(𝐴) = ∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑗≠1

                                                                (5) 

dan 

ℎ𝑖(𝐴) = ∑(|𝑎𝑖𝑗/𝑎𝑗𝑗|)

𝑖−1

𝑗=1

ℎ𝑗(𝐴) + ∑ |𝑎𝑖𝑗|, 𝑖 = 2,3, … , 𝑛

𝑛

𝑗=𝑖+1

.                           (6) 

Definisi 3. Matriks 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Cn,n dikatakan dominan diagonal kuat (Strictly Diagonally 

Dominant) jika untuk setiap 𝑖 ∈ N = {1,2,3, … , 𝑛}, |𝑎𝑖𝑖| > 𝑟𝑖(𝐴) dimana  

𝑟𝑖(𝐴) = ∑|𝑎𝑖𝑗|.                                                                   (7)

𝑗≠1

 

Teorema 1. Misalkan 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Cn,n merupakan matriks dominan diagonal kuat, maka  

‖𝐴−1 ‖∞ ≤
1

𝑚𝑖𝑛𝑖∈N(|𝑎𝑖𝑖| − 𝑟𝑖(𝐴))
                                                  (8) 

 

 

Teorema 2. Misalkan 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Cn,n merupakan matriks Nekrasov, maka  

‖𝐴−1 ‖∞ 
≤

𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖∈N(𝑍𝑖(𝐴))

𝑚𝑖𝑛𝑖∈N|𝑎𝑖𝑖|−ℎ𝑖(𝐴)
                                                  (9) 

dimana  

𝑍1(𝐴) = 1 𝑑𝑎𝑛 𝑍𝑖(𝐴) = ∑(|𝑎𝑖𝑗|/|𝑎𝑗𝑗|)

𝑖−1

𝑗=1

𝑍𝑗(𝐴) + 1,   𝑖 = 2,3, … , 𝑛.                     (10) 

Teorema 3. Misalkan 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ Cn.n merupakan matriks Nekrasov. maka 

‖𝐴−1‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖∈N

𝑍𝑖(𝐴)

|𝑎𝑖𝑖|−ℎ𝑖(𝐴)
                                          (11) 

Teorema 3 ini dapat digunakan sebagai batas atas di dalam pembahasan batas norm takhingga 

dari invers matriks Nekrasov sebagaimana pada Teorema berikutnya. 

3   HASIL DAN PEMBAHASAN 

Dalam menentukan norm-takhingga dari invers matriks Nekrasov ditentukan melalui Teorema 

berikut yang akan dibuktikan berdasarkan Definisi dan Lema-lema. Diberikan suatu matriks, 
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misal 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝐶𝑛,𝑛, dinotasikan dengan 𝐴 =  𝐷 −  𝐿 − 𝑈 dimana (𝐷) matriks 

diagonal, (−𝐿) bagian segitiga bawah dan (−𝑈) bagian segitiga atas. 

Selanjutnya diberikan Lema-lema sebagai berikut:  

Lema 1. Misalkan 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝐶𝑛,𝑛,   merupakan H-matriks non singular, maka  

|𝐴−1| ≤  〈𝐴〉−1                                                       ( 12)  

Lema 2. Misalkan matriks 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝐶𝑛,𝑛, 𝑛 ≥ 2, dengan 𝑎𝑖𝑖 ≠ 0 untuk setiap 𝑖 ∈ 𝑁, 

maka                                           

 ℎ𝑖(𝐴) = |𝑎𝑖𝑖|[(|𝐷| − |𝐿|)−1|𝑈|𝑒]𝑖                                        (13)  

dimana 𝑒 ∈ 𝐶𝑛,𝑛 adalah vektor dengan semua komponennya 1. 

Lema 3.  

Matriks 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝐶𝑛,𝑛, 𝑛 ≥ 2 , adalah matriks Nekrasov jika dan hanya jika  

(|𝐷| − |𝐿|)−1|𝑈|𝑒 < 𝑒 , dan 𝐸 − (|𝐷| − |𝐿|)−1|𝑈| adalah matriks dominan diagonal kuat, 

dimana 𝐸 matriks identitas. Misalkan 𝐶 =   𝐸 − (|𝐷| − |𝐿|)−1|𝑈| = [𝑐𝑖𝑗] dengan  

𝑐11 =  1, 𝑐𝑘1 =  0 , 𝑘 =  2,3, … , 𝑛 dan  𝑐1𝑘 = −| 𝑎1𝑘|/|𝑎11|, 𝑘 = 2,3, … , 𝑛, maka berlaku 

Lema berikut. 

Lema 4. Misalkan 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝐶𝑛,𝑛  merupakan matriks Nekrasov dan 𝐶(𝜇) =  𝐶𝐷(𝜇) =

[𝐸 − (|𝐷| − |𝐿|)−1|𝑈|] 𝐷(𝜇) , dimana 𝐷(𝜇)   =  𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜇, 1,1, … ,1) dan 𝜇 > 𝑟1(𝐴)/|𝑎11|,  
maka 𝐶(𝜇, ) merupaka dominan diagonal kuat. 

 

Dengan Lema-lema di atas, akan ditunjukkan batas untuk norm-takhingga dari invers matriks 

Nekrasov, yaitu: 

Teorema 4. Misalkan 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝐶𝑛,𝑛 merupakan matriks Nekrasov, maka untuk 𝜇 >

𝑟1(𝐴)/|𝑎11|, 

 ‖𝐴−1‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠 (𝜇, 1).𝑚𝑎𝑘𝑠 {
1

𝜇|𝑎11| − ℎ1(𝐴) 
,𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖≠1

𝑍𝑖(𝐴)

|𝑎𝑖𝑖| − ℎ𝑖(𝐴)
}      (14) 

 

Bukti.  

Menurut Lema 4, 

𝐶(𝜇) =  𝐶𝐷(𝜇) = (𝐸 − (|𝐷| − |𝐿|)−1|𝑈|) 𝐷(𝜇)  
𝐶(𝜇) =  𝐶𝐷(𝜇) =  (|𝐷| − |𝐿|). (|𝐷| − |𝐿|)−1 − (|𝐷| − |𝐿|)−1|𝑈| 𝐷(𝜇)  
𝐶(𝜇)                    = (|𝐷| − |𝐿|)−1. (|𝐷| − |𝐿|) − |𝑈|𝐷(𝜇) 

𝐶(𝜇)                   = (|𝐷| − |𝐿|)−1〈𝐴〉𝐷(𝜇)                                                                                       (15) 

Maka 〈𝐴〉 = (|𝐷| − |𝐿|)𝐶(𝜇)𝐷(𝜇)−1  
〈𝐴〉 = (|𝐷| − |𝐿|)∆. ∆−1𝐶(𝜇)𝐷(𝜇)−1                                                                                (16) 

dimana ∆ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛿1, 𝛿2, … , 𝛿𝑛), 𝛿𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                                                             (17) 

Menurut Lema 1, maka berlaku 

‖𝐴−1‖∞ ≤ ‖〈𝐴〉−1‖∞ ≤ ‖𝐷(𝜇)‖∞‖. 𝐶(𝜇)−1∆‖∞. ‖(|𝐷| − |𝐿|∆)−1‖∞.                                (18) 

Akan dijelaskan bagian kanan sebagai berikut : 

Pertama, 𝐷(𝜇) = [

𝜇 0 … 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋯ ⋯ ⋮
0 ⋯ ⋯ 1

], maka ‖𝐷(𝜇)‖∞ = 𝑚𝑎𝑘𝑠(𝜇, 1). 
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Kedua,  

‖∆−1𝐶((𝜇))
−1

‖
∞

= ‖𝐶(𝜇)−1∆
 
‖

∞
≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖 ∈ 𝑁 {

1

(∆−1𝐶(𝜇)𝑒)𝑖

} 

         = 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖 ∈ 𝑁 {
𝛿𝑖

(𝐶(𝜇)𝑒)𝑖
} 

         = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {
𝛿𝑖

(𝐶(𝜇)𝑒)1
, 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖 ≠1

𝛿𝑖

(𝐶(𝜇)𝑒)𝑖
} 

         = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {
𝛿1|𝑎11|

𝜇|𝑎11| − ℎ1(𝐴)
,𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖≠1

𝛿1(𝑎𝑖𝑖)

|𝑎𝑖𝑖| − ℎ𝑖(𝐴)
}              (19) 

Menurut Lema 4, 𝐶(𝜇) dominan diagonal kuat sehingga ∆−1𝐶(𝜇) dominan diagonal kuat dan 

berlaku untuk 𝑍(𝐴) = [𝑍1(𝐴), 𝑍2(𝐴),… , 𝑍𝑛(𝐴)]𝑇 = |𝐷|(|𝐷| − |𝐿|)−1𝑒 dan (|𝐷| − |𝐿|)∆𝑒 =
𝑒, maka diperoleh 𝛿𝑖|𝑎𝑖𝑖| = 𝑍𝑖(𝐴), 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛. 

Dengan demikian, ‖𝐶(𝜇)−1∆‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠 {
𝑍1(𝐴)

𝜇|𝑎11|−ℎ1(𝐴)
, 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖≠1  

𝑍𝑖(𝐴)

|𝑎𝑖𝑖|−ℎ𝑖(𝐴)
  }. 

Ketiga,  

Karena (|𝐷| − |𝐿|)∆𝑒 = 𝑒, maka 

‖(|𝐷| − |𝐿|∆)−1𝑒‖∞ = ‖(|𝐷| − |𝐿|∆)−1𝑒‖∞ = 1.  

Dari penjelasan pertama, kedua, dan ketiga di atas dan 𝑍1(𝐴) = 1, maka terbukti 

‖𝐴−1‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠(𝜇, 1).𝑚𝑎𝑘𝑠 {
1

𝜇|𝑎11|−ℎ1(𝐴)
, 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖≠1

𝑍𝑖(𝐴)

|𝑎𝑖𝑖|−ℎ𝑖(𝐴)
}. 

 

Ilustrasi diketahui matriks : [1] 

𝐴 = [
2 0 1
1 −3 1
0 2 3

], A matriks Nekrasov, maka 𝐴−1 =

[
 
 
 
 

11

20
−

1

10
−

3

20
3

20
−

3

10

1

20

−
1

10

2

10

3

10 ]
 
 
 
 

. 

Selanjutnya kita selesaikan dengan Teorema 3 dan Teorema 4 sebagai berikut : 

Menurut Definisi 2, |𝑎𝑖𝑖| > ℎ𝑖(𝐴) untuk setiap 𝑖 ∈ 𝑁, 

dimana ℎ1(𝐴) = ∑ |𝑎𝑖𝑗|𝑗≠1  dan  

ℎ𝑖(𝐴) = ∑(
|𝑎𝑖𝑗|

|𝑎𝑗𝑗|
)

𝑖−1

𝑗=1

ℎ𝑗(𝐴) + ∑ (|𝑎𝑖𝑗|)

𝑛

𝑗=𝑖+1

, didapat ∶ 

|𝑎11| = 2, |𝑎22| = 3, |𝑎33| = 3, dan ℎ1(𝐴) = ∑ |𝑎𝑖𝑗|
3
𝑗≠1 = |𝑎12| + |𝑎13| = 0 + 1 = 1 . 

ℎ2(𝐴) = ∑(
|𝑎2𝑗|

|𝑎𝑗𝑗|
)

2−1

𝑗=1

ℎ𝑗(𝐴) + ∑ (|𝑎2𝑗|)

3

𝑗=2+1

 = (
|𝑎2𝑗|

|𝑎𝑗𝑗|
)  ℎ1(𝐴) + |𝑎23| 

            = (
1

2
) . 1 + 1 =

3

2
 .  

ℎ3(𝐴) = ∑(
|𝑎3𝑗|

|𝑎𝑗𝑗|
) ℎ𝑗(𝐴)

3−1

𝑗=1

   = (
|𝑎31|

|𝑎11|
)  ℎ1(𝐴) + (

|𝑎32|

|𝑎22|
) ℎ2(𝐴) 

             = (
0

2
) . 1 +

2

3
.
3

2
= 0 + 1 = 1 . 

Dari sini terlihat bahwa, 

|𝑎11| > ℎ1(𝐴) → 2 > 1 
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|𝑎22| > ℎ2(𝐴) → 3 >
3

2
 

|𝑎33| > ℎ3(𝐴) → 3 > 1 

Sehingga 𝐴 adalah matriks Nekrasov.  

Menurut Teorema 2, 

𝑍1(𝐴) = 1 𝑑𝑎𝑛 𝑍𝑖(𝐴) = ∑(
|𝑎𝑖𝑗|

|𝑎𝑗𝑗|
) 𝑍𝑗(𝐴) + 1,    𝑖 = 2,3, … , 𝑛

𝑖−1

𝑗=1

. 

Dari contoh di atas diperoleh : 

𝑍1(𝐴) = 1 𝑑𝑎𝑛 𝑍2(𝐴) = ∑(
|𝑎2𝑗|

|𝑎𝑗𝑗|
) 𝑍𝑗(𝐴) + 1 = (

|𝑎21|

|𝑎11|
) 𝑍1(𝐴) + 1 = (

1

2
) . 1 + 1 =

3

2

2−1

𝑗=1

 . 

𝑍3(𝐴) = ∑(
|𝑎3𝑗|

|𝑎𝑗𝑗|
) 𝑍𝑗(𝐴) + 1

3−1

𝑗=1

 = (
|𝑎31|

|𝑎11|
)  𝑍1(𝐴) + (

|𝑎32|

|𝑎22|
) 𝑍2(𝐴) + 1 

             = (
0

2
) . 1 +

2

3
.
3

2
+ 1 = 0 + 1 + 1 = 2 . 

Jadi menurut Teorema 3, diperoleh : 

‖𝐴−1‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝜖𝑁

𝑍𝑖(𝐴)

|𝑎𝑖𝑖| − ℎ𝑖(𝐴)
= 𝑚𝑎𝑘𝑠 {

𝑍1(𝐴)

|𝑎11| − ℎ1(𝐴)
,

𝑍2(𝐴)

|𝑎22| − ℎ2(𝐴)
,

𝑍3(𝐴)

|𝑎33| − ℎ3(𝐴)
} 

= 𝑚𝑎𝑘𝑠 {
1

2 − 1
,

3
2⁄

3 − 3
2⁄

,
2

3 − 1
}                                                

= 𝑚𝑎𝑘𝑠{1,1,1} = 1.                                                                      
∴ ‖𝐴−1‖∞ ≤ 1.  

Selanjutnya, menurut Teorema 4, diperoleh 

‖𝐴−1‖∞  ≤  𝑚𝑎𝑘𝑠{𝜇, 1}.  𝑚𝑎𝑘𝑠 {
1

𝜇|𝑎11| − ℎ1(𝐴) 
,𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖≠1

𝑍𝑖(𝐴)

|𝑎𝑖𝑖| − ℎ𝑖(𝐴)
} 

dimana  𝜇 > 𝑟1(𝐴)/ |𝑎11|. Menurut Definisi 3, 

𝑟1(𝐴) = ∑ |𝑎𝑖𝑗|,

𝑗≠1

maka diperoleh 

 𝑟1(𝐴) = |𝑎12| + |𝑎13| = 0 + 1 = 1.  Jadi  𝜇 > 0,5. 

Pilih  𝜇 =  0,6 =
3

5
 ,  maka ‖𝐴−1‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠 {

3

5
 , 1} .𝑚𝑎𝑘𝑠 {

1
3

5
 (2)−1 

, 𝑚𝑎𝑘𝑠 
3

2

3−
3

2

,
2

3−1
} 

≤ 1.𝑚𝑎𝑘𝑠 {5,𝑚𝑎𝑘𝑠{1,1}}                                                        

≤ 1.𝑚𝑎𝑘𝑠 {5,1}                                                                           
≤ 1.5 = 5.                                                                                          
≤ 5  , dimana 5 > 1.                                                                   

∴ 𝜇 = 0,6 tidak memenuhi. 

Pilih  𝜇 = 1, maka ‖𝐴−1‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠 {1,1}.𝑚𝑎𝑘𝑠 {
1

1(2)−1 
, 𝑚𝑎𝑘𝑠 

3

2

3−
3

2

,
2

3−1
} 

≤  1.𝑚𝑎𝑘𝑠 {1,𝑚𝑎𝑘𝑠{1,1}}                                                                      

≤ 1.𝑚𝑎𝑘𝑠 {1,1}                                                                                          
≤ 1.1                                                          



Eddy Djauhari 

32 

≤ 1 
∴ 𝜇 = 1 memenuhi 

Pilih  𝜇 = 1,1 =
11

10
,  maka ‖𝐴−1‖∞ ≤ 𝑚𝑎𝑘𝑠 {

11

10
, 1} . 𝑚𝑎𝑘𝑠 {

1
11

10
(2)−1 

, 𝑚𝑎𝑘𝑠 {
3

2

3−
3

2

,
2

3−1
}} 

≤
11

10
.𝑚𝑎𝑘𝑠 {

5

6
,maks{1,1} } 

≤
11

10
.𝑚𝑎𝑘𝑠 {

5

6
, 1} 

≤
11

10
 . 1 

≤
11

10
 . 

𝜇 = 1,1 tidak memenuhi. 

Jadi, hanya 𝜇 = 1 yang paling tepat untuk penyelesaian Teorema 4 dengan hasil batas Atas  

‖𝐴−1‖∞ ≤ 1 . untuk matriks Nekrasov 𝐴 = [
2 0 1
1 −3 1
0 2 3

]. 

Dengan demikian untuk matriks 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝐶𝑛,𝑛 diperoleh batas atas  ‖𝐴−1‖∞  dengan

menggunakan Teorema 3 dan Teorema 4. 

4. KESIMPULAN

Teorema 4 akan lebih baik daripada Teorema 3, apabila memilih nilai 𝜇, dimana 𝜇 >
𝑟1(𝐴)/ |𝑎11| dimasukkan ke dalam Teorema 4 sehingga diperoleh nilai batas norm takhingga

dari invers matriks Nekrason yang lebih kecil dari hasil Teorema 3 
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