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KOREPRESENTASI KOALJABAR F [G]

Na’imah Hijriati1,∗, Indah Emilia Wijayanti2

1Program Studi Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,
Universitas Lambung Mangkurat, Indonesia

2 Departemen Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,
Universitas Gadjah Mada, Indonesia

∗e-mail: nh hijriati@ulm.ac.id

Abstrak. Diberikan grup berhingga G dan lapangan F . Aljabar grup F [G] merupakan su-
atu ring sekaligus merupakan ruang vektor atas F . Diketahui, jika ruang vektor V atas F
merupakan modul atas aljabar grup F [G] maka selalu dapat dikonstruksi suatu representasi
ring F [G] terhadap V , yakni suatu homomorfisma ring dari F [G] ke ring semua tranformasi
linear pada V . Lebih lanjut, diketahui juga F [G] dan ring semua transformasi linear pada V
merupakan koaljabar atas F . Berdasarkan hal ini, jika suatu ruang vektor atas F merupakan
komodul atas F [G] maka muncul permasalahan apakah dapat dikonstruksi suatu homomor-
fisma koaljabar dari F [G] ke koajabar semua transformasi linear pada ruang vektor tersebut.
Oleh karena itu, pada tulisan ini akan diberikan pengkonstruksian homomorfisma koajabar
F [G] terhadap suatu ruang vektor atas F . Selanjutnya, homomorfisma koaljabar F [G] disebut
korepresentasi koaljabar F [G] terhadap suatu ruang vektor atas F .

Kata kunci: koaljabar, komodul, representasi ring, ajabar grup

1 PENDAHULUAN

Aljabar A atas ring R adalah suatu ring dengan elemen satuan yang dilengkapi dengan suatu
homomorfisma ring f :R → A yang memenuhi f(r) ∈ Z(A) dengan Z(A) merupakan pusat
(center) dari A. Lebih lanjut, dengan mendefinisikan operasi perkalian skalar atas R pada A
dengan r · a = f(r)a untuk setiap r ∈ R dan a ∈ A, diperoleh A merupakan modul atas R
([3]). Dengan kata lain, suatu aljabar atas R merupakan suatu ring dan juga sekaligus modul
atas R. Diberikan grup berhingga G dan lapangan F . Aljabar grup F [G] = {

∑
g∈G

agg | ag ∈ F}

merupakan suatu aljabar atas F , yakni suatu ring sekaligus merupakan ruang vektor atas F
terhadap operasi penjumlahan, perkalian dan perkalian skalar atas F didefinisikan berturut-turut
dengan ([7]) ∑

g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg)g, (1)

(∑
g∈G

agg

)(∑
k∈G

bkk

)
=
∑
g,k∈G

agbk(gk) =
∑
g∈G

∑
k∈G

akbk−1gg, (2)

a
∑
g∈G

agg =
∑
g∈G

aagg. (3)
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Na’imah Hijriati, Indah Emilia Wijayanti

Jika F diperumum menjadi sebarang ring R dengan elemen satuan, maka R[G] disebut ring
grup.

Homomorfisma grup dari G ke grup semua automorfisma dari ruang vektor V atas F disebut
representasi grup pada ruang vektor, daan V disebut sebagai ruang representasi. Selanjutnya
jika V merupakan ruang representasi dari G maka V merupakan modul atas F [G] ([2],[7]), se-
hingga dapat dibentuk homomorfisma ring ρ dari F [G] ke ring semua transformasi linear dari
V (EndF (V )) ([2],[6]). Selanjutnya homomorfisma ring ini disebut representasi ring F [G] ter-
hadap ruang vektor ([2]). sebaliknya jika terdapat representasi ring F [G] terhadap ruang vektor
V atas F , maka V merupakan modul atas F [G]. Pada tulisan ini ruang vektor V didefinisikan
sebagai ruang vektor berdimensi hingga dan G merupakan grup berhingga. Berdasarkan hal ini,
diperoleh bahwa suatu representasi dapat dipandang sebagai suatu modul. Kosan dkk (2014)
memberikan syarat cukup dan syarat perlu suatu representasi grup G pada modul atas R bersifat
tereduksi lengkap dengan memandang representasi tersebut sebagai suatu modul atas ring grup
R[G] ([5]).

Jika F [G] diperumum menjadi aljabar atas R dan ruang vektor V diperumum menjadi modul
M atas R yang juga merupakan modul atas A, maka selalu dapat dibentuk homomorfisma ring
dari A ke EndR(M). Sebaliknya jika terdapat homomorfisma ring dri A ke EndR(M) maka M
merupakan modul atas A ([6]). Pada tahun 2018, Hijriati dkk memperumum representasi ring
A pada ruang vektor V atas lapangan F menjadi representasi ring R pada modul M atas ring
komutatif S via homomorfisma ring f :R → S, yang disebut f -representasi, dan menunjukkan
bahwa jika M merupakan modul atas S sekaligus modul atas R dengan R ̸= S, belum tentu
dapat dibentuk suatu f -representasi ring R terhadap modul M ([4]).

Pada [1] dijelaskan bahwa aljabar grup F [G] merupakan koaljabar atas F dengan koproduk
dan kounit berturut-turut didefinisikan sebagai pemetaan linear

∆:F [G] → F [G]⊗F F [G], g 7→ g ⊗ g, (4)

ε:F [G] → F, g 7→ 1. (5)

yang memenuhi (IF [G] ⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ IF [G]) ◦∆ dan (IF [G] ⊗ ε) ◦∆ = (ε⊗ IF [G]) ◦∆.
Suatu modul M atas R disebut komodul atas koaljabar (C,∆, ε) jika terdapat koaksi

ϱ:M → C ⊗R M (6)

yang bersifat koassosiatif dan kounital, yakni berturut-turut memenuhi diagram komutatif ([1])

Gambar 1. (a) koassosiatif, (b) kounital

Pada penjelasan di atas, diketahui bahwa setiap ruang vektor V atas F yang merupakan
modul atas F [G] selalu dapat dibentuk homomorfisma ring F [G] ke ring EndF (V ). Karena
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F [G] merupakan koaljabar, tentu menimbulkan pertanyaan apakah dari suatu ruang vektor V
atas F yang merupakan modul atas F [G] dapat dibentuk suatu homomorfisma koaljabar dari
F [G] ke EndF [G](V ) dengan EndF [G](V ) merupakan himpunan semua homomorfisma komodul
atas F [G]. Berdasarkan hal ini, tujuan dari penelitian ini adalah mengkonstruksi homomorfisma
koaljabar dari F [G] ke EndF [G](V ). Untuk mencapai tujuan ini, terlebih dahulu ditunjukkan
syarat cukup suatu modul atas F [G] merupakan komodul atas koaljabar F [G]. Kemudian, akan
ditunjukkan bahwa himpunan EndF [G](V ) merupakan koaljabar dengan mendefinisikan suatu
koproduk dan kounit. Terakhir akan dikonstruksi suatu homomorfisma koalajabar dari F [G] ke
EndF [G](V ). Selanjutnya, homomorfisma inilah yang disebut korepresentasi koaljabar F [G]

2 Hasil dan Pembahasan

Diberikan grup G dan ring komutatif R. Aljabar A atas R disebut G-graded jika untuk
setiap g ∈ G terdapat modul Ag atas R sedemikian sehingga A =

⊕
g∈G Ag sebagai modul

atas R dan AgAh ⊆ Agh untuk setiap g, h ∈ G. Kemudian, aljabar A dikatakan G-graded kuat
(strongly G-graded) jika AgAh = Agh. Jika N merupakan subgrup normal dari G maka ring
grup R[G], merupakan G/N -graded kuat ([6]). Berdasarkan hal ini, jika G merupakan grup
berhingga maka aljabar grup F [G] merupakan G-gredad. Selanjutnya, jika aljabar A atas ring
R merupakan G-graded, maka modul M atas A disebut modul G-graded jika M =

⊕
g∈G Mg,

dan AgMh ⊆ Mgh untuk setiap g, h ∈ G ([1]). Berdasarkan hal ini, diperoleh syarat cukup
suatu modul atas F [G] merupakan komodul atas F [G] sebagai berikut.

Proposisi 2.1 Diberikan grup berhingga G, lapangan F , dan ruang vektor V berdimensi hingga
atas F . Jika modul V atas koaljabar (F [G],∆, ε) merupakan G-graded, maka V merupakan
komodul atas F [G]

Bukti
Diketahui V =

⊕
g∈G Vg merupakan modul G-graded dan (vg)h = δg,hvg dengan δg,h meru-

pakan kronecker delta. Didefinisikan

ϱ:V → F [G]⊗F V, vg 7→ g ⊗ vg. (7)

Pemetaan ϱ merupakan pemetaan linear atas F yang ditunjukkan sebagai berikut.

ϱ(av + bv′) = ϱ(a
∑
g∈G

agvg + b
∑
g∈G

bgvg)

= ϱ(
∑
g∈G

(aag + bbg)vg)

=
∑
g∈G

(g ⊗ (aag + bbg)vg)

=
∑
g∈G

(g ⊗ aagvg) +
∑
g∈G

(g ⊗ bbgvg)

=
∑
g∈G

a(g ⊗ agvg) +
∑
g∈G

b(g ⊗ bgvg)

= a
∑
g∈G

(g ⊗ agvg) + b
∑
g∈G

(g ⊗ bgvg)

= aϱ(v) + bϱ(v′) (8)
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untuk setiap v, v′ ∈ V . Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa ϱ merupakan koasosiatif dan
kounital berturut-turut sebagai berikut. Diberikan sebarang v ∈ V

((∆⊗ IV ) ◦ ϱ)(v) = (∆⊗ IV )ϱ(v)

= (∆⊗ IV )(
∑
g∈G

g ⊗ vg)

=
∑
g∈G

g ⊗ g ⊗ vg. (9)

((IF [G] ⊗ ϱ) ◦ ϱ)(v) = (IF [G] ⊗ ϱ)ϱ(v)

= (IF [G] ⊗ ϱ)(
∑
g∈G

g ⊗ vg)

=
∑
g∈G

g ⊗ g ⊗ vg. (10)

Jadi (∆⊗ IV ) ◦ ϱ = (IF [G]⊗ ϱ) ◦ ϱ, atau dengan kata lain memenuhi diagram berikut komutatif
berikut

Lebih lanjut, untuk sebarang v ∈ V berlaku

((ε⊗ IV ) ◦ ϱ)(v) = (ε⊗ IV )ϱ(v) = (ε⊗ IV )(
∑
g∈G

g ⊗ vg)

=
∑
g∈G

ε(g)⊗ IV (vg) =
∑
g∈G

1⊗ vg =
∑
g∈G

vg = v (11)

Jadi (ε⊗ IV ) ◦ ϱ = IV , atau dengan kata lain memenuhi diagram komutatif di atas

Berdasarkan definisi komodul, maka terbukti bahwa V merupakan komodul atas F [G]. ■

Diberikan komodul (M,ϱM) dam (M ′, ϱM
′
) atas koaljabar (C,∆, ε). Homomorfisma modul

f :M → M atas R disebut homomorphism komodul atas C jika dan hanya jika diagram
komutatif. Himpunan semua homomorfisma komodul atas C dari M ke M dinotasikan dengan
EndC(M) [1]. Diketahui himpunan semua transformasi linear dari ruang vektor V berdimensi
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hingga atas F merupakan aljabar atas F . Jika B = {v1, v2, ..., vn} merupakan basis dari V ,
maka basis dari EndF (V ) adalah

B′ = {fij ∈ EndF (V ) | fij(vk) = vj jika k = i, 0 untuk lainnya} (12)

Proposisi 2.2 Diberikan ruang vektor V berdimensi hingga atas F . Jika V merupakan ko-
modul atas F [G] maka EndF [G](V ) merupakan koaljabar atas F dengan koproduk dan kounit
didefinisikan berturut-turut dengan

∆′: EndF [G](V ) → EndF [G](V )⊗F EndF [G](V ), fij 7→ fij ⊗ fij, (13)

ε′: EndF [G](V ) → F, fij 7→ δij (14)

dengan δij adalah kronecker delta.

Bukti.
Diketahui EndF [G](V ) merupakan ruang vektor atas F dengan basis B′, sehingga berdasarkan
Proposisi 1.6 pada [1], terbukti bahwa ∆′ merupakan koasosiatif. Oleh karena itu, untuk me-
nunjukkan bahwa EndF [G](V ) merupakan koaljabar, cukup dibuktikan ε′ merupakan pemetaan
linear dan memenuhi

(IEndF [G](V ) ⊗ ε′) ◦∆′ = (ε′ ⊗ IEndF [G](V )) ◦∆
′. (15)

Diberikan sebarang f, g ∈ EndF [G](V ) dengan f =
∑
ij

aijfij dan g =
∑
ij

aijfij . Diperoleh

ε′(af + bg) = ε′(a
∑
ij

aijfij + b
∑
ij

bijfij)

= ε′(
∑
ij

(aaij + bbij)fij)

=
∑
ij

(aaij + bbij)δij)

= a
∑
ij

aijδij + b
∑
ij

bijδij)

= aε′(
∑
ij

aijfij) + bε′(
∑
ij

bijfij)

= aε′(f) + bε′(g) (16)

Lebih lanjut, untuk sebarang fij ∈ B′ berlaku

((IEndF [G](V ) ⊗ ε′) ◦∆′)(fij) = (IEndF [G](V ) ⊗ ε′)(fij ⊗ fij)

= fij ⊗ δij
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= fij ⊗ 1, (i = j) dan 0, (i ̸= j)

= 1⊗ fij, (i = j) dan 0, (i ̸= j)

= δij ⊗ fij

= (ε′ ⊗ IEndF [G](V ))(fij ⊗ fij)

= ((ε′ ⊗ IEndF [G](V )) ◦∆
′)(fij). (17)

Jadi terbukti bahwa (EndF [G](V ),∆′, ε′) merupakan koaljabar atas F [G]. ■
Misalkan V merupakan komodul atas F [G] yang G-graded. Menggunakan Proposisi 2.1 dan

Proposisi 2.2, selanjutnya untuk g ∈ F [G] dibentuk suatu fungsi

µg:V → V, v 7→ vg. (18)

Diketahui V =
⊕
g∈G

Vg, sehingga untuk sebarang v, v′ ∈ V dengan v =
∑
g∈G

vg dan v′ =
∑
g∈G

v′g,

jika v = v′ maka vg = v′g untuk setiap g ∈ G. Akibatnya µg(v) = µg(v
′). Dengan kata lain µg

well defined.

Proposisi 2.3 Fungsi µg:V → V, v 7→ vg merupakan F [G]-komodul

Bukti.

1. Untuk sebarang v, v′ ∈ V dan a ∈ F diperoleh

µg(v + v′) = (v + v′)g

= (
∑
h∈G

vh +
∑
i∈G

v′i)g

=
∑
h∈G

(vh)g +
∑
i∈G

(v′i)g

= vg + v′g = µg(v) + µg(v
′), (19)

µg(av) = (av)g = (
∑
h∈G

avh)g

=
∑
h∈G

(avh)g = avg = aµg(v) (20)

2. Untuk sebarang v ∈ V , diperoleh

(ρ ◦ µg) = ρ(µg(v)) = ρ(vg) = g ⊗ vg (21)

(IdF [G] ⊗ µg) ◦ ρ(v) = (IdF [G] ⊗ µg)(ρ(v))

= (IdF [G] ⊗ µg)(
∑
h∈G

h⊗ vh)

= g ⊗ µg. (22)

Berdasarkan (21) dan (22) diperoleh ρ ◦ µg = (IdF [G] × µg) ◦ ρ.
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Jadi, µg ∈ EndF [G](V ). ■

Menggunakan Proposisi 2.3, dapat dikontruksi homomorfisma koaljabar dari F [G] ke EndF [G](V ),
yang dinyatakan dalam proposisi berikut

Proposisi 2.4 Diberikan grup berhingga G, lapangan F , dan ruang vektor V berdimensi hingga
atas F . Jika V merupakan komodul atas koaljabar (F [G],∆, ε), maka fungsi

µ:F [G] → EndF [G](V ), g 7→ µg (23)

merupakan homomorfisma koaljabar atas F .

Bukti.
untuk sebarang g ∈ F [G] diperoleh

(∆′ ◦ µ)(g) = ∆′(µ(g))

= ∆′(µg)

= µg ⊗ µg

= (µ⊗ µ)(g ⊗ g)

= (µ⊗ µ)(∆(g))

= ((µ⊗ µ) ◦∆)(g)) (24)

dan

(ϵ′ ◦ µ)(g) = ϵ′(µ(g)) = ϵ′(µg) = 1 = ϵ(g) (25)

Jadi, terbukti µ merupakan homomorfisma koalgebra atas F . ■

3 KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan bahwa jika suatu ruang vektor berdi-
mensi hingga atas lapangan F merupakan modul atas aljabar grup F [G] yang G-graded, dengan
G merupakan grup behingga, maka V merupakan komodul atas koaljabar (F [G],∆, ε) dengan
∆:F [G] → F [G]⊗F F [G], g 7→ g ⊗ g, dan ε:F [G] → F, g 7→ 1. Selanjutnya setiap komodul
atas koaljabar F [G] selalu dapat dikonstruksi homomorfisma koaljabar dari F [G] ke koaljabar
(EndF [G](V ),∆′, ε′ dengan ∆′: EndF [G](V ) → EndF [G](V ) ⊗F EndF [G](V ), fij 7→ fij ⊗ fij,

dan ε′: EndF [G](V ) → F, fij 7→ δij .
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