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HUBUNGAN SIFAT BERSIH PADA RING, MODUL, KOMODUL DAN
KOALJABAR

Nikken Prima Puspita'"’, Indah Emilia Wijayanti’, Budi Surodjo?

! Departemen Matematika, Fakultas Sains dan Matematika, Universitas Diponegoro, Indonesia
2 Departemen Matematika, FMIPA, Universitas Gadjah Mada, Indonesia

*e-mail: nikkenprima @ gmail.com

Abstrak. Diberikan ring komutatif R dengan elemen satuan. Ring R disebut bersih jika setiap
elemennya dapat dinyatakan sebagai jumlahan elemen unit dan idempoten. Sebuah R-modul
M disebut modul bersih jika ring endomorfisma dari M adalah ring bersih.

Misalkan C adalah R-koaljabar yang bersifat koasosiatif dan kounital. Sebuah C-komodul M
dikatakan bersih jika ring endomorfisma dari C-komodul M adalah ring bersih. Oleh karena
setiap koaljabar merupakan komodul atas dirinya sendiri, koaljabar bersih didefinisikan seba-
gai kejadian khusus dari komodul bersih. Pada paper ini akan dilihat keterkaitan sifat bersih
pada struktur ring, modul, koaljabar dan komodul.

Kata kunci: koaljabar bersih, komodul bersih,modul bersih, ring bersih

1 PENDAHULUAN

Pada paper ini jika tidak diberikan keterangan lanjutan, R adalah ring komutatif dengan ele-
men satuan dan M adalah modul unital atas ring R. Ring R disebut bersih jika setiap elemennya
dapat dinyatakan sebagai jumlahan elemen unit dan idempoten [1} 2]. Penelitian tentang ring
bersih awalnya bermula dari hasil riset tentang modul dengan sifat pertukaran [3]. Ring per-
tukaran adalah sebuah ring yang sekaligus modul dengan sifat pertukaran atas dirinya sendiri
[4]. Ring bersih didefiniskan berdasarkan sebuah sifat dari ring pertukaran, sehingga setiap ring
pertukaran merupakan ring bersih.

Pandang perkalian di R sebagai perkalian skalar antara R dengan dirinnya sendiri. Hal
ini akan mengakibatkan setiap 2 dapat dipandang sebagai modul atas dirinya sendiri [, 6]
dengan ring endomorfisma dari R-modul R dinotasikan dengan Endg(R). Lebih lanjut dengan
memetakan setiap setiap f € Endgr(R),f — f(1) diperoleh bahwa ring R ~ Endgr(R)
[7, 8, 9]. Penelitian tentang modul bersih berkembang dari fakta-fakta ini. Sebuah R-modul
M disebut modul bersih jika ring Endg (M) adalah ring bersih [10} [11} [12]. Pada saat kondisi
trivial, oleh karena R ~ Endg(R) maka diperoleh bahwa R merupakan ring bersih jika dan
hanya jika R adalah modul bersih atas dirinya sendiri.

Setiap lapangan merupakan ring bersih, namun faktanya subring dari sebuah ring bersih
belum tentu merupakan ring bersih. Contohnya himpunan bilangan bulat adalah subring dari
lapangan himpunan bilangan real (ring bersih), namun ring himpunan bilangan bulat bukan
merupakan ring bersih. Fakta ini yang menjadi salah satu motivasi Ismarwati, dkk (2016)
mendefinsikan struktur yang disebut modul bagus [13]. Modul bagus adalah sebuah modul
dimana setiap submodulnya merupakan modul bersih.
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Gambar 1. Diagram Koasosiatif

Berdasarkan konsep bersih pada ring dan modul, sifat ini dibawa ke bentuk dual dari ring
dan modul menjadi koaljabar dan komodul bersih [[14]. Diberikan R-koaljabar koasosiatif dan
kounital (C, A, ¢). Setiap C-komodul M dengan C-koaksi o™ : M — M ®@pr C disebut
bersih jika ring co-endomorfisma dari C-komodul M (dinotasikan dengan End®(M)) adalah
ring bersih. Koaljabar bersih didefiniskan sebagai kejadian khusus dari komodul bersih saat
koaljabar C' dipandang sebagai komodul atas dirinya sendiri.

Pada paper ini akan dilihat hubungan bersih pada keempat struktur aljabar tersebut, yaitu
ring, modul, komodul dan koaljabar. Hubungan sifat bersih dari ke-empat struktur tersebut
dapat ditemukan berdasarkan fakta bahwa selain sebagai dualisasi dari struktur ring dan modul,
koaljabar dan komodul juga merupakan generalisasi dari ring dan modul [[15 [16]. Hal ini
akan dijelaskan lebih terperinci pada paper ini sehingga dapat membantu investigasi tentang
hubungan bersih dari ke-empat struktur tersebut. Pada proses pembuktiannya, akan diperlukan
beberapa pengertian dan pemahaman tentang modul proyektif [7] dan kondisi e pada koaljabar
beserta dengan hubungan antara keduanya yang dapat dipelajari pada [16].

2 KOMODUL DAN KOALJABAR

Sebagai dualisasi dan generalisasi dari aljabar (ring), konsep koaljabar dan komodul menjadi
bagian penting pada paper ini. Pada tahun 1969, [15] mendefinisikan koaljabar dari modul atas
lapangan (ruang vektor). Penelitian terus berkembang hingga ditemukan koaljabar atas ring
dasar yang berupa sebarang ring dan disebut sebagai koring. Namun, pada paper ini akan diba-
has mengenai koaljabar bersih dan komodul bersih dimana ring dasarnya adalah ring komutatif
dengan elemen satuan. Pemahaman pembaca tentang hasil kali tensor juga dibutuhkan dan da-
pat dipelajari pada [7] serta referensi lainnya. Berikut diberikan definisi dan konsep-konsep
yang berkaitan dengan koaljabar dan komodul.

Definisi 2.1. [16] Sebuah R-modul C disebut koaljabar atas R (atau R-koaljabar) jika dilengkapi
dengan pemetaan R-linear

A : C' — C ®p C (disebut komultiplikasi) dan
e:C — R.

Pemetaan A dan € secara berurutan dikatakan bersifat koasosiatif dan kounital asalkan memenuhi:
(Ic(g)A)OA: (A@]C)OAEIHCI(IC@&)OA:IC: <€®Ic)OA,

atau dapat diilustrasikan dalam diagram komutatif berikut: dan Sebuah R-koaljabar C' dengan
komultiplikasi A dan kounit € dituliskan dengan (C, A, ¢). Triple (C, A, ¢) dikatakan kokomu-
tatif asalkan A = tw o A, dimana

tw: CRprC —>CRrC,a®b— b a,

adalah pemetaan twist.
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Gambar 2. Diagram Kounital
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Dengan menggunakan notasi Sweedler [15]. Sifat koasosiatif dari komultiplikasi A berarti
DA) @@= m @@ =73 a8 Qcp =) c®Ay),
dan kounit ¢ bersifat kounital jika
doela)ey =c= ) ce(c).
Lebih lanjut, sifat kokomutatif dari C artinya > ¢; @ ca = > 2 ® ¢y.
Contoh 2.2. Contoh-contoh dari R-koaljabar antara lain :

1. Ring Semigrup R|G] merupakan R-koaljabar (koasosiatif dan kounital) dengan komulti-
plikasi A : R|G] — R|G] ®g R[G], g9 — g ® g dan kounit ¢ : R|G] — R, g+ 1.

2. Ring polinomial R|x] merupakan R-koaljabar (koasosiatif dan kounital) dengan komul-
tiplikasi dan kounit A, : R[x] — R[z] ®g Rlx], 2" — 2" ® 2", €1 : R[z] —» R, 2" — 1.

Kategori dari C-komodul kanan dinotasikan dengan M dan kategori dari R-modul (kiri dan
kanan) dinotasikan dengan M . Pada paper ini diasumsikan triple (C, A, ) adalah R-koaljabar
yang koasosiatif dan kounital. Sebagai dual dari aksi (perkalian skalar yang ada pada teori
modul, pada komodul dikenal istilah koaksi kiri atau kanan. Berikut didefinisikan C-koaksi
kanan.

Definisi 2.3. [16] Diberikan R-modul M dan R-koaljabar (C, A, ¢). Pemetaan R-linier
QM M —->M®® R C

disebut C-koaksi kanan pada M. Lebih lanjut, koaksi kanan ¢* dengan notasi Sweeder berarti
untuk setiap m € M, o™ (m) = > my @ m;.

Definisi 2.4. [16] Sebuah C-koaksi kanan o dikatakan koasosiatif dan kounital asalkan memenuhi
diagram komutatif berikut:
Secara eksplisit berarti untuk setiap m € M,

> 0M(mo) @ my =3 me @ A(my) dan m = Y mge(my).
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Gambar 3. Diagram of Coassocative and Counital of o™
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Definisi 2.5. [16] Sebuah R-modul M dengan koasosiatif dan kounital C'-koaksi kanan disebut
dengan C-komodul kanan.

Sifat bersih pada koaljabar dan komodul sangat bergantung pada ring co-endomorfismanya,
sehingan definisi tentang morfisma koaljabar dan komodul berikut cukup penting untuk diker-
ahui.

Definisi 2.6. [16] Diberikan R-koaljabar (C4, Aq,e1) dan (Cy, Ag, £9). Pemetaan R-linier f :
C7 — () disebut morfisma koaljabar jika memenuhi diagram komutatif berikut:
Artinya,

Agof=(f®f)oAj,andego f = ¢y,
sehingga untuk setiap ¢ € C' berlaku:

> fler) @ flea) = - fe)1 ® f(c)2 and e2(f(c)) = e1(c).

Pada [16, [14], setiap R-modul bertingkat M tipe G merupakan modul bersih jika dan hanya
jika M merupakan komodul bersih atas koaljabar R[G] (ring grup).

Setiap ring adalah modul atas dirinya sendiri. Sejalan dengan sifat ini, setiap koaljabar dapat
dipandang sebagai komodul atas dirinya sendiri.

Teorema 2.7. [16] Setiap R-koaljabar (C, A, €) merupakan C-komodul kiri dan kanan dengan
C-koaksi kiri dan kanan A : C' — C ®z C.

f

014>02

s

R

Gambar 4. Diagram Morfisma Koaljabar
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Gambar 5. Morfisma Komodul

Modul bersih adalah modul dimana ring endomorfisma Endgr(M) adalah ring bersih [[12].
Hal ini menyebabkan definisi tentang endomorfisma pada komodul dan koaljabar perlu dilihat
kembali sebagai beikut.

Definisi 2.8. [[16] Diberikan C'-komodul kanan M dan N. Pemetaan R-linier f : M — N
disebut morfisma C-komodul kanan (morfisma kanan) jika diagram berikut komutatif:

Definisi [2.8]berarti oV o f = f ® I o o™ dan untuk setiap m € M, maka
> f(m)o @ f(m)y =3 f(mg) ® my.

Himpunan semua morfisma C-komodul kanan dari M ke N dinotasikan dengan Hom® (M, N),
sedangkan himpunan semua endomorfisma C-komodul kanan dinotasikan dengan End®(M).

3 HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1 Komodul Bersih dan Koaljabar Bersih

Pada kategori My, himpunan endomrofisma Endgr(M ) merupakan ring terhadap operasi
penjumlahan dan komposisi fungsi. Lebih lanjut End“(M) € M¢ merupakan subring dari
Endgr(M). Faktanya, meskipun ring Endg(M) merupakan ring bersih bukan berarti bahwa
subring-nya yaitu (End® (M), +, o) menjadi ring bersih. Hal ini merupakan motivasi muncul-
nya pembahasan tentang komodul bersih dan koaljabar bersih yang didefinisikan sebagai berikut

Definisi 3.1. [[14] Sebuah C-komodul kanan (kiri) M disebut komodul bersih jika ring
(End®(M),+,0) ((“ End(M), +, o)) adalah ring bersih.

Setiap R-koaljabar (C, A, e) merupakan komodul kiri dan kanan atas C' dengan C-koaksi
kiri dan kanan dari C' adalah A : C — C ®p C [16]. Berdasarkan sifat ini, berikut akan
diberikan definisi koaljabar bersih.

Definisi 3.2. Sebuah R-koaljabar (C, A, ¢) disebut koaljabar bersih jika C' dengan koaksi kiri
dan kanan A adalah komodul bersih atas C.

Definisi 3.2 berarti C bersih jika © End(C) ~ End®(C) adalah ring bersih.

Tujuan utama dari paper ini adalah mencari hubungan sifat bersih antara ring, modul, koal-
jabar dan komodul. Untuk itu terlebih dahulu akan dijelaskan bahwa setiap ring dan modul
merupakan koaljabar dan komodul. Artinya kolajabar dan Komodul merupakan generalisasi
dari ring dan modul.
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3.2 Ring dan Modul sebagai Koaljabar Trivial dan Komodul Trivial
Berikut diberikan penjelasan bahwa setiap ring merupakan koaljabar. Akan diberikan ko-

multiplikasi (trivial) sedemikian sehingga R merupakan R-koaljabar.

Proposisi 3.3. Diberikan ring komutatif R dengan elemen satuan. Ring R merupakan R-
koaljabar.

Bukti:
Setiap ring R merupakan modul kiri dan kanan atas dirinya sendiri, sehingga dapat dikonstruk-
sikan hasil kali tensor R ®z R. Diberikan pemetaan R-linier :

Ar:R—-> RrRr—rel
sebagai komultiplikasi dari R dan pemetaan identitas
er: R— R,r—r.
sebagai kounit dari R dengan sifat sebagai berikut :
1. Ar bersifat koasosiatif. Untuk setiap r € R,
(AT & [R) (©] AT(’T’) = (AT & IR)<7" & 1)
=reol)el
=r®(1lxl)

=U[r®@Ar)(r®l)
= ([R X AT) @) AT(T‘).

2. Pemetaan R-linier ¢ bersifat kounital, sebab untuk setiap r € R,

(8T®[R)OAT(7”) = <€T®IR)<7’®1)
=r®l

= Igr(r),

dan

([R®€T)OAT(T') = ([R®8T)<'l"®1)
=r®l
:[R(T’)

Dari (1) and (2), (R, Ar, er) merupakan R-koaljabar yang bersifat koasosiatif dan kouni-
tal. Lebih lanjut, A7 juga bersifat kokomutatif H.

Dari Proposisi[3.3] ring R merupakan koaljabar atas dirinya sendiri dan biasa disebut dengan
koaljabar trivial. Berdasarkan hal ini dapat ditemukan R-koaksi kanan (kiri) untuk setiap modul
atas R sedemikian hingga M merupakan komodul (trivial) atas koaljabar R.
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Proposisi 3.4. Diberikan ring R dan R-koaljabar trivial (R, Ar, e7). Setiap R-modul M meru-
pakan R-komodul kanan dengan R-koaksi kanan berikut:

M M—-sMepRm—me1

Bukti:
Dapat dibuktikan dengan mudah bahwa koaksi o}/ bersifat koasosiatif dan kounital. Jadi (M, o}!)
merupakan komodul kanan atas R-koaljabar trivial (R, Ar, e7). Secara analog dapat dibuktikan
juga bahwa M merupakan R-komodul kiri dengan koaksi kiri 70" : M — R ®@r M, m
1®m. K

Contoh 3.5. Berdasarkan Proposisi Z-modul My(Z) (matriks berukuran 2 x 2 atas 7.)
merupakan komodul (trivial) atas koaljabar (Z, Ar, e7) dengan koaksi :

oM@ M — My(Z) Ry Z, Ars A® 1

3.3 Sifat Bersih pada Ring, Modul, Koaljabar dan Komodul

Dari Proposisi [3.3] telah dihasilkan koaljabar trivial dari sebarang ring R dan sebaliknya.
Sifat berikut menjelaskan hubungan sifat bersih antara ring dan dualnya yaitu koaljabar.

Teorema 3.6. Ring R merupakan ring bersih jika dan hanya jika (R, Ar,er) merupakan R-
koaljabar bersih.

Bukti:
Telah diketahui bahwa ring (R, +,) isomorfis dengan ring (Endgr(R),+, o) dengan sebuah
isomorfisma dari Endr(R) — R, f — f(1). Berikut akan dibuktikan bahwa ring (R*, +, %) ~
(Endg(R),+, o) dengan menggunakan pemetaan berikut:

T:(R*, +,%) = (Endg(R),+,0), f — [,
Jelas bahwa T merupakan isomorfisma grup. Lebih lanjut, untuk setiap f, g € Endg(R),r € R
T(f*g)(r) = (f x9)(r)

= (f®g)oAr(r)
=(feglrel)

= f(r)@g(1)
= f(r)g(1),
dan
T(f)o1(g)(r) = fog(r)
= f(g(r.1))
= f(rg(1))
= f(r)g(1).
Oleh karena 7(f * g) = 7(f) o 7(g), maka 7 merupakan isomorfisma ring. Hal ini be-

rakibat ring R* ~ Endgr(R) ~ R. Jika hal ini dihubungkan dengan sifat endomorfisma
dari R-koaljabar (R, Ar,e7), maka akan diperoleh bahwa ring endomorfisma End®(R) ~
Endp<(R) ~ Endr(R) ~ R. Akibatnya, R merupakan ring bersih jika dan hanya jika
End®(R) merupakan ring bersih, yaitu R-koaljabar (R, Az, e7) merupakan koaljabar bersih.l
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Teorema [3.6] menjelaskan hubungan antara sifat bersih yang sangat dekat antara ring dan
koaljabar. Dengan menggunakan komultilplikasi trivial Ar, sifat bersih antara keduanya meru-
pakan hal yang sama (secara isomorfis). Berdasarkan Teorema (3.6|diberikan contoh berikut:

Contoh 3.7. Himpunan semua bilangan real R yang merupakan lapangan terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian biasa. Lebih lanjut, R adalah modul proyektif atas R. Diberikan
komultiplikasi Ar : R — RrR, 7 +— r®1dan kouniter : R — R, r > r. Triple (R, Ap,er)
merupakan R-coalgebra, sehingga End®(R) ~ R* dan R* ~ R. Jadi, R-koaljabar (R, Ar, c7)
merupakan koaljabar bersih, karena R merupakan ring bersih.

Termotivasi dari sifat bersih antara ring dan koaljabar dan fakta bahwa setiap ring dapat
dipandang sebagai koaljabar trivial, maka dihasilkan teorema berikut. Teorema di bawah ini
menjelaskan hubungan sifat bersih anatar modul dan komodul.

Teorema 3.8. Sebuah R-modul M merupakan modul bersih jika dan hanya jika (M, o}!) meru-
pakan komodul kiri dan kanan atas R-koaljabar (R, Ar,er).

Bukti:
(=) Diberikan R-modul bersih A/ dan R-koaljabar trivial R dengan komultiplikasi Ay : R —
R ®pr R,r — r ® 1 (Proposisi [3.3). Oleh karena R adalah ring komutatif, pada teorema ini
cukup dibuktikan untuk komodul bersih kanan (untuk sisi kiri dapat dilakukan secara analog).
Didefinisikan R-koaksi kanan pada M :

o M — M®gRm—m®l. (1)
1. Oleh karena 1 € R, jelas bahwa ¢} tertutup dan terdefinisi dengan baik;

2. Dibuktikan ¢}/ merupakan pemetaan R-linear. Diambil sebarang m;, my dan r € R,

diperoleh:
()
oM (my 4+ ma) = (my + mp) ® 1
=m@L+me®1
= o™ (my) + 0" (my)
(b) and

of (myr) =myr ® 1
= my ® r(R-balanced)
= myr
my(1.r)
= (mq1)r(M is aright R-module)
=(m ®1)r

= o™ (my)r.

Jadi, Q¥ merupakan pemetaan R-linear;
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3. Selanjutnya dibuktikan ¢} bersifat koasosiatif. Diambil sebarang m € M, diperoleh:

(In @A) ooy (m) = (I ® A)(m @ 1)
=m®1®l
= (o7 @ Io)(m®1)
= (o ® Ic) o o(m);

4. Dibuktikan ¢}/ kounital. Untuk setiap m € M, diperoleh :
(Iy@e)o o (m)= Iy ®@e)(m@1)=m.1=m=I.

Jadi, (M, 0}') merupakan R-komodul kanan. Lebih jelas artinya bahwa setiap R-modul M
dapat dipandang sebagai komodul atas koaljabar (R, Ar,er). Oleh karena R ~ R*, maka
M merupakan R*-modul. Oleh karena R* = Hompg(R, R) ~ R dan R merupakan R-modul
proyektif (memenuhi kondisi o, lihat referensi [16]), maka End®(M) ~ Endg-(M) [16].
Lebih lanjut, M merupakan R-modul bersih, sehingga End®(M) ~ Endp-(M) ~ Endr(M)
merupakan ring bersih. Akibatnya, M merupakan komodul bersih atas (R, Ar,er).
<« Diketahui M adalah komodul bersih atas R-koaljabar (R, A7, 7). Jelas bahwa R adalah
modul proyektif atas dirinya sendiri, sehingga End®(M) ~ Endg-(M) merupakan ring bersih.
Oleh karena R* = Hompg(R,R) ~ R dan Endg-(M) ring bersih, maka Endg-(M) ~
Endgr(M) juga merupakan ring bersih. Hal ini berakibat /M merupakan modul bersih atas
R N

Pada Teorema [3.8] telah ditunjukkan bahwa sifat bersih pada teori modul merupakan keja-
dian khusus dari sifat bersih yang ada pada kategori komodul pada saat kondisi trivial. Diper-
oleh kesimpulan bahwa setiap modul atas ring R merupakan modul bersih jika dan hanya jika
M merupakan komodul bersih atas R-koaksi trivial o}.

Pada contoh di bawah ini, diambil M = R = 7Z. Telah diketahui bahwa Z-modul Z tidak
bersih, hal ini menyebabkan sifat pada contoh berikut:

Contoh 3.9. Diketahui bahwa (Z,Ar,er) adalah Z-koaljabar. Artinya, 7. merupakan 7Z-
komodul dimana Endy-(Z) ~ Endy(Z) ~ Z. Oleh karena ring 7. bukan merupakan ring
bersih, maka Endy-(Z) juga bukan merupakan ring bersih. Akibatnya, 7, bukan Z*-modul

bersih. Berdasarkan sifat proyektif dan kondisi o, diperoleh bahwa 7. bukan Z.-comodul bersih
sebab Endg-(Z) ~ End*(Z).

Pada Teorema [3.8] jika A/ adalah R-komodul trivial, maka relasi antara sifat bersih pada
modul dan komodul menjadi sangat dekat. Namun, pembaca harus berhati-hati terhadap koaksi
dan komultiplikasi dari koaljabarnya. Pada kondisi umum, yaitu saat M/ merupakan komodul
non trivial atas [2-koaljabar R (dengan komultiplikasi non-trivial), sifat-sifat pada paper ini
belum tentu berlaku sebab End® (M) hanya merupakan subring dari Endg(M). Untuk mem-
bahas kasus ini diperlukan materi tentang Relasi Hom-tensor antara kategori M dan M.

4 KESIMPULAN

Setiap ring R merupakan R-koaljabar (koasosiatif dan kounital) dengan komultiplikasi trivial
Ar:R— R® R,r = r ® 1dan kounit ey : R — R, r > r. Lebih lanjut, setiap R-modul M
juga dapat dipandang sebagai komodul atas R-koaljabar (R, A7, er) dengan R-koaksi trivial
oM M — M®gR,m+— m® 1 [15,[16]. Pada teori modul, setiap ring R merupakan ring
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bersih jika dan hanya jika R merupakan modul bersih atas dirinya sendiri. Lebih lanjut, pada
paper ini dapat terlihat hubungan antara ring bersih dengan kolajabar bersih dan modul bersih
dengan komodul bersih. Telah dibuktikan bahwa R merupakan ring bersih jika dan hanya jika
(R, Ar,er) merupakan R-koaljabar bersih dan M merupakan R-modul bersih jika dan hanya
jika (M, o4') merupakan R-komodul bersih.
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