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KONTRAKSI PERTINGKATAN PADA PERTINGKATAN PAULI
SL(N,C)

Reynald Saputra1,∗, Gantina Rachmaputri2

1Program Studi Sarjana Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Institut
Teknologi Bandung, Indonesia

2 Kelompok Keahlian Aljabar, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Institut Teknologi
Bandung, Indonesia

∗e-mail: reynaldsaputra@students.itb.ac.id

Abstrak. Aljabar Lie sl(n,C) merupakan salah satu jenis aljabar Lie klasik. Tujuan dari
penelitian ini untuk melihat apa saja aljabar Lie lain yang dapat dihasilkan dari kontraksi
pertingkatan aljabar Lie sl(n,C). Aljabar Lie yang diperoleh akan disebut sebagai solusi
dari kontraksi pertingkatan. Secara khusus, akan ditinjau kasus pada nilai n = 3 dan pert-
ingkatan yang ditinjau adalah pertingkatan Pauli. Pertingkatan Pauli pada sl(3,C) merupakan
salah satu fine grading (pertingkatan yang terbaik) dari empat fine grading yang bisa dilakukan
pada sl(3,C). Untuk kontraksi pertingkatan Pauli pada sl(3,C), terdapat 48 persamaan kon-
traksi yang dapat digunakan untuk memperoleh solusi dari kontraksi pertingkatan Pauli pada
sl(3,C). Untuk menyelesaikan persamaan kontraksi tersebut, digunakan bantuan dari grup
simetri pertingkatan Pauli sl(3,C). Di akhir, penulis memberikan sedikit hasil lain yaitu kasus
ketika n = 2 dan n = 4 serta dekomposisi Levi pada kontraksi pertingkatan Pauli sl(3,C).

Kata kunci: aljabar lie, pertingkatan, pertingkatan pauli, kontraksi pertingkatan.

1 LATAR BELAKANG

Aljabar Lie merupakan salah satu hasil dari teori grup Lie yang dikembangkan oleh Sophus
Marius Lie (1842-1899) pada tahun 1870-an [1]. Aljabar Lie berkaitan dengan grup Lie (grup
yang juga merupakan manifold mulus) sebab aljabar Lie merupakan ruang singgung dari grup
Lie di identitas. Dengan kata lain, suatu grup Lie akan menghasilkan suatu aljabar Lie. Sebagai
contoh, GL(n,C), himpunan seluruh matriks n × n atas C dengan determinan tak nol, meru-
pakan suatu grup Lie dan aljabar Lie-nya adalah Mn(C), himpunan seluruh matriks n×n atas C.
Secara umum, aljabar Lie merupakan ruang vektor yang dilengkapi dengan pemetaan bilinear
yang memiliki sifat tertentu. Teori grup Lie saat ini dipakai dalam pengembangan fisika mod-
ern terutama teori relativitas [1]. Dalam matematika, teori grup Lie sendiri banyak digunakan
dalam menyelesaikan permasalahan geometri dan persamaan diferensial. Salah satu penelitian
yang dilakukan pada aljabar Lie adalah mencari kontraksi dari pertingkatan suatu aljabar Lie.
Kontraksi aljabar Lie pertama kali perkenalkan oleh M de Montigny, J. Patera and R.V. Moody
[2, 3]. Pada dasarnya, kontraksi aljabar Lie merupakan suatu metode untuk memperoleh aljabar
Lie yang berbeda (tidak isomorfik) dari aljabar Lie yang telah diberikan. Oleh karena itu, pada
tugas akhir ini, akan dibahas bagaimana kontraksi dari pertingkatan aljabar Lie sl(3,C) dimana
pertingkatan yang ditinjau adalah pertingkatan Pauli.
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Reynald Saputra, Gantina Rachmaputri

2 PERTINGKATAN PAULI

Definisikan matriks berukuran k×k, Q = diag(1, ωk, ω
2
k, · · · , ωk−1

k ) dan P =

[
O Ik−1

1 O

]
dimana ωk = exp(2πi/k). Untuk k = 1, Q1 = P1 = (1). Pertingkatan Pauli untuk sl(n,C)
telah dijelaskan pada [4] . Untuk sl(3,C), pertingkatan Pauli-nya berbentuk

sl(3,C) = L01 ⊕ L02 ⊕ L10 ⊕ L20 ⊕ L11 ⊕ L22 ⊕ L12 ⊕ L21 (1)

dimana Lij = {Xij}lin dan Xij = QiP j (matriks Q dan P merupakan matriks berukuran 3× 3
seperti yang dijelaskan di awal) untuk setiap (i, j) ∈ Z3 × Z3 tak nol. Bentuk dekomposisi ini
merupakan suatu pertingkatan karena untuk sembarang (r, s), (r′, s′) ∈ Z3×Z3 tak nol berlaku

[Xrs, Xr′s′ ] = QrP sQr′P s′ −Qr′P s′QrP s = (ωsr′ − ωrs′)Xr+r′,s+s′ (2)

sehingga [Lrs,Lr′s′ ] ⊆ Lr+r′,s+s′ .

3 KONTRAKSI PERTINGKATAN PAULI sl(3,C)

Misalkan L adalah aljabar Lie dengan pertingkatan Γ : L =
⊕
i∈I

Li. Definisikan bilangan κij

dimana κij = 0 jika [Li,Lj] = {0} dan κij = 1 jika [Li,Lj] ̸= {0}. Definisikan juga ”braket
Lie baru” [x, y]γ := γij[x, y] untuk setiap x ∈ Li, y ∈ Lj, dan γij ∈ C. Bilangan εij := γijκij

disebut parameter kontraksi. Jika Lε := (L, [ , ]ε) (L adalah L jika dipandang sebagai ruang
vektor) merupakan suatu aljabar Lie maka Lε disebut kontraksi pertingkatan dari L.

Tinjau sembarang i, j ∈ I . Misalkan x ∈ Li dan y ∈ Lj sehingga [x, y]ε = εij[x, y] maka
agar [ , ]ε merupakan braket Lie haruslah memenuhi sifat antikomutatif

[y, x]ε = −[x, y]ε = −εij[x, y] = εij[y, x] (3)

sehingga εji = εij . Selain itu, [ , ]ε juga harus memenuhi identitas Jacobi yaitu untuk setiap
i, j, k ∈ I ,

[x, [y, z]ε]ε + [y, [z, x]ε]ε + [z, [x, y]ε]ε = 0 (∀x ∈ Li)(∀y ∈ Lj)(∀z ∈ Lk). (4)

Persamaan tersebut dinotasikan sebagai e(i, j, k) dan disebut persamaan kontraksi.
Untuk pertingkatan Pauli sl(3,C), bilangan-bilangan εij kita susun dalam bentuk matriks

ε =



0 0 ε(01)(10) ε(01)(20) ε(01)(11) ε(01)(22) ε(01)(12) ε(01)(21)
0 0 ε(02)(10) ε(02)(20) ε(02)(11) ε(02)(22) ε(02)(12) ε(02)(21)

ε(01)(10) ε(02)(10) 0 0 ε(10)(11) ε(10)(22) ε(10)(12) ε(10)(21)
ε(01)(20) ε(02)(20) 0 0 ε(20)(11) ε(20)(22) ε(20)(12) ε(20)(21)
ε(01)(11) ε(02)(11) ε(10)(11) ε(20)(11) 0 0 ε(11)(12) ε(11)(21)
ε(01)(22) ε(02)(22) ε(10)(22) ε(20)(22) 0 0 ε(22)(12) ε(22)(21)
ε(01)(12) ε(02)(12) ε(10)(12) ε(20)(12) ε(11)(12) ε(22)(12) 0 0
ε(01)(21) ε(02)(21) ε(10)(21) ε(20)(21) ε(11)(21) ε(22)(21) 0 0


. (5)

Matriks ε disebut sebagai solusi kontraksi dan terdapat 24 bilangan εij yang perlu dicari. Untuk
mendapatkannya, tinjau persamaan kontraksi yang dihasilkan. Diperoleh

(
8
3

)
= 56 persamaan

kontraksi. Tetapi, karena jika jumlah ketiga dari indeks bernilai nol akan otomatis memenuhi
identitas Jacobi, persamaan kontraksi tersebut tidak dapat ditinjau. Karena terdapat 8 persamaan
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kontraksi dengan jumlah ketiga indeks bernilai nol maka tersisa 48 persamaan kontraksi dengan
bentuk (setelah disederhanakan)

ε(...)ε(...) − ε(...)ε(...) = 0 (6)

Sebagai contoh, jika kita ambil persamaan kontraksi e((01), (10), (31)) diperoleh bentuk

ε(01)(12)ε(02)(10) − ε(02)(11)ε(10)(01) = 0 (7)

4 SOLUSI KONTRAKSI PERTINGKATAN PAULI sl(3,C)

Untuk menyelesaikan 48 persamaan kontraksi tersebut, diperlukan beberapa konsep terlebih
dahulu.

4.1 Grup simetri pertingkatan Pauli

Misalkan Γ : L =
⊕
i∈I

Li pertingkatan dari L. Grup simetri dari pertingkatan Γ, notasi Aut

Γ, adalah subgrup dari Aut L yang memuat automorfisma g dengan sifat gLi = Lπg(i) untuk
setiap i ∈ I dimana πg : I → I merupakan permutasi pada himpunan indeks I . Misalkan
juga ∆Γ : Aut Γ → Sym I dimana ∆Γ(g) := πg merupakan representasi dari permutasi yang
dihasilkan dari grup simetri. Definisikan suatu grup

Hn =

{(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ Zn, ad− bc = ±1 mod n

}
. (8)

Dari [5] telah dibuktikan bahwa untuk pertingkatan Pauli pada sl(n,C), ∆Γ Aut Γ ∼= Hn se-
hingga meninjau permutasi dari indeks akan ekivalen dengan meninjau perkalian indeks dengan
matriks di Hn atau πA(i j) = (i j)A dimana πA merupakan permutasi yang bersesuaian dengan
matriks A ∈ Hn.

Lema 4.1 Misalkan Lε merupakan kontraksi pertingkatan dari pertingkatan Γ : L =
⊕
i∈I

Li

maka untuk setiap π ∈ ∆Γ Aut Γ, Lεπ merupakan kontraksi pertingkatan dari L dan Lε ∼= Lεπ .

4.2 Matriks normalisasi

Misalkan A = (Aij) dan B = (Bij) matriks dengan dengan ukuran yang sama. Definisikan
C := A•B dimana Cij = AijBij . Matriks normalisasi didefinisikan sebagai matriks α := (αij)
dimana αij =

aiaj
ai+j

untuk setiap i, j ∈ I dan ai ∈ C \ {0} untuk setiap i ∈ I .

Lema 4.2 Misalkan Lε merupakan kontraksi pertingkatan dari pertingkatan Γ : L =
⊕
i∈I

Li.

Jika α matriks normalisasi dan ε̃ = α • ε maka Lε̃ merupakan kontraksi pertingkatan dari L
dan Lε ∼= Lε̃.

Berdasarkan lema 4.1 dan lema 4.2 dapat didefinisikan ekivalensi dari solusi (didasarkan
pada dua kontraksi pertingkatan yang isomorfik). Misalkan S menyatakan sistem persamaan
kontraksi dan R(S) menyatakan solusi dari S. Dua solusi ε1, ε2 ∈ R(S) disebut ekivalen,
ε1 ∼ ε2, jika terdapat matriks normalisasi α dan π ∈ ∆Γ Aut Γ sehingga ε1 = α • επ2 . Relasi ∼
merupakan relasi ekivalen.
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4.3 Algoritma solusi

Berdasarkan hasil pembahasan sebelumnya, dapat diperoleh lema berikut

Lema 4.3 Misalkan R(S) himpunan solusi dari S dan I himpunan pasangan tak terurut dari
indeks yang relevan dari sistem persamaan kontraksi S. Untuk setiap

Q ⊆ R(S) dan P = {k1, k2, ..., km} ⊆ I (9)

notasikan

R0 := {ε ∈ R(S)|(∀ε1 ∈ Q)(ε ≁ ε1)} dan R1 := {ε ∈ R0|(∀k ∈ P)(εk ̸= 0)} (10)

maka solusi ε ∈ R0 tidak ekivalen terhadap semua solusi di R1 jika dan hanya jika memenuhi
persamaan:

επ1(k1) επ1(k2) · · · επ1(km) = 0 (11)
...

επn(k1) επn(k2) · · · επn(km) = 0

dimana {π1, π2, ..., πn} = ∆Γ Aut Γ.

Berdasarkan lema diatas dapat diperoleh suatu algoritma untuk menyelesaikan sistem per-
samaan kontraksi:

1. Misalkan Q = ∅ dan asumsikan kita memiliki P0 ⊆ I. Maka, R0 = R(S) dan kita dapat
mengevaluasi R0 = {ε ∈ R(S)|(∀k ∈ P0)(εk ̸= 0)}. Notasikan persamaan (*) yang
bersesuaian dengan Q = ∅ dan P0 sebagai S0.

2. Misalkan Q = R0 dan asumsikan kita memiliki P1 ⊆ I. Maka, R0 = R(S ∪ S0)
dan kita dapat mengevaluasi R1 = {ε ∈ R(S ∪ S0)|(∀k ∈ P1)(εk ̸= 0)}. Notasikan
persamaan (*) yang bersesuaian dengan Q = R0 dan P1 sebagai S1.

3. Misalkan Q = R0 ∪ R1 dan asumsikan kita memiliki P2 ⊆ I. Maka, R0 = R(S ∪
S0 ∪ S1) dan kita dapat mengevaluasi R2 = {ε ∈ R(S ∪ S0 ∪ S1)|(∀k ∈ P2)(εk ̸= 0)}.
Notasikan persamaan (*) yang bersesuaian dengan Q = R0 dan P2 sebagai S2.

4. Lakukan terus sampai kita memiliki Q sehingga R0 himpunan kosong.

Untuk n = 3, sistem persamaan kontraksi dinotasikan sebagai S3. Dengan menerapkan
algoritma diatas dan dengan pemilihan suatu indeks diperoleh hasi algoritma diatas sebagai
berikut:

1. R0 = {ε ∈ R(S3)|ε(01)(10) ̸= 0, ε(22)(21) ̸= 0}
S0 : ε(01)(10)Aε(22)(21)A = 0 ∀A ∈ H3

2. R1 = {ε ∈ R(S3 ∪ S0)|ε(01)(10) ̸= 0, ε(10)(11) ̸= 0, ε(01)(22) ̸= 0}
S1 : ε(01)(10)Aε(10)(11)Aε(01)(22)A = 0 ∀A ∈ H3

3. R2 = {ε ∈ R(S3 ∪ S0 ∪ S1)|ε(01)(10) ̸= 0, ε(10)(11) ̸= 0}
S2 : ε(01)(10)Aε(10)(11)A = 0 ∀A ∈ H3
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4. R3 = {ε ∈ R(S3 ∪ S0 ∪ S1 ∪ S2)|ε(01)(10) ̸= 0, ε(02)(22) ̸= 0}
S3 : ε(01)(10)Aε(02)(22)A = 0 ∀A ∈ H3

5. R4 = {ε ∈ R(S3 ∪ S0 ∪ S1 ∪ S2 ∪ S3)|ε(01)(10) ̸= 0}
S4 : ε(01)(10)A = 0 ∀A ∈ H3

Dengan mengevaluasi masing-masing himpunan R0,R1,R2,R3,R4 maka akan diperoleh so-
lusi dari kontraksi pertingkatan dari pertingkatan Pauli sl(3,C).

4.4 Solusi

1. Langkah 1: R0 = {ε ∈ R(S3) | ε(01)(10) ̸= 0, ε(22)(21) ̸= 0}.

ε̄03 =



0 0 t1 0 0 t4 0 0
0 0 x12x18t1

t4t20
0 0 x18x11

t20
x11 x12

t1
x12x18t1
t4t20

0 0 0 x14 0 x14x12

t4

0 0 0 0 0 x18 0 t20
0 0 0 0 0 0 0 0
t4

x18x11

t20
x14 x18 0 0 x14x11

t1

t4t20
t1

0 x11 0 0 0 x14x11

t1
0 0

0 x12
x14x12

t4
t20 0 t4t20

t1
0 0


,

ε̄04 =



0 0 t1 0 x6x18

t20
t4 0 x6

0 0 x12x18t1
t4t20

0 0 0 0 x12

t1
x12x18t1
t4t20

0 0 0 x14 0 x14x12

t4

0 0 0 0 0 x18 0 t20
x6x18

t20
0 0 0 0 0 0 x6x14

t1

t4 0 x14 x18 0 0 0 t4t20
t1

0 0 0 0 0 0 0 0
x6 x12

x14x12

t4
t20

x6x14

t1

t4t20
t1

0 0


,

ε̄02 =



0 0 t1
x18t5t1
t4t20

x6x18

t20
t4 t5 x6

0 0 x11x6x18

t5t20

x11x6x18

t20t4

x6x18x11

t20t1

x18x11

t20
x11 x12

t1
x11x6x18

t5t20
0 0 x18x14x11x6

t4t220
x14

x14x11x6

t20t4

x14x11x6

t5t1
x18t5t1
t4t20

x11x6x18

t20t4
0 0 x6x18x14x11

t20t1t4
x18

t5x14

t4
t20

x6x18

t20

x6x18x11

t20t1

x18x14x11x6

t4t220

x6x18x14x11

t20t1t4
0 0 x11x6x14

t20t1

x6x14

t1

t4
x6x18x11

t20t1
x14 x18 0 0 x14x11

t1

t4t20
t1

t5 x11
x14x11x6

t20t4

t5x14

t4

x11x6x14

t20t1

x14x11

t1
0 0

x6 x12
x14x11x6

t5t1
t20

x6x14

t1

t4t20
t1

0 0


.

2. Langkah 2: R1 = {ε ∈ R(S3 ∪ S0) | ε(01)(10) ̸= 0, ε(10)(11) ̸= 0, ε(01)(22) ̸= 0},
S0 : ε(01)(10)Aε(22)(21)A = 0 untuk setiap A ∈ H3.
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ε̄1 =



0 0 t1 x2 x3 t4 0 0
0 0 x7 0 0 x10 0 0
t1 x7 0 0 t13 x14 0 0
x2 0 0 0 0 x18 0 0
x3 0 t13 0 0 0 0 0
t4 x10 x14 x18 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


.

3. Langkah 3: R2 = {ε ∈ R(S3 ∪ S0 ∪ S1) | ε(01)(10) ̸= 0, ε(10)(11) ̸= 0} ,
S0 : ε(01)(10)Aε(22)(21)A = 0 untuk setiap A ∈ H3, dan
S1 : ε(01)(10)Aε(10)(11)Aε(01)(22)A = 0 untuk setiap A ∈ H3.

ε̄21 =



0 0 t1 x2 0 0 0 0
0 0 x7 x8 0 x10 0 0
t1 x7 0 0 t13 x14 x15 x16

x2 x8 0 0 x2x16

t1
x18 x19

x2x16

t13

0 0 t13 0 0 0 0 0
0 x10 x14 x18 0 0 0 0
0 0 x15

x2x16

t1
x19

x2x16

t13
0 0

0 0 x16 0 0 0 0 0


,

ε̄22 =



0 0 t1 x2 x3 0 0 0
0 0 x7 x8 0 x10 0 0
t1 x7 0 0 t13 x14 0 x16

x2 x8 0 0 x2x16

t1
x18 x19

x2x16

t13

x3 0 t13 0 0 0 0 0
0 x10 x14 x18 0 0 0 0
0 0 0 x2x16

t1
x19

x2x16

t13
0 0

0 0 x16 0 0 0 0 0


.

4. Langkah 4: R2 = {ε ∈ R(S3 ∪ S0 ∪ S1) | ε(01)(10) ̸= 0, ε(10)(11) ̸= 0},
S0 : ε(01)(10)Aε(22)(21)A = 0 untuk setiap A ∈ H3,
S1 : ε(01)(10)Aε(10)(11)Aε(01)(22)A = 0 untuk setiap A ∈ H3, dan
S2 : ε(01)(10)Aε(10)(11)A = 0 untuk setiap A ∈ H3.

ε̄31 =



0 0 t1 x2 0 x4 0 0
0 0 x7 0 0 t10 x11 0
t1 x7 0 0 0 0 0 0
x2 0 0 0 0 x18 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
x4 t10 0 x18 0 0 0 0
0 x11 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


.
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5. Langkah 5: R4 = {ε ∈ R(S3 ∪ S0 ∪ S1 ∪ S2 ∪ S3) | ε(01)(10) ̸= 0},
S0 : ε(01)(10)Aε(22)(21)A = 0 untuk setiap A ∈ H3,
S1 : ε(01)(10)Aε(10)(11)Aε(01)(22)A = 0 untuk setiap A ∈ H3,
S2 : ε(01)(10)Aε(10)(11)A = 0 untuk setiap A ∈ H3, dan
S3 : ε(01)(10)Aε(02)(22)A = 0 untuk setiap A ∈ H3.

ε̄41 =



0 0 t1 x2 0 x4 0 x6

0 0 x7 x8 0 0 x11 0
t1 x7 0 0 0 x14 x15 0
x2 x8 0 0 0 0 0 x20

0 0 0 0 0 0 0 0
x4 0 x14 0 0 0 0 0
0 x11 x15 0 0 0 0 0
x6 0 0 0 x20 0 0 0


.

4.5 Ekivalensi solusi

Solusi yang telah diperoleh pada pembahasan sebelumnya dapat dikelompokkan berdasarkan
banyak entri nol dari 24 bilangan εij yang diperoleh. Pada paper ini hanya akan dibahas jumlah
entri nol sebanyak 0 dan 9. Untuk jumlah entri nol lainnya dapat dilihat pada lampiran di [6].

1. Jumlah entri nol: 0

Matriks kontraksi yang mungkin pada kasus ini adalah ε̄20. Untuk matriks normalisasi

α =



0 0 a10a01
a11

a01a20
a21

a01a11
a12

a01a22
a20

a01a12
a10

a01a21
a22

0 0 a02a10
a12

a02a20
a22

a02a11
a10

a02a22
a21

a02a12
a11

a02a21
a20

a10a01
a11

a02a10
a12

0 0 a10a11
a21

a10a22
a02

a10a12
a22

a10a21
a01

a01a20
a21

a02a20
a22

0 0 a20a11
a01

a10a22
a02

a20a12
a02

a20a21
a11

a01a11
a12

a02a11
a10

a10a11
a21

a20a11
a01

0 0 a11a12
a20

a11a21
a02

a01a22
a20

a02a22
a21

a10a22
a02

a10a22
a02

0 0 a22a12
a01

a22a21
a10

a01a12
a10

a02a12
a11

a10a12
a22

a20a12
a02

a11a12
a20

a22a12
a01

0 0
a01a21
a22

a02a21
a20

a10a21
a01

a20a21
a11

a11a21
a02

a22a21
a10

0 0


(12)

dimana

• a22 = p1 =
(t1)1/3(t15)1/3(t3)1/3(t20)2/3

(t14)2/3(t11)2/3(t6)2/3(t18)2/3

• a21 = p2 =
p1t13
t15

(
t1t5
t23

)1/3

• a11 =
√

p1t1
t3t15

• a12 =
√

p2t3
t5t13

• a10 =
p2
t13

√
t3t15
p1t1

• a01 =
p1t13
p2t3t15

• a02 =
1
t7

√
t1p1t13
p2t15t5
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• a20 =
p22t3t15
p1t13t2

.

diperoleh ε̄02 • α = εI dimana

εI =



0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0


. (13)

Karena matriks εI merupakan representasi dari aljabar Lie sl(3,C) dan ε̄02 •α = εI maka
aljabar Lie yang bersesuaian dengan ε̄02 isomorfik dengan sl(3,C).

2. Jumlah entri nol: 9

Terdapat dua matriks kontraksi yang memenuhi yaitu ε̄02 ketika x14 = 0 dan ketika x18 =
0. Untuk x14 = 0, notasikan matriks kontraksi tersebut sebagai ε9 dan untuk x18 = 0,
notasikan sebagai ε9,2. Untuk matriks normalisasi α1 dimana

• a01 = p1 =
(

t20
t1t6t18t5

)1/3

• a10 = p2 ̸= 0

• a11 = p1p2t1

• a22 = p3 =
√

p2(t1)2/3(t6)2/3

(t20)2/3t4(t18)1/3(t5)1/3

• a12 =
p21p2t1t6t18

t20

• a02 =
p21t1t5
t11

• a21 =
p2t1

p3t4t20

• a20 = p1p3t4

berlaku ε9 • α1 = ε9,I dimana

ε9,I =



0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 0 0


. (14)

Jadi ε9 ∼ ε9,I . Perhatikan bahwa ε9,I ekivalen dengan (ε9,I)
πA , A ∈ H3. Untuk memper-

oleh matriks-matriks di {(ε9,I)πA|A ∈ H3} dapat menggunakan software seperti MAT-
LAB. Untuk matriks normalisasi α2 dimana
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• a01 = p1 ̸= 0

• a10 = p2 ̸= 0

• a22 = p3 ̸= 0 ⇒ p1 =
p2(t14)2/3(t11)2/3(t6)1/3

(t1)1/3(t5)2/3(t20)1/3(t4)1/3
, p2 =

p3(t5)1/3(t20)2/3(t4)2/3

(t1)1/3(t14)1/3(t11)1/3(t6)1/3

• a20 = p1p3t4

• a11 = p1p2t1

• a12 =
p2
p1t5

• a21 =
p3
p1t6

• a02 =
p21t1t5
t11

berlaku ε9,2 • α2 = ε9,V III dimana

ε9,V III =



0 0 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0


(15)

sehingga ε9,2 ∼ ε9,V III . Karena ε9,V III ∈ {(ε9,I)πA|A ∈ H3} maka ε9,V III ∼ ε9,I .
Akibatnya, ε9,2 ∼ ε9,I . Jadi setiap aljabar Lie yang berkaitan dengan matriks kontraksi
dengan jumlah entri nol pada posisi indeks yang tidak relevan 9 isomorfik dengan aljabar
Lie yang berkaitan dengan ε9,I .

5 HASIL LAINNYA

Pada bagian ini akan ditunjukkan sedikit hasil pengamatan penulis (bukan merupakan hasil
lengkap).

5.1 Solusi kontraksi pertingkatan Pauli sl(2,C)

Dengan melakukan proses yang sama ketika membentuk kontraksi pertingkatan Pauli sl(3,C),
diperoleh bahwa hanya ada satu persamaan kontraksi yaitu e(01, 10, 11). Karena jumlah dari
indeksnya bernilai nol maka identitas Jacobi terpenuhi untuk berapapun nilai εij . Jadi solusinya,

ε =

 0 x1 x2

x1 0 x3

x2 x3 0

 , x1, x2, x3 ∈ C. (16)

5.2 Solusi kontraksi pertingkatan Pauli sl(4,C)

Dengan melakukan proses yang sama ketika membentuk kontraksi pertingkatan Pauli sl(3,C),
diperoleh bahwa terdapat 411 persamaan kontraksi yang dapat ditinjau. Penulis belum dapat
memperoleh solusi dari kontraksi pertingkatan pada sl(4,C) dikarenakan banyaknya persamaan
yang perlu ditinjau (diperlukan bantuan dari suatu algoritma pemrograman).
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5.3 Dekomposisi Levi dari solusi kontraksi pertingkatan Pauli sl(3,C)

Teori Levi (dekomposisi Levi) menyatakan bahwa untuk setiap aljabar Lie L yang berdi-
mensi hingga atas lapangan berkarakteristik 0, terdapat subaljabar Lie dari L yang semi seder-
hana, namakan S sehingga

L = S ⊕ SR(L). (17)

Perhatikan bahwa jika L semi sederhana maka L memiliki dekomposisi Levi yang trivial.
Karena aljabar Lie sl(3,C) semi sederhana dan aljabar Lie yang bersesuaian dengan matriks
ε̄02 isomorfik dengan sl(3,C) maka aljabar Lie tersebut memiliki dekomposisi Levi yang trivial.
Untuk solusi kontraksi lainnya, penulis belum dapat memutuskan apakah memiliki dekompo-
sisi Levi yang trivial atau tidak. Tetapi penulis memiliki konjektur bahwa solusi kontraksi
pertingkatan Pauli sl(3,C) memiliki dekomposisi Levi yang trivial.

6 KESIMPULAN

Dengan melakukan kontraksi, kita dapat memperoleh aljabar Lie yang baru. Pada kontraksi
pertingkatan Pauli sl(3,C) diperoleh aljabar Lie yang baru, dua diantaranya adalah aljabar Lie
yang bersesuaian dengan ε̄02 dimana isomorfik dengan sl(3,C) dan aljabar Lie yang bersesuaian
dengan ε9,I dimana tidak isomorfik dengan sl(3,C).
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