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BUKTI ALTERNATIF INTERPOLASI KOMPLEKS RUANG 

LEBESGUE DENGAN EKSPONEN PEUBAH

Dina Nur Amalina* dan Denny Ivanal Hakim

Program Studi Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Institut Teknologi 
Bandung, Indonesia

*e-mail: dina.n.amalina@gmail.com

Abstrak. Pada makalah ini, kami mengkaji ruang Lebesgue dengan eksponen peubah pada 

sebarang subhimpunan terukur dari ℝ𝑛. Khususnya, kami membahas suatu bukti alternatif dari 

deskripsi interpolasi kompleks metode pertama dan kedua dari ruang Lebesgue dengan 

eksponen peubah melalui hasil kali Calderon. Hasil deskripsi interpolasi kompleks metode 

pertama dan kedua dari ruang ini telah dibuktikan sebelumnya oleh Diening, dkk. Kami juga 

membuktikan inklusi ruang-ruang Lebesgue dengan eksponen peubah pada subhimpunan yang 

berukuran hingga, beserta kaitannya dengan interpolasi kompleks ruang ini. 

Kata Kunci: ruang Lebesgue, ruang Lebesgue dengan eksponen peubah, interpolasi kompleks, 

hasil kali Calderon. 

1 LATAR BELAKANG 

Ruang Lebesgue dengan eksponen peubah merupakan salah satu perumuman dari ruang 

Lebesgue yang telah diperkenalkan oleh Orlicz sejak 1931 [5]. Melalui pendekatan yang 

berbeda, ruang Lebesgue dengan eksponen peubah dapat memuat beberapa fungsi yang bukan 

termasuk pada suatu ruang Lebesgue 𝐿𝑝 untuk 0 < 𝑝 < ∞. Pendekatan yang digunakan adalah

mengubah pangkat konstanta 𝑝 sebagai fungsi peubah 𝑝(∙), sehingga tidak lagi memperhatikan 

daerah asal pengintegralan pada fungsi. 

Pada tahun 1964, Calderón melalui [2] mengenalkan interpolasi kompleks dan juga hasil 

kali Calderón sebagai abstraksi Teorema Interpolasi Riesz-Thorin. Diening dkk telah 

memberikan deskripsi interpolasi kompleks untuk ruang Lebesgue dengan eksponen peubah 

pada [3] dengan kondisi (𝑝𝑖(∙))
+

< ∞. Kemudian pada [4] Diening dkk memperumum hasil

sebelumnya yaitu fungsi terukur 𝑝𝑖(∙): 𝐴 → [1, ∞] merupakan sebarang anggota dari 𝒫(𝐴, 𝜇).

2 TUJUAN PENELITIAN 

Tujuan penelitian ini adalah memberikan alternatif bukti interpolasi kompleks metode 

pertama dan kedua pada ruang Lebesgue dengan eksponen peubah yang lebih elementer 

menggunakan berbagai kaitan antara interpolasi kompleks dengan hasil kali Calderón. Lebih 

lanjut kami menunjukkan bahwa ruang interpolasi kompleks ini merupakan ruang antara yang 

sejati melalui inklusi ruang Lebesgue dengan eksponen peubah pada himpunan berukuran 

hingga. 

mailto:dina.n.amalina@gmail.com
ASUS
Typewriter
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3 METODOLOGI 

Penelitian ini merupakan sebuah kajian studi literatur makalah-makalah berkaitan dengan 

interpolasi kompleks, hasil kali Calderón dan mengkaji ruang Lebesgue dengan eksponen 

peubah melalui buku karya Cruz-Uribe dan Fiorenza [1].  

4 HASIL DAN PEMBAHASAN 

4.1 Ruang Lebesgue dengan Eksponen Peubah 

Sebagai perumuman dari ruang Lebesgue, ruang Lebesgue dengan eksponen peubah 

memiliki pangkat berupa fungsi peubah. Berikut ini merupakan definisi dari fungsi peubah dan 

beberapa pendefinisian terkait fungsi peubah. Pada makalah ini subhimpunan terukur Ω ⊆ ℝ𝑛 

merupakan himpunan berukuran hingga. 

Definisi 4.1.1 [1] Misalkan 𝒫(Ω) merupakan himpunan semua fungsi terukur 𝑝(∙): Ω → [1, ∞]. 
Lebih jauh, 𝑝(∙) disebut sebagai fungsi eksponen. Untuk 𝑝(∙) ∈ 𝒫(Ω) dapat didefinisikan 

notasi 𝑝− = ess inf
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥) , 𝑝+ = ess sup
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥). Didefinisikan pula subhimpunan dari Ω sebagai 

berikut:  

Ω1
𝑝(∙) = {𝑥 ∈ Ω: 𝑝(𝑥) = 1}, Ω∞

𝑝(∙) = {𝑥 ∈ Ω: 𝑝(𝑥) = ∞}, Ω∗
𝑝(∙) = {𝑥 ∈ Ω: 1 < 𝑝(𝑥) < ∞}. 

Eksponen konjugat dari 𝑝(∙), dinotasikan dengan 𝑝′(∙), didefinisikan sebagai 
1

𝑝(𝑥)
+

1

𝑝′(𝑥)
= 1. 

Berikut merupakan definisi dari ruang Lebesgue dengan eksponen peubah.  

Definisi 4.1.2 [1] Ruang Lebesgue dengan eksponen peubah 𝐿𝑝(∙)(Ω) didefinisikan sebagai 

himpunan dari fungsi terukur 𝑓 sehingga untuk 𝑝(∙) ∈ 𝒫(Ω) berlaku   

𝜌(𝑓/𝜆) = ∫ |𝑓(𝑥)/𝜆|𝑝(𝑥)

Ω\Ω∞
𝑝(∙)

+ ‖𝑓/𝜆‖𝐿∞ < ∞ 

untuk suatu 𝜆 > 0.  

Dengan norma untuk 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(∙) didefinisikan dengan 

‖𝑓‖
𝐿𝑝(∙) = inf  {𝜆 > 0: 𝜌𝑝(∙) (

𝑓

𝜆
) ≤ 1}. 

Catatan 4.1.3 Untuk 𝑝(∙) = 𝑝 maka 𝐿𝑝(∙)(Ω) = 𝐿𝑝(Ω).  
Berdasarkan definisi norma pada ruang Lebesgue dengan eksponen peubah dapat diperoleh 

beberapa sifat terkait norma dari ruang Lebesgue dengan eksponen peubah. 

Proposisi 4.1.4 [1] Misalkan 𝑝(∙) ∈ 𝒫(Ω) dengan 𝑝(∙)/𝛼 ∈ 𝒫(Ω) sedemikian sehingga 

|Ω∞| = 0 maka untuk setiap 𝛼 > 0, ‖|𝑓|𝛼‖
𝐿

𝑝(∙)
𝛼

= ‖𝑓‖
𝐿𝑝(∙)
𝛼 untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(∙)(Ω). 

Proposisi 4.1.5 [6] Misalkan 𝑝(∙),𝑞(∙) ∈ 𝒫(Ω). Jika 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(∙) dengan ‖𝑓‖
𝐿𝑝(∙) ≤ 1 maka 

‖|𝑓|
𝑝(∙)

𝑞(∙)‖
𝐿𝑞(∙)

≤ 1. 

4.2 Inklusi Ruang Lebesgue dengan Eksponen Peubah 

Ruang Lebesgue dengan eksponen peubah pada himpunan berukuran hingga juga memiliki 

inklusi dari kedua ruang berdasarkan urutan dari pangkatnya. Dalam penelitian ini khususnya 

akan disampaikan beberapa inklusi dari subhimpunan berukuran hingga. 

Teorema 4.2.1 [1] Misalkan 𝒑(∙), 𝒒(∙) ∈ 𝓟(𝛀). Misalkan |𝛀\𝛀∞
𝒑(∙)

| < ∞, maka 𝑳𝒒(∙)(𝛀) ⊂

𝑳𝒑(∙)(𝛀) jika dan hanya jika 𝒑(𝒙) < 𝒒(𝒙) hampir dimana-mana  

‖𝒇‖
𝑳𝒑(∙) ≤ (𝟏 + |𝛀\𝛀∞

𝒑(∙)
|) ‖𝒇‖

𝑳𝒒(∙) . 

Berikut ini akan disampaikan contoh yang menunjukkan inklusi tersebut sejati.  
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Contoh 4.2.2 Misalkan 𝑓(𝑥) = |𝑥|−1/𝑞 untuk 𝑥 ∈ [−1,1]. Definisikan 𝑝(∙) = 𝑝 dan 𝑞(∙) = 𝑞.  

Untuk 𝑝 < 𝑞, diperoleh 

‖𝑓‖
𝐿𝑝(∙) = ‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

1

−1

)

1/𝑝

= (∫ |𝑥|−𝑝/𝑞 𝑑𝑥
1

−1

 )

1/𝑝

< ∞ 

‖𝑓‖
𝐿𝑞(∙) = ‖𝑓‖𝐿𝑞 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥

1

−1

)

1/𝑞

= (∫ |𝑥|−𝑞/𝑞 𝑑𝑥
1

−1

)

1/𝑞

= ∞. 

Hal ini menunjukkan 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(∙)([−1,1]) namun 𝑓 ∉ 𝐿𝑞(∙)([−1,1]). 
Pada Teorema 4.2.3 akan disampaikan inklusi antara ruang Lebesgue dengan eksponen 

peubah dengan 𝐿𝑝− dan 𝐿𝑝+. Contoh 4.2.4 akan menunjukkan inklusi tersebut sejati. 

Teorema 4.2.3 [1] Misalkan 𝑝(∙) ∈ 𝒫(Ω) dengan 1 ≤ 𝑝− < 𝑝(𝑥) < 𝑝+ ≤ ∞, 𝑥 ∈ Ω dan 

|Ω∞
𝑝+| = 0 maka 𝐿𝑝(∙)(Ω) ⊆ 𝐿𝑝−(Ω) + 𝐿𝑝+(Ω). 

Contoh 4.2.4 Misalkan 𝑓(𝑥) = |𝑥|−1  dengan 𝑝(𝑥) = {
|𝑥|−1, 𝑥 ≠ 0

0, 𝑥 = 0
 untuk 𝑥 ∈ [−2,2]. Maka 

𝑝− =
1

2
 dan 𝑝+ = +∞. Misalkan 𝑓 = 𝑓0 + 𝑓1 dengan 𝑓0 = 𝑓𝜒{𝑥∈[−2,2]:|𝑓(𝑥)|>1} dan 𝑓1 =

𝑓𝜒{𝑥∈[−2,2]:|𝑓(𝑥)|≤1}. Maka, 

‖𝑓‖𝐿𝑝−+𝐿𝑝+ ≤ ‖𝑓0‖𝐿𝑝− + ‖𝑓1‖𝐿𝑝+ ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝−

1

−1

𝑑𝑥)

1/𝑝−

+ ‖𝑓‖𝐿∞ 

≤ (∫ |𝑥|−
1
2

1

−1

𝑑𝑥)

1
𝑝−

+ 1 < ∞. 

Teorema berikut menyatakan bahwa ruang Lebesgue dengan eksponen peubah merupakan 

ruang antara dari ruang 𝐿𝑝0(∙) dan 𝐿𝑝1(∙). 
Teorema 4.2.5 Misalkan 𝑝0(∙), 𝑝1(∙) ∈ 𝒫(Ω) dengan 1 ≤ 𝑝0(𝑥) < 𝑝1(𝑥) ≤ ∞ untuk 𝑥 ∈ Ω 

dan |Ω∞
𝑝1(∙)

|. Jika 𝑝(∙) ∈ 𝒫(Ω) yang didefinisikan oleh 
1

𝑝(𝑥)
=

1−𝜃

𝑝0(𝑥)
+

𝜃

𝑝1(𝑥)
 dengan 𝜃 ∈ (0,1) 

maka 𝐿𝑝0(∙)(Ω) ∩ 𝐿𝑝1(∙)(Ω) ⊂ 𝐿𝑝(∙)(Ω) ⊂ 𝐿𝑝0(∙)(Ω) + 𝐿𝑝1(∙)(Ω). 

Inklusi 𝐿𝑝0(∙)(Ω) ∩ 𝐿𝑝1(∙)(Ω) ⊂ 𝐿𝑝(∙)(Ω) dapat dibuktikan dengan menggunakan 

ketaksamaan Hölder dan definisi norma pada irisan dua ruang. Kemudian inklusi lainnya, dapat 

dibuktikan dengan mendefinisikan 𝑓0 = 𝑓𝜒{𝑥∈Ω:|𝑓(𝑥)|≤1} dan 𝑓1 = 𝑓 − 𝑓0 di mana ‖𝑓‖
𝐿𝑝(∙) = 1. 

4.3 Hasil Kali Calderon Ruang Lebesgue dengan Eksponen Peubah 

Berikut akan dibahas hasil kali Calderón pada ruang Lebesgue dengan eksponen peubah. 

Namun sebelum itu akan disampaikan definisi dari hasil kali Calderón melalui definisi berikut. 

Definisi 4.3.1 [2] Misalkan (𝑋0, 𝑋1) adalah pasangan ruang Banach dari fungsi terukur pada 

Ω ⊂ ℝ𝑛 dan 𝜃 ∈ (0,1). Hasil kali Calderón antara 𝑋0 dan 𝑋1 didefinisikan sebagai: 

𝑋0
1−𝜃𝑋1

𝜃 ≔ {𝑓: |𝑓(𝑥)| ≤ |𝑓0(𝑥)|1−𝜃|𝑓1(𝑥)|𝜃 hdm, 𝑓0 ∈ 𝑋0, 𝑓1 ∈ 𝑋1}. 

Untuk 𝑓 ∈ 𝑋0
1−𝜃𝑋1

𝜃 norma pada 𝑋0
1−𝜃𝑋1

𝜃 didefinisikan dengan  

‖𝑓‖
𝑋0

1−𝜃𝑋1
𝜃 ≔ inf{‖𝑓0‖𝑋0

1−𝜃‖𝑓1‖𝑋1

𝜃 : |𝑓(𝑥)| ≤ |𝑓0(𝑥)|1−𝜃|𝑓1(𝑥)|𝜃}. 

Adapun hasil kali Calderón pada ruang Lebesgue dengan eksponen peubah dinyatakan pada 

Teorema 4.3.2 berikut ini memiliki hasil yang serupa dengan [7] namun menggunakan 

pembuktian yang berbeda. 

Teorema 4.3.2 [7] Misalkan 𝑝0(∙), 𝑝1(∙) ∈ 𝒫(Ω) dan 𝜃 ∈ (0,1). Jika 𝑝(∙) ∈ 𝒫(Ω) 

didefinisikan oleh 
1

𝑝(𝑥)
=

1−𝜃

𝑝0(𝑥)
+

𝜃

𝑝1(𝑥)
 untuk setiap 𝑥 ∈ Ω, maka  
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(𝐿𝑝0(∙)(Ω))
1−𝜃

(𝐿𝑝1(∙)(Ω))
𝜃

= 𝐿𝑝(∙)(Ω). 

Inklusi (𝐿𝑝0(∙)(Ω))
1−𝜃

(𝐿𝑝1(∙)(Ω))
𝜃

⊂ 𝐿𝑝(∙)(Ω) dapat dibuktikan dengan ketaksamaan 

Hölder dan sifat pada Proposisi 4.1.4. Untuk membuktikan inklusi 𝐿𝑝(∙) ⊂

(𝐿𝑝0(∙)(Ω))
1−𝜃

(𝐿𝑝1(∙)(Ω))
𝜃

 dapat digunakan sifat pada Proposisi 4.1.5. 

4.4 Interpolasi Kompleks Ruang Lebesgue dengan Eksponen Peubah 

Pada makalah ini diasumsikan bahwa (𝑋0, 𝑋1) adalah ruang Banach yang kompatibel yakni 

terdapat ruang vektor topologi Hausdorff 𝑍 sedemikian sehingga 𝑋0 dan 𝑋1 merupakan 

subruang dari 𝑍 dan inklusi dari 𝑋0 dan 𝑋1 ke 𝑍 kontinu. Misalkan  𝑆̅ = {𝑧 ∈ ℂ: 0 ≤ Re 𝑧 ≤ 1} 

dan 𝑆 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 0 < Re 𝑧 < 1}. 
Berikut akan disampaikan definisi fungtor interpolasi kompleks metode pertama. 

Definisi 4.4.1 [2] Fungtor ℱ(𝑋0, 𝑋1) adalah ruang semua fungsi kontinu dan terbatas 𝐹: 𝑆̅ →
𝑋0 + 𝑋1 yang analitik pada 𝑆 dan memenuhi fungsi 𝑡 ↦ 𝐹(𝑗 + 𝑖𝑡), dengan 𝑗 = 0,1 merupakan 

fungsi kontinu dari ℝ ke 𝑋𝑗.  Norma di ℱ didefinisikan dengan  

‖𝐹‖ℱ = maks
𝑗=0,1

sup
𝑡∈ℝ

‖𝐹(𝑗 + 𝑖𝑡)‖𝑋𝑗
. 

Berikut merupakan definisi dari interpolasi kompleks pertama. 

Definisi 4.4.2 [2] Misalkan 𝜃 ∈ [0,1]. Definisikan  
[𝑋0, 𝑋1]𝜃 = {𝑓 ∈ 𝑋0 + 𝑋1 ∶ 𝑓 = 𝐹(𝜃), 𝐹 ∈ ℱ(𝑋0, 𝑋1)}. 

Norma pada [𝑋0, 𝑋1]𝜃 didefinisikan dengan  

‖𝑓‖[𝑋0,𝑋1]𝜃
= inf{‖𝐹‖ℱ: 𝑓 = 𝐹(𝜃), untuk suatu 𝐹 ∈ ℱ}. 

Adapun kaitan antara interpolasi kompleks pertama dengan hasil kali Calderón dari 

pasangan (𝑋0, 𝑋1) adalah sebagai berikut. 

Lema 4.4.3 [2] Untuk 𝜃 ∈ [0,1] berlaku [𝑋0, 𝑋1]𝜃 ⊆ 𝑋0
1−𝜃𝑋1

𝜃 . 
Selanjutnya akan disampaikan definisi fungtor interpolasi kompleks metode kedua. 

Definisi 4.4.4 [2] Fungtor  𝒢(𝑋0, 𝑋1) adalah ruang semua fungsi kontinu 𝐺: 𝑆̅ → 𝑋0 + 𝑋1 yang 

analitik pada 𝑆 dan memenuhi: 

1) ‖𝐺(𝑧)‖𝑋0+𝑋1
≤ 𝑐(1 + |𝑧|) untuk suatu 𝑐 > 0 dan 𝑧 ∈ 𝑆̅. 

2) Fungsi 𝑡 ↦ 𝐺(𝑗 + 𝑖𝑡), dengan 𝑗 = 0,1 merupakan fungsi kontinu Lipschitz dari ℝ ke 𝑋𝑗 dan  

max
𝑗=0,1

sup
𝑡1≠𝑡2

‖
𝐺(𝑗 + 𝑖𝑡2) − 𝐺(𝑗 + 𝑖𝑡1)

𝑡2 − 𝑡1
‖

𝑋𝑗

< ∞. 

Dengan norma pada 𝒢(𝑋0, 𝑋1) didefinisikan seperti pada poin 2. 

Berikut merupakan definisi dari interpolasi kompleks pertama. 

Definisi 4.4.5 [2] Misalkan 𝜃 ∈ [0,1]. Definisikan, 

[𝑋0, 𝑋1]𝜃 = {𝑔 ∈ 𝑋0 + 𝑋1 ∶ 𝑔 = 𝐺′(𝜃), 𝐺 ∈ 𝒢(𝑋0, 𝑋1)}. 
Norma pada [𝑋0, 𝑋1]𝜃 didefinisikan dengan  

‖𝑔‖[𝑋0,𝑋1]𝜃 = inf{‖𝐺‖𝒢: 𝑔 = 𝐺′(𝜃), untuk suatu 𝐺 ∈ 𝒢(𝑋0, 𝑋1)}. 

Adapun kaitan antara interpolasi kompleks kedua dengan hasil kali Calderón dari pasangan 
(𝑋0, 𝑋1) adalah sebagai berikut. 

Lema 4.4.6 [2] Untuk 𝜃 ∈ [0,1] maka 𝑋0
1−𝜃𝑋1

𝜃 ⊆ [𝑋0, 𝑋1]𝜃. 
Adapun deskripsi interpolasi kompleks metode pertama ruang Lebesgue dengan eksponen 

peubah yang telah dibuktikan oleh Diening dkk pada [3, 4] sebagai berikut. 
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Teorema 4.4.7 [3, 4] Misalkan 𝑝𝑖(∙) ∈ 𝒫(Ω) dan 𝜃 ∈ [0,1] dengan 1 ≤ 𝑝0(∙), 𝑝1(∙) ≤ ∞. 

Definisikan 𝑝(∙) ∈ 𝒫(Ω) dengan 
1

𝑝(𝑥)
=

1−𝜃

𝑝0(𝑥)
+

𝜃

𝑝1(𝑥)
 untuk setiap 𝑥 ∈ Ω, maka 

[𝐿𝑝0(∙)(Ω), 𝐿𝑝1(∙)(Ω)]
𝜃

= 𝐿𝑝(∙)(Ω). 

Bukti alternatif untuk membuktikan Teorema 4.4.7 dapat dengan menggunakan Lema 4.4.3 

untuk menunjukkan inklusi [𝐿𝑝0(∙)(Ω), 𝐿𝑝1(∙)(Ω)]
𝜃

⊂ 𝐿𝑝(∙)(Ω). Selanjutnya untuk membuktikan 

inklusi sebaliknya, dapat dengan mendefinisikan  

𝐹(𝑧) = |𝑓(𝑥)|
(1−𝑧)𝑝(𝑥)

𝑝0(𝑥)
+

𝑧𝑝(𝑥)

𝑝1(𝑥)sgn(𝑓(𝑥)).    (1) 

Kemudian dengan menunjukkan bahwa 𝐹 ∈ ℱ (𝐿𝑝0(∙)(Ω), 𝐿𝑝1(∙)(Ω)) dengan menggunakan 

definisi dari fungtor ℱ akan diperoleh inklusi yang diinginkan. Untuk menunjukkan bahwa 𝐹 ∈

ℱ (𝐿𝑝0(∙)(Ω), 𝐿𝑝1(∙)(Ω)) dapat dengan menggunakan kedua Lema berikut.  

Lema 4.4.8 Dengan asumsi yang sama seperti pada Teorema 4.4.7. Jika 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(∙)(Ω) dan 

definisikan 𝐹 seperti persamaan (1), maka ‖𝐹0‖
𝐿𝑝0(∙) = 1 dan ‖𝐹1‖

𝐿𝑝1(∙) = 1.  

Lema ini dapat dibuktikan dengan definisi norma pada masing-masing ruang dan 

mendefinisikan 𝐹0 = 𝑓𝜒
{𝑥:|𝑓(𝑥)|

(
𝑝(𝑥)

𝑝1(𝑥)
−

𝑝(𝑥)
𝑝0(𝑥)

)
≤1}

 dan 𝐹1 = 𝐹 − 𝐹0 dimana ‖𝑓‖
𝐿𝑝(∙) = 1. 

Lema 4.4.9 Dengan asumsi yang sama seperti pada Teorema 4.4.7. Jika 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(∙)(Ω) dan 

definisikan 𝐹 seperti persamaan (1), maka fungsi 𝑡 ↦ 𝐹(𝑗 + 𝑖𝑡), dengan 𝑗 = 0,1 merupakan 

fungsi kontinu dari ℝ ke 𝐿𝑝𝑗(∙)(Ω). 

Untuk membuktikan Lema 4.4.9 dapat dengan menggunakan fakta, |𝐹(𝑖𝑡)| = |𝑓(𝑥)|
𝑝(𝑥)

𝑝0(𝑥) 

dan |𝐹(1 + 𝑖𝑡)| = |𝑓(𝑥)|
𝑝(𝑥)

𝑝1(𝑥) . Karena 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(∙) diperoleh bahwa 𝜌𝑝0(∙)(𝐹(𝑖𝑡)) < ∞ dan 

𝜌𝑝1(∙)(𝐹(1 + 𝑖𝑡)) < ∞.  

Melalui Lema 4.4.8 akan diperoleh bahwa sup
𝑧∈�̅�

{‖𝐹(𝑧)‖
𝐿𝑝0(∙)+𝐿𝑝1(∙)} < ∞. Hal ini 

menunjukkan bahwa 𝐹 kontinu dan terbatas pada 𝑆̅ dengan norma ‖𝐹(𝑧)‖
𝐿𝑝0(∙)+𝐿𝑝1(∙). Dari 

Lema 4.4.9 serta fakta bahwa fungsi pangkat selalu memiliki turunan pertama sehingga 𝐹 

analitik untuk setiap 𝑧 ∈ 𝑆, maka 𝐹 ∈ ℱ (𝐿𝑝0(∙)(Ω), 𝐿𝑝1(∙)(Ω)). Dari pendefinisian 
1

𝑝(𝑥)
=

1−𝜃

𝑝0(𝑥)
+

𝜃

𝑝1(𝑥)
 maka untuk 𝑧 = 𝜃, 𝐹(𝜃) = 𝑓(𝑥) untuk setiap 𝑥 ∈ Ω. Berdasarkan definisi 

[𝐿𝑝0(∙)(Ω), 𝐿𝑝1(∙)(Ω)]
𝜃
 maka 𝑓 ∈ [𝐿𝑝0(∙)(Ω), 𝐿𝑝1(∙)(Ω)]

𝜃
. 

Pada Teorema 4.4.10 akan disampaikan deskripsi interpolasi kompleks metode kedua ruang 

Lebesgue dengan eksponen peubah. 

Teorema 4.4.10 Misalkan 𝑝𝑖(∙) ∈ 𝒫(Ω) dan 𝜃 ∈ [0,1] dengan 1 ≤ 𝑝0(∙), 𝑝1(∙) ≤ ∞. 

Definisikan 𝑝(∙) ∈ 𝒫(Ω) dengan 
1

𝑝(𝑥)
=

1−𝜃

𝑝0(𝑥)
+

𝜃

𝑝1(𝑥)
 untuk setiap 𝑥 ∈ Ω, maka 

[𝐿𝑝0(∙)(Ω), 𝐿𝑝1(∙)(Ω)]
𝜃

= 𝐿𝑝(∙)(Ω). 
Bukti alternatif untuk membuktikan Teorema 4.4.10 dapat dengan mengguakan Lema 4.4.6 

untuk menunjukkan inklusi 𝐿𝑝(∙)(Ω) ⊂ [𝐿𝑝0(∙)(Ω), 𝐿𝑝1(∙)(Ω)]
𝜃
 dan untuk membuktikan inklusi 

sebaliknya, definisikan 𝐺(𝑧) = ∫ 𝐹(𝑤)
𝑧

𝜃
𝑑𝑤, dengan definisi 𝐹(𝑧) seperti persamaan (1). 

Kemudian dengan menunjukkan 𝐺′(𝜃) = 𝐹(𝜃) ≤ |𝑔0|1−𝜃|𝑔1|𝜃 dengan 𝑔0 ∈ 𝐿𝑝0(∙) dan 𝑔1 ∈

𝐿𝑝1(∙) akan diperoleh inklusi yang diinginkan. 
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Selanjutnya akan disampaikan akibat langsung dari Teorema 4.4.7 bahwa interpolasi 

kompleks metode pertama ruang Lebesgue dengan eksponen peubah merupakan ruang antara 

sejati dari pasangan ruang (𝐿𝑝(∙), 𝐿𝑞(∙)). 

Teorema 4.4.11 Misalkan 𝑝(∙), 𝑞(∙) ∈ 𝒫(Ω) dengan 1 < 𝑝(𝑥) < 𝑞(𝑥) < ∞ untuk 𝑥 ∈ Ω. Jika 

𝜃 ∈ (0,1) maka 

𝐿𝑝(∙)(Ω) ∩ 𝐿𝑞(∙)(Ω) ⊂ [𝐿𝑝(∙)(Ω), 𝐿𝑞(∙)(Ω)]
𝜃

⊂ 𝐿𝑝(∙)(Ω) + 𝐿𝑞(∙)(Ω) 

dan inklusi di atas adalah inklusi sejati. 

Untuk membuktikan Teorema 4.4.11 dapat dengan menggunakan hasil dari interpolasi 

kompleks metode pertama pada Teorema 4.4.7 dan inklusi pada Teorema 4.2.1. Persisnya, 

[𝐿𝑝(∙)(Ω), 𝐿𝑞(∙)(Ω)]
𝜃

= 𝐿𝑟(∙)(Ω) dan 𝐿𝑞(∙) ⊂ 𝐿𝑟(∙) ⊂ 𝐿𝑝(∙) dengan 𝑟(∙) ∈ 𝒫(Ω) yang 

didefinisikan oleh 
1

𝑟(𝑥)
=

1−𝜃

𝑝(𝑥)
+

𝜃

𝑞(𝑥)
. Lebih lanjut, 𝐿𝑝(∙)(Ω) ∩ 𝐿𝑞(∙)(Ω) = 𝐿𝑞(∙) dan 𝐿𝑝(∙)(Ω) +

𝐿𝑞(∙)(Ω) = 𝐿𝑝(∙). Perhatikan bahwa, hasil interpolasi kompleks metode pertama dan kedua pada 

ruang Lebesgue dengan eksponen peubah menghasilkan ruang yang sama. Oleh karena itu, 

𝐿𝑝(∙)(Ω) ∩ 𝐿𝑞(∙)(Ω) ⊂ [𝐿𝑝(∙)(Ω), 𝐿𝑞(∙)(Ω)]
𝜃

⊂ 𝐿𝑝(∙)(Ω) + 𝐿𝑞(∙)(Ω) 

juga merupakan inklusi sejati. 

5 KESIMPULAN  

Deskripsi interpolasi kompleks metode pertama dan kedua ruang Lebesgue dengan eksponen 

peubah dapat diperoleh melalui deskripsi hasil kali Calderónnya. Dari inklusi sejati antara dua 

ruang Lebesgue dengan eksponen peubah akan diperoleh bahwa interpolasi kompleks pertama 

dan kedua merupakan ruang antara sejati dari pasangan ruangnya. 
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