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SEGITIGA TITIK CIRCUMCENTER PADA MODIFIKASI TEOREMA
NAPOLEON

Yunisa Fadhilah Hartatit", Mashadi?

Program Studi Pendidikan Matematika, STKIP Insan Madani Airmolek, Indonesia
2Program Studi Magister Matematika, Universitas Riau, Indonesia
“e-mail: yunisa_fadhilah@yahoo.co.id

Abstrak. Tulisan ini membahas tentang segitiga titik circumcenter pada modifikasi teorema
napoleon yaitu jika disetiap sisi bagian luar suatu segitiga asal dibangun masing-masing
sebuah segitiga sama kaki dengan tingginya dua kali tinggi segitiga sama sisi. Titik-titik
circumcenter dari tiga segitiga sama kaki bagian luar tersebut akan membentuk segitiga yang
baru yang sesuai dengan segitiga asalnya. Artinya jika segitiga asalnya sama kaki, maka
segitiga baru yang terbentuk juga merupakan segitiga sama kaki. Kemudian jika segitiga
asalnya sama sisi, maka segitiga baru yang terbentuk juga merupakan segitiga sama sisi.
Selanjutnya jika segitiga asalnya sembarang, maka segitiga baru yang terbentuk juga
merupakan segitiga sembarang.

Kata kunci: circumcenter, modifikasi, segitiga, teorema Napoleon.

1 PENDAHULUAN

Teorema Napoleon ditemukan oleh Napoleon Bonaparte (1769-1821). Setelah empat tahun
meninggalnya Napoleon, teorema ini dipublikasikan pertama kali di New Mathematical
Question. Dalam Mashadi [1] dikatakan bahwa jika di setiap sisi suatu segitiga sembarang
dibangun masing-masing sebuah segitiga sama sisi mengarah keluar. Pusat-pusat dari tiga
segitiga tersebut membentuk segitiga sama sisi yang baru disebut segitiga luar Napoleon.
Dalam Mashadi [2, 3] juga dijelaskan bahwa circumcenter adalah titik pusat lingkaran luar
segitiga.

Tahun 2016 Valentika, dkk. [4] membahas tentang pengembangan teorema Napoleon pada
jajaran genjang untuk kasus mengarah keluar yaitu jika persegi dibangun pada setiap sisinya
maka keempat titik pusat persegi tersebut akan membentuk persegi yang disebut segi empat
Napoleon luar. Kemudian pada tahun 2018 Yuliardani, dkk. [5] membahas tentang
pengembangan teorema Napoleon pada segi enam beraturan untuk kasus mengarah keluar.
Selanjutnya pada tahun 2020, Yunisa, dkk. [6] membahas tentang segitiga titik nagel pada
modifikasi teorema Napoleon.

Teorema 1. Diketahui AABC segitiga sama kaki. Pada setiap sisi AABC dibangun segitiga
sama kaki AABD, ABCE dan AACF mengarah keluar. Tinggi AABD, ABCE dan AACF adalah
dua kali tinggi jika segitiganya sama sisi. Misalkan N1, N> dan N3 adalah titik Nagel dari
segitiga sama kaki yang dibangun mengarah keluar. Jika ketiga titik Nagel tersebut
dihubungkan, maka terbentuk segitiga sama kaki AN; N, N.
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Yunisa Fadhilah Hartati, Mashadi

Gambar 1. Segitiga Titik Nagel pada Modifikasi Teorema Napoleon pada Segitiga sama kaki

Dari penjelasan singkat mengenai teorema Napoleon tersebut, maka pada tulisan ini
penulis melanjutkan penelitian tentang segititiga titik Circumcenter pada modifikasi teorema
Napoleon.

2 HASIL

Tulisan ini membahas mengenai segitiga titik Circumcenter pada modifikasi teorema
Napoleon yaitu akan ditunjukkan bahwa jika segitiga asal adalah segitiga sama kaki, maka
segitiga baru yang terbentuk dari menghubungkan titik Circumcenter tersebut juga merupakan
segitiga sama kaki. Selanjutnya jika segitiga asal adalah segitiga sama sisi, maka segitiga baru
yang terbentuk dari menghubungkan titik Circumcenter juga merupakan segitiga sama sisi.
Kemudian jika segitiga asal adalah segitiga sembarang, maka segitiga baru yang terbentuk
dari menghubungkan titik Circumcenter tersebut juga merupakan segitiga sembarang. Hal
tersebut akan dibuktikan dengan cara menghitung panjang sisi dari segitiga baru tersebut.

2.1 Modifikasi Teorema Napoleon pada Segitiga Sama Kaki

Teorema 2. Diketahui A ABC segitiga sama kaki. Pada setiap sisi AABC dibangun segitiga
sama kaki AABD, ABCE dan AACF mengarah keluar. Dimana tinggi AABD, ABCE dan
AACF adalah dua kali tinggi jika segitiganya sama sisi. Misalkan C1, C, dan C3 adalah titik
Circumcenter dari segitiga sama kaki yang dibangun mengarah keluar. Jika ketiga titik
Circumcenter tersebut dihubungkan, maka terbentuk segitiga sama kaki AC; C,Cs.
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Gambar 2. Modifikasi Teorema Napoleon pada Segitiga sama kaki
Bukti. Untuk membuktikan AC;C,Cs.adalah segitiga sama kaki yaitu menggunakan
pendekatan trigonometri dan pendekatan luas AABC. Akan ditunjukkan panjang C;C; =
C,C5 + AC,C,.

AB=BC=a
AC=0b
D, J5 adalah garis tinggi AABD, sehingga,
Al =Bl =5 (1)
Karena ABD, adalah segitiga sama sisi dan siku-siku di J5, maka:
(DyJ3)? = (ADy)? — (4)5)?
_ 3a?
= a4
D,D = D,J; = E\/§ )
Sehingga,
DJs =2.D,J; = aV/3 3
Karena AABD sama kaki maka,
(AD)? = (BD)? = (4J3)* + (DJ3)?
— 13 2
= a4 a
AD = V13 (4)
Selanjutya luas AABD adalah
1
LAABD = Ealas .tinggi
a?/3
LAABD = > (5)

Karena AABC adalah segitiga sama kaki, maka segitiga AABD = ABCE. Kemudian
panjang jari-jari lingkaran luar AABD dimisalkan dengan r;. Panjang jari-jari lingkaran luar
ABCE dimisalkan dengan r, dan panjang jari-jari lingkaran luar AACF dimisalkan dengan 5.
Panjang sisi AABD sudah diketahui, maka panjang r; adalah
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Dengan cara yang sama, maka diperoleh

_ AB.BD.AD
" 4.LAABD

0. 4V13.9vT3

2
4.‘“/§

2
13aV3

T'1=7‘2= 24

(6)

(7)

Selanjutnya karena AJ;BC; adalah segitiga siku-siku, maka dengan teorema Phytagoras

diperoleh

U3C1)2 = (7”1)52 - (B]3)2

()

av10

C, =
1 4

(8)

Untuk AABC sama kaki, masing-masing sudutnya adalah: £A = 2C = a,4B = dan
karena AABC sama kaki maka £ABC; = «£CBC, dimisalkan dengan x. Maka dengan aturan

cosinus, panjang C; C, adalah:
(C1C)? = (r)? + ()% — 2.11.15 cos(B + 2x)

Untuk menghitung panjang C,C,, diperlukan nilai (r1)?, (13)?, (11.13) dan cos(B + 2x).
Maka selanjutnya hitung nilai cos(f + 2x). dengan terlebih dahulu mencari nilai cos(x),

cos(2x), sin(x), sin(2x), cos(B) dan sin(p).

Maka

Selanjutnya cari nilai sin x

Maka,

3

COS X = —
1

43
COS X = 13

cos 2x = 2.cos’x — 1

-73

2% = ——
COS 42X 169

: G
SsiInx = ——

"
_ 6V10
133
6v30

Sin X = 39

sin 2x = 2.sin x.cos x

_ . 6V30 4V3

" 39 13
- _ 48Y10
SINn 22X = 169

©9)

(10)

(11)

(12)
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Kemudian substitusikan nilai cos 2x dan sin 2x, maka diperoleh
cos(fB + 2x) = (cos B.cos 2x) — (sin S .sin 2x)

—73 . 48V10
=(cosﬁ.ﬁ)—<sm,8. 169 > (13)
Selanjutnya dengan menggunakan aturan cosinus penjumlahan dua sudut juga diperoleh
—73 _ 48V10
cos(a+2x) = (COSQ.E)—<SIHQ 169 > (14)
Dengan aturan cosinus diperoleh
2a% — b?
cos ,3 = T (15)
Dengan aturan cosinus diperoleh
a2
cosa = m (16)

Selanjutnya untuk menyederhanakan nilai sin S perhatikan gambar 3. Berdasarkan gambar
tersebut diketahui AABC adalah segitiga sama kaki dengan panjang AB = BC = a dan AC =
b. Tingginya adalah t dan misalkan LAABC = L

B

C
A

Gambar 3. AABC Sama Kaki

Maka,
_ 2L
sinf =22 (17)
Dengan cara yang sama juga akan diperoleh
_ 2L

Kemudian Substitusikan nilai (r;)?, (r,)?, (r;.73) dan cos(B + 2x), maka diperoleh
(C1C)? = (1)? + (1)? — 2.11.15 cos(B + 2x)

(13a\/§>2 <13a\/§>2
= +

24 24
, 13aV3)\ /13aV3\ [2a% — b? =73 2L 48V10
24 24 2a2 169 a?’ 169

121a2  73b?
GG :\/ 28 197 TLVIO (19)

Sehingga dengan cara yang sama akan diperoleh:
(C,C3)?% = ()% + (13)% — 2.15. 13 cos(a + 2x)
13av3\"  (13bV3)
-(50) (50
_, <13a\/§> (13b\/§> < a® =73 2L 48\/1_0>
24 24 2ab" 169 ab” 169
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105a? 169b?
Czcgzj o4 + 192 + LV10 20)

dan panjang sisi C, C5 adalah
(C1C3)? = (1)? + (13)? — 2.1y. 153 cos(a + 2x)

_ (13a\/§>2 N <13b\/§>2

24 24
_, <13a\/§> (13b\/§> < a> =73 2L 48\/1_0>

24 24 2ab 169 ab’ 169

105a2 169b2
1 3_\/ 64 192 +1V10 (21)

Dari bukti yang diperoleh di atas, terlihat bahwa sisi C;C; = C,C3; # C;C,. Sehingga
terbukti bahwa AC; C,C5 segitiga sama kaki.

2.2 Modifikasi Teorema Napoleon pada Segitiga Sama Sisi

Teorema 3. Diketahui AABC segitiga sama sisi. Pada setiap sisi AABC dibangun segitiga
sama kaki AABD, ABCE dan AACF mengarah keluar. Tinggi AABD, ABCE dan AACF adalah
dua kali tinggi jika segitiganya sama sisi. Misalkan C1, C, dan Cs adalah titik Circumcenter
dari segitiga sama kaki yang dibangun mengarah keluar. Jika ketiga titik Circumcenter
tersebut dihubungkan, maka terbentuk segitiga sama sisi AC;C,C5.

e
\\\%;«/l

F

Gambar 4. Modifikasi Teorema Napoleon pada Segitiga sama Sisi
Bukti. Untuk membuktikan AC;C,C; adalah segitiga sama sisi maka akan digunakan

pendekatan trigonometri dan pendekatan luas AABC. Akan ditunjukkan panjang C,C; =
C2C3 = C1C2.
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AB=BC=AC=a

Untuk menghitung panjang C,C,, diperlukan nilai (r;)?, (1,)?, (11.13) dan cos(fB + 2x).
Maka selanjutnya hitung nilai cos(f + 2x). Dengan terlebih dahulu mencari nilai cos(x),
cos(2x), sin(x), sin(2x), cos(B) dan sin(f). Diingatkan kembali bahwa jari-jari lingkaran
luar AABD dimisalkan dengan r, jari-jari lingkaran luar ABCE dimisalkan dengan r, dan jari-
jari lingkaran luar AACF dimisalkan dengan 7

Dengan konsep yang sama pada pembuktian modifikasi teorema Napoleon pada segitiga
sama kaki di atas, maka diperoleh
(C1C)? = (1)? + ()% — 2.17.15 cos(60° + 2x)

(13aV3\" | [(13aV3\’
-(50) +(50)
_, <13a\/§> (13a\/§> <1 ~73V3 1\/5 48\/1_0>
24 24 2° 169 2 7 169
C,C, = \/ a? (163—47 + 4@) 22)
Sehingga dengan cara yang sama akan diperoleh:
(C,C3)?% = (1,)% + (13)% — 2.15.15 cos(60° + 2x)
13av3)’  [13bV3)
-(50) +(5%)
13av/3\ (13bV/3) (1 —73 1\/_ 4810
_2< 24 )( 24 ><E'169 ~2V* 169 )
C,Csy = \/ a? <163—47 + 4@) 23)
Dan panjang sisi C; C5 adalah
(C1C3)? = (1)? + (13)? — 2.17. 7153 cos(60° + 2x)
13av3\’  [(13bV3\°
-(50) ()
13av/3\ (13bV/3) (1 —73 1\/_ 4810
_2< 24 )( 24 ><E'169 ~2V* 169 )
C,Cs = \/az (16%+ 4@) 24)

Dari bukti yang diperoleh di atas, terlihat bahwa sisi C;C; = C,C5 = C,C,. Sehingga
terbukti bahwa AC, C,C5 segitiga sama sisi.

2.3 Modifikasi Teorema Napoleon pada Segitiga Sembarang

Teorema 4. Diketahui A ABC segitiga sembarang. Pada setiap sisi A ABC dibangun segitiga
sama kaki A ABD, A BCE dan A ACF mengarah keluar. Dimana tinggi A ABD, A BCE dan
A ACF adalah dua kali tinggi jika segitiganya sama sisi. Misalkan C1, C, dan Cs adalah titik
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Circumcenter dari segitiga sama kaki yang dibangun mengarah keluar. Jika ketiga titik
Circumcenter tersebut dihubungkan, maka terbentuk segitiga sembarang AC,C,Cs.

F

Gambar 5. Modifikasi Teorema Napoleon pada Segitiga Sembarang
Bukti. Untuk membuktikan AC;C,C; adalah segitiga sembarang maka akan digunakan
pendekatan trigonometri dan pendekatan luas AABC. Selanjutnya, akan ditunjukkan panjang
C,C3 # C,C5 # C,C,.
AB=BC=AC=a

Untuk menghitung panjang C,C,, diperlukan nilai (r;)?, (1,)?, (11.13) dan cos(B + 2x).
Maka selanjutnya hitung nilai cos(f + 2x). Dengan terlebih dahulu mencari nilai cos(x),
cos(2x), sin(x), sin(2x), cos(B) dan sin(fB). Diingatkan kembali bahwa jari-jari lingkaran
luar AABD dimisalkan dengan 4, jari-jari lingkaran luar ABCE dimisalkan dengan r,, dan jari-
jari lingkaran luar AACF dimisalkan dengan 7

Dengan konsep yang sama pada pembuktian modifikasi teorema napoleon pada segitiga
sama kaki di atas, maka diperoleh
(C1C)? = (1)? + ()% — 2.11.15 cos(B + 2x)
_(13e3)" | (13aV3)’
24 24
, 13¢V3)\ (13aV3)\ (a? + c? —b? —73 2L 48V10
24 24 2ac "169 ac 169

121 73b?
— |22 (g2402) — V
C,C, \/48 (a?+c?) 192 + LV10

(25)
Sehingga dengan cara yang sama akan diperoleh:
(C,C3)? = (1) + (13)% — 2.715. 15 cos(y + 2x)
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_(13aV3\" | (130V3)°
-(57) +(5)
. <13a\/§) (13b\/§> <a2 + b2 —c? —73
24 24 2ac 169
2L 4810
“ab’ 169 >
2
C,C3 = \/% (a2+b?) — 713:;2 + LV10 (26)

Dan panjang sisi C; C5 adalah
(C1C3)? = (1)? + (13)? — 2.1y. 13 cos(a + 2x)

(133 2+ 13bV3\°
“\ 24 24
, 13¢vV3\ /13bV3\ (b% + 2 —a? —73 2L 48V10
24 24 2ac 169 bc 169
121 7302
C,C =\/E(b2+c2)— 5+ V10 (27)

Dari bukti yang diperoleh di atas, terlihat bahwa sisi C,C; # C,C3; # C,C,. Sehingga
terbukti bahwa AC; C,C5 segitiga sembarang.

3 KESIMPULAN

Tulisan ini membahas tentang segitiga titik Circumcenter pada modifikasi teorema
napoleon yaitu jika disetiap sisi bagian luar suatu segitiga asal dibangun masing-masing
sebuah segitiga sama kaki dengan tingginya dua kali tinggi jika segitiganya sama sisi. Titik-
titik Circumcenter dari tiga segitiga sama kaki bagian luar tersebut akan membentuk segitiga
yang baru yang sesuai dengan segitiga asal. Artinya jika segitiga asalnya sama kaki, maka
segitiga baru yang terbentuk juga merupakan segitiga sama kaki. Kemudian jika segitiga
asalnya sama sisi, maka segitiga baru yang terbentuk juga merupakan segitiga sama sisi.
Selanjutnya jika segitiga asalnya sembarang, maka segitiga baru yang terbentuk juga
merupakan segitiga sembarang.
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