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FUNGSI SIMETRI TERHADAP TITIK (a,b) DAN BEBERAPA
SIFATNYA

Firdaus Ubaidillah

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember, Indonesia
e-mail: firdaus.u@yahoo.com

Abstrak. Fungsi f: R — R dikatakan fungsi ganjil jika f(—x) = — f(x) untuk setiap v atau
Jika grafik fungsi f simetri terhadap titik asal, yakni titik (0, 0). Tujuan dalam tulisan ini
adalah memperkenalkan fungsi yang lebih umum dari fungsi ganjil, yang selanjutnya
dinamakan fungsi simetri terhadap titik (a, b). Selain itu, tulisan ini akan membahas beberapa
sifat dari fungsi simetri terhadap titik (a, b) yang diturunkan dari sifat-sifat fungsi ganjil yang
telah dikenal selama ini. Beberapa hasil yang diperoleh diantaranya kombinasi linear dua
fungsi simetri terhadap titik (a, b) merupakan fungsi simetri terhadap titik (a, 2b), integral
fungsi simetri ter-hadap titik (a, b) pada selang tertutup [a — ¢, a + c| bernilai 2bc untuk setiap
bilangan real c, dan lain-lain.

Kata Kunci: fungsi ganjil, fungsi simetri terhadap titik, grafik simetris.
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Firdaus Ubaidillah

1 PENDAHULUAN

Menurut [1], suatu fungsi f : R — R dikatakan fungsi ganjil jika berlaku f(—x) = — f(x)
untuk setiap x € R. Sebagai contoh, fungsi

f(z) =22 — 5z dan g(x) =sinz

keduanya merupakan fungsi ganjil karena berlaku f(—z) = 2(—z)3 —5(—z) = —(22® —5z) =
—f(x) dan g(—x) = sin (—z) = —sinz = —g(z). Sedangkan fungsi

h(z) =2* —32* + 31 + 1

bukan merupakan fungsi ganjil. Grafik fungsi ganjil simetri terhadap titik asal, yakni titik (0, 0).
Grafik fungsi ganjil f yang diberikan pada contoh di atas dapat dilihat pada Gambar 1.

2

6 -

Gambar 1: Grafik fungsi ganjil f(z) = 22® — 5z

Selain simetri terhadap titik asal, sifat-sifat fungsi ganjil yang lain diberikan sebagai berikut
[1,2,3].

1. Jika f fungsi ganjil, maka f(0) = 0.
2. Untuk sebarang fungsi f : R — R, maka fungsi g : R — R yang didefinisikan
g(x) = f(x) — f(—x), untuk setiap z € R
merupakan fungsi ganjil.

3. Kombinasi linear fungsi-fungsi ganjil merupakan fungsi ganjil, yakni jika a;,as, - - -, a,
bilangan-bilangan real dan f1, f5, - - -, f,, fungsi-fungsi ganjil, maka

arfi +agfo+ -+ anfn
merupakan fungsi ganjil.

4. Jika f dan g keduanya fungsi ganjil, maka fungsi komposisi fog merupakan fungsi ganjil.
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5. Diberikan ¢ € R dengan ¢ > 0. Jika f fungsi ganjil yang terintegral pada selang [—c, ¢],
maka

/_Ccf(x) dx = 0.

Selanjutnya, padang fungsi h(z) = 2® — 32? + 3x + 1 dan grafiknya yang diberikan pada
Gambar 2. Jika diperhatikan, bahwa fungsi h bukanlah fungsi ganjil karena h(—x) = (—z)% —
3(—1)* + 3(—x) + 1 # —h(x). Begitu pula grafik fungsi h tidak simetri terhadap titik asal.
Namun jika diperhatikan lebih seksama, bahwa grafik fungsi / sesungguhnya simetri, dalam

hal ini simetri terhadap titik (1, 2).

_gd

Gambar 2: Grafik fungsi h(x) = 2® — 32% + 3z + 1

Berdasarkan dari penjelasan di atas, permasalahannya adalah bagaimana mendefinisikan atau
menjelaskan bahwa suatu fungsi yang grafiknya simetri terhadap titik (@, b) merupakan peru-
muman dari fungsi ganjil. Setelah dapat mendefinisikan dengan baik pengertian fungsi simetri
terhadap titik (a, b), selanjutnya akan dikaji sifat-sifat fungsi simetri terhadap titik (a, b). Pada
[4] telah dikenalkan pengertian fungsi simetri terhadap garis + = a yang merupakan perumu-
man fungsi genap dan juga beberapa sifatnya.

2 METODOLOGI

Dalam mengenalkan istilah baru fungsi simetri terhadap titik (a, b) diperoleh setelah berhasil
memperumum pengertian fungsi ganjil. Fungsi ganjil adalah fungsi yang grafiknya simetri
terhadap titik asal, yakni titik (0, 0). Fungsi simetri terhadap titik (a, b) ini hasil memperumum
titik asal (0, 0) pada pengertian fungsi ganjil yang diganti dengan titik (a, b).

Selanjutnya, untuk menggali sifat-sifat fungsi simetri terhadap titik (a,b) diperoleh dari
menurunkan sifat-sifat fungsi ganjil yang sudah diberikan pada pendahuluan. Sifat-sifat fungsi
simetri terhadap titik (a, b) dituangkan dalam bentuk lema dan teorema-teorema dengan disertai
buktinya.

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Untuk mengawali hasil dan pembahasan ini, terlebih dahulu diberikan pengertian fungsi
simetri terhadap titik (a, b).
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Definisi 1. Diberikan (a,b) € R? dan fungsi f : R — R. Fungsi f disebut simetri terhadap
titik (a, b) jika terdapat fungsi h : R — R yang didefinisikan

h(z) = f(x +a)—b, untuk setiap v € R (1)

sehingga h merupakan fungsi ganjil.

Sebagai contoh, fungsi f(z) = 23 — 322 + 3z + 1 merupakan fungsi simetri terhadap titik (1, 2)
karena fungsi

hz) = flz+1)—2
(41?2 =3@x+1)°+3x+1)+1] -2
(:c +327 +3r+1)—-3(@* + 20+ 1) +3(x+1)+1] -2

merupakan fungsi ganjil.
Dari Definisi 1, diperoleh lema berikut.
Lema 2. Jika f fungsi simetri terhadap titik (a,b), maka f(a) = b.
Bukti:
Karena f fungsi simetri terhadap titik (a, b), menurut Definisi 1, terdapat fungsi ganjil A se-
hingga
hz)= f(xr+a)—b.
Karena itu, dari sifat fungsi ganjil h(0) = 0 sehingga diperoleh

Jadi diperoleh f(a) = b. O

Jika f fungsi simetri terhadap titik (a, b), berdasarkan Definisi 1, maka terdapat fungsi ganjil
h yang memenuhi persamaan (1)), sehingga diperoleh hubungan

h(—z) = —h(x)
flcr+a)=b = —[f(z+a) -
atau
fla—2x)+ fla+x) = 2b. (2)

Teorema 3. Jika f fungsi simetri terhadap titik (a,b), maka untuk setiap o € R fungsi o f
merupakan fungsi simetri terhadap titik (a, ab).

Bukti :
Karena f merupakan fungsi simetri terhadap titik (a, b), berdasarkan persamaan (2)) berlaku

fla—z)+ fla+z) = 2b. 3)
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Dengan mengalikan kedua ruas persamaan (3) dengan bilangan o € R, diperoleh
af(a—z)+af(a+x)=a2b

atau
(af)(a—x)+ (af)(a+ ) = 2(ab). 4)
Persamaan (4) mempunyai arti bahwa fungsi o f simetri terhadap titik (a, ab). U

Teorema 4. Jika f dan g keduanya fungsi simetri terhadap titik (a,b), maka f + g merupakan
fungsi simetri terhadap titik (a, 2b).

Bukti :
Karena f dan g merupakan fungsi-fungsi simetri terhadap titik (a, b), berdasarkan persamaan
(2) berlaku

fla—z)+ fla+z)=2b ®)

dan
gla—x)+gla+x)=2b 6)

Dengan menjumlahkan persamaan (5) dan persamaan (6)), diperoleh
[f(a—2z)+ fla+2)] + [g(a —x) + gla+ x)] = 2b+ 2b

atau
(f +9)a—x)+ (f +g)a+x) = 2(20),
yang berarti fungsi f + g simetri terhadap titik (a, 2b). O

Teorema 5. Diberikan bilangan ¢ € R dengan ¢ > 0 dan diberikan f fungsi simetri terhadap
titik (a,b). Jika f terintegral pada selang [a — ¢, a + c|, maka

a+c
/ f(x) dz = 2be.
Bukti:

Jika © = u+ a dan f fungsi simetri terhadap titik (a, b), maka terdapat fungsi ganjil h sehingga
h(u) = f(u+a) —batau f(u+a) = h(u)+ b. Oleh karena itu, berdasarkan sifat fungsi ganjil

diperoleh
a+c c
/ flx)de = / flu+a)du

_ /C[h(u) ] du

—C

= /h(u)du+/ b du

= 0+ 2bc
2bc. O

Untuk menerapkan Teorema 5 ini, diberikan contoh sebagai berikut.
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Contoh 6. Hitung
2
/ (z° — 32° + 3z + 1) du.
0

Untuk menyelesaikan integral tersebut, diambil fungsi f(z) = 23 — 32> + 3z +1 = (v —
1)3 + 2. Jadi integrannya merupakan fungsi simiteri terhadap titik (1,2) dan diperoleh ¢ = 1.
Berdasarkan Teorema 5, diperoleh

2 1+1
/(x3—3x2+3x+1)dx:/ (x—1P2+2dr=2-2-1=4.
0 1

-1

4 KESIMPULAN

Dari hasil dan pembahasan, diperoleh beberapa kesimpulan.

Jika f fungsi simetri terhadap titik (a, b), maka f(a) = b.

Jika f fungsi simetri terhadap titik (a, b), maka untuk setiap o € R fungsi o f merupakan
fungsi simetri terhadap titik (a, ab).

Jika f dan g keduanya fungsi simetri terhadap titik (a, b), maka f + g merupakan fungsi
simetri terhadap titik (a, 2b).

Diberikan bilangan ¢ € R dengan ¢ > 0 dan diberikan f fungsi simiteri terhadap titik
(a,b). Jika f terintegral pada selang [a — ¢, a + ¢|, maka

a+c
/ f(x) dz = 2be.
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