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INTERPOLASI KOMPLEKS RUANG MORREY-ADAMS DAN
OPERATOR MAKSIMAL FRAKSIONAL

Daniel Salim1,2,*, Moch. Taufik Hakiki2, dan Denny Ivanal Hakim2

1 Departemen Matematika, Universitas Katolik Parahyangan, Indonesia
2 Kelompok Keahlian Analisis dan Geometri, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Institut Teknologi Bandung, Indonesia
*e-mail: daniel.salim@unpar.ac.id

Abstrak. Makalah ini membahas interpolasi kompleks dari ruang Morrey-Adams. Khusus-
nya, kami memberikan deskripsi interpolasi kompleks metode pertama dan metode kedua dari
ruang ini. Bukti hasil ini menggunakan karakterisasi hasil kali Calderón dari ruang Morrey
Adams. Selain itu, kami juga membahas keterbatasan operator maksimal fraksional dari hasil
kali Calderón antara ruang Morrey- Adams dengan ruang Morrey ke ruang Morrey. Hasil
pada makalah ini terkait dengan interpolasi ruang Morrey, interpolasi ruang Bu

w, dan aplikasi
interpolasi kompleks pada keterbatasan operator maksimal fraksional di ruang Morrey.

Kata kunci: hasil kali Calderón, interpolasi kompleks, ruang Morrey, ruang Morrey-Adams,
operator maksimal fraksional

1 LATAR BELAKANG

Interpolasi kompleks ruang Morrey, perumumannya dan ruang fungsi terkait merupakan
salah satu topik penelitian tentang interpolasi ruang fungsi yang banyak dikaji pada beberapa
tahun terakhir [3, 4, 5, 6, 7, 10, 11]. Secara umum, terdapat perbedaan deskripsi antara metode
interpolasi kompleks pertama dan kedua dari ruang Morrey, yakni ruang Morrey tidak tertutup
terhadap metode kompleks pertama tetapi ruang Morrey tertutup terhadap metode kompleks
kedua. Hal ini juga menunjukkan pentingnya peranan metode interpolasi kompleks kedua yang
selama ini hanya dipandang sebagai alat bantu untuk metode interpolasi kompleks pertama.

Pada penelitian ini, kami mengembangkan penelitian interpolasi ruang Morrey ke peneli-
tian ruang Morrey-Adams. Ruang Morrey-Adams merupakan suatu perluasan ruang Morrey
yang natural dan pada ruang ini juga dikaji keterbatasan operator integral yang juga diteliti
di ruang Morrey seperti operator maksimal Hardy-Littlewood, operator maksimal fraksional,
operator integral fraksional dan operator lain. Salah satu cara yang seringkali digunakan un-
tuk mendeskripsikan ruang interpolasi kompleks dari ruang fungsi adalah dengan perhitungan
hasil kali Calderón antara dua ruang fungsi yang dikaji. Oleh karena itu, kami memulai kajian
interpolasi ruang Morrey-Adams dengan meneliti hasil kali Calderón dari ruang fungsi ini.

2 TUJUAN PENELITIAN

Pada penelitian ini, kami memberikan deskripsi interpolasi kompleks metode pertama dan
kedua dari ruang Morrey-Adams melalui karakterisasi hasil kali Calderón ruang ini. Kami
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Daniel Salim, Moch. Taufik Hakiki. Denny Ivanal Hakim

juga membuktikan bahwa operator fraksional maksimal terbatas dari hasil kali Calderón ruang
Morrey dan ruang Morrey-Adams ke ruang Morrey.

3 PENDAHULUAN

3.1 Ruang Morrey-Adams

Misalkan 1 ≤ p < ∞ dan 0 ≤ λ ≤ n. Ruang Morrey Lp,λ = Lp,λ(Rn), yang pertama kali
diperkenalkan di [8], adalah himpunan semua fungsi f ∈ Lp

loc(Rn) yang memenuhi

∥f∥Lp,λ := sup
x∈Rn,r>0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|p dy
)1/p

< ∞. (3.1)

Ekspresi pada (3.1) menyatakan norma ruang Morrey. Jika λ = 0, maka Lp,λ adalah ruang
Lebesgue Lp. Perhatikan bahwa, norma ruang Morrey dapat dituliskan sebagai

∥f∥Lp,λ = sup
x∈Rn

∥r−λ/p∥f∥Lp(B(x,r))∥L∞(0,∞).

Berdasarkan pengamatan ini, ruang Morrey-Adams didefinisikan dengan mengganti peranan
L∞(0,∞) dengan Lβ(0,∞) untuk setiap 1 ≤ β ≤ ∞. Persisnya, untuk 0 ≤ λ < ∞ dan
1 ≤ p, β ≤ ∞, ruang Morrey-Adams Lp,λ

β = Lp,λ
β (Rn) didefinisikan sebagai himpunan fungsi

yang terintegralkan lokal pada Rn sedemikian hingga

∥f∥Lp,λ
β

:= sup
x∈Rn

∥r−λ/p∥f∥Lp(B(x,r))∥Lβ(0,∞) < ∞.

Secara khusus, dapat ditunjukkan bahwa Lp,0
∞ = Lp dan Lp,λ

∞ = Lp,λ untuk 0 ≤ λ ≤ n.
Salah satu perbedaan antara ruang Morrey dengan ruang Morrey-Adams adalah kondisi untuk
parameter λ, yakni syarat 0 ≤ λ ≤ n untuk ruang Morrey dan syarat

p

β
< λ < n +

p

β
untuk

ruang Morrey-Adams.

3.2 Metode interpolasi kompleks dan hasil kali Calderón

Pada subbab ini, kami akan mengulang kembali definisi metode kompleks yang diperke-
nalkan oleh Calderón di dalam [2] dengan mengikuti notasi di dalam [1]. Misalkan (X0, X1)
menyatakan pasangan ruang Banach dengan X0 dan X1 merupakan subhimpunan dari him-
punan fungsi terukur pada Rn, S = {z ∈ C : 0 < Re z < 1}, dan S = {z ∈ C : 0 ≤
Re z ≤ 1}. Ruang F(X0, X1) didefinisikan sebagai ruang semua fungsi kontinu dan terbatas
F : S → X0 + X1 yang analitik di S dan memenuhi t ∈ R 7→ F (j + it) ∈ Xj kontinu dan
terbatas untuk setiap j = 0, 1. Untuk θ ∈ (0, 1), ruang interpolasi kompleks pertama [X0, X1]θ
didefinisikan dengan

[X0, X1]θ = {F (θ) : F ∈ F(X0, X1)}.
Ruang interpolasi kompleks metode kedua [X0, X1]

θ (0 ≤ θ ≤ 1) didefinisikan sebagai

[X0, X1]
θ = {G′(θ) : G ∈ G(X0, X1)},

dengan G(X0, X1) adalah himpunan semua fungsi kontinu G : S → X0 +X1 yang analitik di

S dan memenuhi sup
z∈S

∥G(z)∥X0+X1

1 + |z|
< ∞ dan sup

t1 ̸=t2,j=0,1

∥G(j + it2)−G(j + it1)∥Xj

|t2 − t1|
< ∞.

Secara umum, [X0, X1]θ ⊆ [X0, X1]
θ. Inklusi sebaliknya juga berlaku untuk kasus X0 dan X1
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adalah ruang Lebesgue, namun inklusi ini adalah inklusi sejati ketika X0 dan X1 adalah ruang
Morrey.

Deskripsi ruang interpolasi kompleks seringkali dapat diperoleh dengan lebih mudah melalui
deskripsi hasil kali Calderón antara X0 dan X1. Untuk setiap θ ∈ [0, 1], hasil kali Calderón
antara X0 dan X1 didefinisikan dengan

X1−θ
0 Xθ

1 := {f : |f | ≤ |f0|1−θ|f1|θ, f0 ∈ X0, f1 ∈ X1}.

Norma ruang ini didefinisikan dengan

∥f∥X1−θ
0 Xθ

1
:= inf{∥f0∥1−θ

X0
∥f1∥θX1

: |f | ≤ |f0|1−θ|f1|θ, f0 ∈ X0, f1 ∈ X1}.

Hubungan antara hasil kali Calderón dengan ruang interpolasi kompleks diberikan pada kedua
teorema berikut.

Teorema 3.1. [9] Untuk setiap θ ∈ (0, 1) berlaku [X0, X1]θ = X0 ∩X1
X1−θ

0 Xθ
1 .

Teorema 3.2. [2, 7] Misalkan θ ∈ (0, 1). Jika bola satuan dari X1−θ
0 Xθ

1 tutup di X0 + X1,
maka [X0, X1]

θ = X1−θ
0 Xθ

1 .

4 HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Hasil kali Calderón dan interpolasi kompleks ruang Morrey-Adams

Hasil awal kami mengenai interpolasi ruang Morrey-Adams adalah inklusi ruang hasil kali
Calderón ruang Morrey-Adams ke ruang antara (intermediate spaces, lihat [1]).

Proposisi 4.1. Jika 1 < p0, β0, p1, β1, p, β < ∞, 0 ≤ λ < ∞, dan 0 < θ < 1 memenuhi

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

β
=

1− θ

β0

+
θ

β1

,
p0
β0

< λ < n+
p0
β0

,
p1
β1

< λ < n+
p1
β1

,

maka (
Lp0,λ
β0

)1−θ (
Lp1,λ
β1

)θ
⊆ Lp,λ

β . (4.1)

Bukti. Misalkan f ∈
(
Lp0,λ
β0

)1−θ (
Lp1,λ
β1

)θ
, maka terdapat f0 ∈ Lp0,λ

β0
dan f1 ∈ Lp1,λ

β1
sedemikian

hingga

|f | ≤ |f0|1−θ|f1|θ dan ∥f0∥1−θ

L
p0,λ
β0

∥f1∥θLp1,λ
β1

≤ 2 ∥f∥
(L

p0,λ
β0

)1−θ(L
p1,λ
β1

)θ
< ∞.

Dengan menerapkan ketaksamaan Hölder, untuk setiap x ∈ Rn berlaku∫ ∞

0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|p dy
)β/p

dr

≤
∫ ∞

0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f0(y)|1−θ|f1(y)|θ dy
)β/p

dr

≤
∫ ∞

0

(
1

rλ

(∫
B(x,r)

|f0(y)|p0 dy
)p(1−θ)/p0 (∫

B(x,r)

|f1(y)|p1 dy
)pθ/p1

)β/p

dr

=

∫ ∞

0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f0(y)|p0 dy
)β(1−θ)/p0 ( 1

rλ

∫
B(x,r)

|f1(y)|p1 dy
)βθ/p1

dr.
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Dengan ketaksamaan Hölder sekali lagi, diperoleh∫ ∞

0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f0(y)|p0 dy
)β(1−θ)/p0 ( 1

rλ

∫
B(x,r)

|f1(y)|p1 dy
)βθ/p1

dr

≤

(∫ ∞

0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f0(y)|p0 dy
)β0/p0

dr

)β(1−θ0)/β0

×

(∫ ∞

0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f1(y)|p1 dy
)β1/p1

dr

)β(θ0)/β1

≤
(
∥f0∥1−θ

L
p0,λ
β0

∥f1∥θLp1,λ
β1

)β

.

Akibatnya,(∫ ∞

0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|p dy
)β/p

dr

)1/β

≤ ∥f0∥1−θ

L
p0,λ
β0

∥f1∥θLp1,λ
β1

≤ 2 ∥f∥
(L

p0,λ
β0

)1−θ(L
p1,λ
β1

)θ
< ∞.

Oleh karena itu, f ∈ Lp,λ
β . Jadi, terbukti bahwa (4.1) berlaku.

Dengan asumsi tambahan β0

p0
= β1

p1
, diperoleh deskripsi hasil kali Calderón ruang Morrey-

Adams sebagai berikut.

Proposisi 4.2. Jika 1 < p0, β0, p1, β1, p, β < ∞, 0 ≤ λ < ∞, dan 0 < θ < 1 memenuhi

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

β
=

1− θ

β0

+
θ

β1

,
β0

p0
=

β1

p1
, ,

p0
β0

< λ < n+
p0
β0

,
p1
β1

< λ < n+
p1
β1

,

maka (
Lp0,λ
β0

)1−θ (
Lp1,λ
β1

)θ
= Lp,λ

β . (4.2)

Bukti. Sekarang, kita tunjukkan inklusi sebaliknya, yaitu

Lp,λ
β ⊆

(
Lp0,λ
β0

)1−θ (
Lp1,λ
β1

)θ
.

Perhatikan bahwa dari hubungan

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

β
=

1− θ

β0

+
θ

β1

,
β0

p0
=

β1

p1
,

maka
β0

p0
=

β1

p1
=

β

p
.

Misalkan f ∈ Lp,λ
β . Definisikan f0 := |f |p/p0 dan f1 := |f |p/p1 . Maka∫ ∞

0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f0(y)|p0 dy
)β0/p0

dr =

∫ ∞

0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|p dy
)β/p

dr

≤ ∥f∥β
Lp,λ
β

< ∞.

86



Daniel Salim, Moch. Taufik Hakiki. Denny Ivanal Hakim

Jadi, f0 ∈ Lp0,λ
β0

dan ∥f0∥Lp0,λ
β0

= ∥f∥β/β0

Lp,λ
β

. Dengan cara yang sama, f1 ∈ Lp1,λ
β1

dan ∥f1∥Lp1,λ
β1

=

∥f∥β/β1

Lp,λ
β

. Dengan hasil ini, maka

∥f0∥1−θ

L
p0,λ
β0

∥f∥θ
L
p1,λ
β1

= ∥f∥β(1−θ)/β0+βθ/β1

Lp,λ
β

= ∥f∥Lp,λ
β

< ∞.

Karena ∥f∥
(L

p0,λ
β0

)1−θ(L
p1,λ
β1

)θ
≤ ∥f0∥1−θ

L
p0,λ
β0

∥f∥θ
L
p1,λ
β1

, maka f ∈
(
Lp0,λ
β0

)1−θ (
Lp1,λ
β1

)θ
.

Berdasarkan Proposisi 4.2 dan Teorema 3.1 dan 3.2 diperoleh deskripsi interpolasi kompleks
berikut.

Teorema 4.3. Misalkan θ ∈ (0, 1). Jika 1 < p0, β0, p1, β1, p, β < ∞ memenuhi

β0

p0
=

β1

p1
, ,

p0
β0

< λ < n+
p0
β0

,
p1
β1

< λ < n+
p1
β1

,

dan definisikan
1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

β
=

1− θ

β0

+
θ

β1

,

maka

[Lp0,λ
β0

, Lp1,λ
β1

]θ = Lp0,λ
β0

∩ Lp1,λ
β1

Lp,λ
β

. (4.3)

dan

[Lp0,λ
β0

, Lp1,λ
β1

]θ = Lp,λ
β . (4.4)

Bukti. Identitas (4.3) adalah akibat dari Teorema 3.1 dan Proposisi 4.2. Identitas 4.4 diperoleh
dari Teorema 3.2 dan Proposisi 4.2 serta fakta bahwa bola satuan di Lp,λ

β tutup di Lp0,λ
β0

+ Lp1,λ
β1

.

Untuk pembahasan keterbatasan operator maksimal fraksional pada bagian berikutnya, kami
juga membuktikan inklusi hasil kali Calderón antara ruang Morrey-Adams dan ruang Morrey
ke ruang Morrey-Adams yang lain.

Proposisi 4.4. Misal p0, p1, β ∈ [1,∞) θ ∈ [0, 1] dan

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
.

Untuk λ ∈ [max{p0,p}
β

, n), berlaku
(
Lp0,λ
β(1−θ)

)1−θ (
Lp1,λ

)θ ⊂ Lp,λ
β

Bukti. Misalkan f ∈
(
Lp0,λ
β(1−θ)

)1−θ (
Lp1,λ

)θ, maka terdapat f0 ∈ Lp0,λ
β dan f1 ∈ Lp1,λ dengan

|f(x)| ≤ |f0(x)|1−θ|f1(x)|θ. Berdasarkan ketaksamaan Hölder diperoleh∫ ∞

0

r−
λβ
p ∥f∥βLp(B(x,r))dr ≤

∫ ∞

0

r
−λβ(1−θ)

p0
−λβθ

p1 ∥f0∥β(1−θ)
Lp0 (B(x,r))∥f1∥

β(θ)
Lp1 (B(x,r))dr

≤ ∥f0∥β(1−θ)

L
p0,λ

β(1−θ)

∥f1∥βθLp1,λ
.

Oleh karena itu, f ∈ Lp,λ
β .
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4.2 Keterbatasan operator maksimal fraksional

Pada bagian ini, kami akan membuktikan keterbatasan operator maksimal fraksional dari
hasil kali Calderón antara ruang Morrey dan ruang Morrey-Adams ke ruang Morrey. Misalkan
0 < α < n dan f ∈ L1

loc(Rn). Operator maksimal fraksional didefinisikan dengan

Mαf(x) = sup
r>0

rα−n

∫
B(x,r)

|f(y)|dy.

Jika α = 0, maka M0f = Mf adalah fungsi maksimal Hardy-Littlewood. Hasil keterbatasan
operator ini diberikan pada kedua teorema berikut.

Teorema 4.5. Misalkan λ̃ ∈ (0, n), α ∈ (0, n− λ̃), θ = α
n−λ̃

, p ∈ (1,∞), q = p
1−θ

, γ ∈ [ q
p
,∞)

β = pγ
q

, µ ∈ ( p
β
, n+ p

β
), maka Mα

((
Lp,µ
β

)1−θ
(
L1,λ̃

)θ)
⊆ Lq,µ

γ .

Bukti. Misalkan f ∈
(
Lp,µ
β

)1−θ
(
L1,λ̃

)θ
, maka terdapat f0 ∈ Lp,µ

β dan f1 ∈ L1,λ̃ sedemikian

hingga |f | ≤ |f0|1−θ |f1|θ. Misalkan x ∈ Rn. Berdasarkan ketaksamaan Hölder dengan ekspo-
nen α

n−λ̃
, diperoleh

rα−n

∫
B(x,r)

|f(y)|dy ≲ (Mf0(x))
1−θ∥f1∥θL1,λ̃ .

Notasi A ≲ B menyatakan ketaksamaan A ≤ CB untuk suatu konstanta C > 0 yang tidak
bergantung dari A dan B. Akibatnya,∫ ∞

0

r−
µγ
q ∥Mαf∥γLq(B(x,r))dr ≲ ∥f1∥θγL1,λ̃

∫ ∞

0

r−
µβ
p ∥Mf 1−θ

0 ∥γLq(B(x,r))dr

= ∥f1∥θγL1,λ̃

∫ ∞

0

r−
µβ
p ∥Mf0∥βLp(B(x,r))dr

≤ ∥f0∥(1−θ)γ

Lp,µ
β

∥f1∥θγL1,λ̃
.

Karena ketaksamaan di atas berlaku untuk setiap x ∈ Rn, maka Mαf ∈ Lq,µ
γ .

Teorema 4.6. Misalkan λ̃ ∈ (0, n), α ∈ (0, n − λ̃), θ = α
n−λ̃

, p ∈ (1,∞), q = 1
1−θ

, γ ∈
[q,∞) β = γ

q
, λ ∈ ( p

β
, n + p

β
), µ = n − n−λ

p
sedemikian hingga µ ∈ ( q

γ
, n + q

γ
), maka

Mα

((
Lp,λ
β

)1−θ (
L1,λ̃

)θ)
⊆ Lq,µ

γ .

Bukti. Misalkan x ∈ Rn. Misalkan |f | ≤ |f0|1−θ |f1|θ dengan f0 ∈ Lp,λ
β dan f1 ∈ L1,λ̃.

Berdasarkan ketaksamaan Hölder dengan eksponen α
n−λ̃

, diperoleh

rα−n

∫
B(x,r)

|f(y)|dy ≲ (Mf0(x))
1−θ∥f1∥θL1,λ̃ .
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Ketaksamaan terakhir, ketaksamaan Hölder dan keterbatasan operator maksimal Hardy-Littlewood
mengakibatkan∫ ∞

0

r−
µγ
q ∥Mαf∥γLq(B(x,r))dr ≲ ∥f1∥θγL1,λ̃

∫ ∞

0

r−
µγ
q ∥Mf0∥

γ
q

L1(B(x,r))dr

≲ ∥f1∥θγL1,λ̃

∫ ∞

0

r
(n−µ)γ

q
−nγ

pq ∥Mf0∥βLp(B(x,r))dr

= ∥f1∥θγL1,λ̃

∫ ∞

0

r−
λβ
p ∥Mf0∥βLp(B(x,r))dr

≤ ∥f0∥(1−θ)γ

Lp,λ
β

∥f1∥θγL1,λ̃
.

Dengan mengambil supremum atas x ∈ Rn, diperoleh Mαf ∈ Lq,µ
γ .

Berdasarkan Teorema 4.6, jika λ̃ = λ, δ = β
(1−θ)

, maka 1
r
= 1−θ

p
+ θ, sehingga

n− µ

q
+

1

γ
=

n− λ

r
+

1

δ
− α.

Kondisi ini merupakan kondisi keterbatasan operator Mα dari Lr,λ
δ ke Lq,µ

γ dan berdasarkan

Proposisi 4.4 berlaku
(
Lp,λ
β

)1−θ (
L1,λ

)θ ⊆ Lr,λ
δ .

5 KESIMPULAN DAN RENCANA PENELITIAN

Ruang interpolasi kompleks metode pertama dari ruang Morrey-Adams dibuktikan sama
dengan tutupan dari irisan dua ruang Morrey-Adams relatif terhadap ruang antara yang berupa
Morrey-Adams. Ruang Morrey-Adams juga dibuktikan tertutup terhadap interpolasi kompleks
metode kedua. Selain kedua hasil ini, keterbatasan operator maksimal fraksional dengan daerah
asal berupa hasil kali Calderón antara ruang Morrey dan ruang Morrey-Adams juga berhasil
dibuktikan. Salah satu rencana penelitian selanjutnya yang terkait dengan topik ini adalah
penggunaan interpolasi kompleks ruang Morrey-Adams dalam keterbatasan operator integral
fraksional dan perumumannya.
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