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SUKU BANYAK BERNSTEIN DAN OPERATOR KANTOROVICH
UNTUK BEBERAPA FUNGSI YANG TIDAK KONTINU

Reinhart Gunadi', Denny 1. Hakim?

!Program Studi Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan Alam, Institut Teknologi
Bandung, Indonesia

2Kelompok Keahlian Analisis dan Geometri, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,
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Abstrak. Teorema hampiran Weierstrass menyatakan bahwa setiap fungsi kontinu pada [0, 1]
dapat dihampiri secara seragam oleh barisan suku banyak, salah satunya barisan suku banyak
Bernstein. Akan tetapi, kekonvergenan suku banyak Bernstein tidak dapat ditentukan secara
umum untuk fungsi yang tidak kontinu. Oleh karena itu, hampiran untuk fungsi-fungsi yang
tidak kontinu memerlukan perumuman dari suku banyak Bernstein, misalnya operator Kan-
torovich. Salah satu kelebihan operator Kantorovich adalah bahwa barisan suku banyak yang
dibentuk oleh operator ini konvergen dalam ruang L'([0, 1)) untuk sebarang fungsi yang ter-
integralkan. Tujuan dari penelitian ini adalah memeriksa kekonvergenan barisan suku banyak
Bernstein dan operator Kantorovich untuk beberapa fungsi yang tidak kontinu seperti fungsi
Dirichlet dan fungsi Thomae, khususnya kekonvergenan hampir di mana-mana dan dalam
LY([0,1]). Kedua mode kekonvergenan tersebut didemonstrasikan secara analitik dan numerik.
Penelitian ini menunjukkan bahwa kekonvergenan barisan suku banyak Bernstein bergantung
pada ketakkontinuan fungsi yang ditinjau. Fungsi yang tidak kontinu di mana-mana tidak kon-
vergen dalam kedua mode kekonvergenan yang diperiksa, sementara fungsi yang kontinu ham-
pir di mana-mana masih dapat konvergen. Di lain sisi, barisan suku banyak yang dibangun
oleh operator Kantorovich senantiasa konvergen hampir di mana-mana dan dalam L*(]0, 1])
untuk semua fungsi yang dikaji dalam penelitian ini.

Kata kunci: fungsi yang tidak kontinu, kekonvergenan barisan fungsi, operator Kantorovich,
suku banyak Bernstein.

1 LATAR BELAKANG

Teorema hampiran Weierstrass menyatakan bahwa setiap fungsi kontinu pada [0, 1] dapat
dihampiri secara seragam oleh barisan suku banyak. Salah satu bukti konstruktif untuk teorema
tersebut diberikan oleh Bernstein [1]]. Untuk sebarang fungsi f : [0,1] — R, suku banyak
Bernstein orde ke-n dari f didefinisikan oleh

B.(f)(x) = ki:of () busto) 0
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dengan b, ;(x) = <Z) 2¥(1 — 2)"*. Kekonvergenan suku banyak Bernstein untuk fungsi f

yang kontinu diberikan sebagai berikut.

Teorema 1. [1]] Misalkan f : [0, 1] — R terbatas. Jika f kontinu di x € |0, 1], maka
Tim B,(f)(@) = (). @
Khususnya, jika f kontinu pada [0, 1], maka {B,,(f)} konvergen seragam ke f.

Namun, kelemahan konstruksi Bernstein adalah barisan suku banyak tersebut tidak dapat
menghampiri fungsi yang tidak kontinu dengan baik. Persisnya, barisan suku banyak Bernstein
belum tentu konvergen hampir di mana-mana atau dalam norma L' ([0, 1]) untuk fungsi-fungsi
yang tidak kontinu. Meskipun demikian, suku banyak Bernstein di suatu titik ketakkontinuan
masih konvergen apabila limit sepihak pada titik tersebut ada.

Teorema 2. [2] Misalkan f : [0,1] — R terbatas. Jika f tidak kontinu di x tetapi f(x+) dan
f(z—) ada, maka

Jim Bu(f)(x) = 5 [f(e+) + fa-)] 3)

Sebagai alternatif untuk suku banyak Bernstein, Kantorovich [3] mendefinisikan barisan
suku banyak yang dapat menghampiri fungsi-fungsi terintegralkan pada [0, 1]. Untuk sebarang
fungsi f yang terintegralkan pada [0, 1], operator Kantorovich orde ke-n untuk f didefinisikan

dengan
k+1

"y dt. )

Ko@) = (013 buao) [

Kekonvergenan operator Kantorovich untuk fungsi di L?([0,1]),1 < p < oo diberikan sebagai
berikut.

Teorema 3. [4] Misalkan 1 < p < oo. Jika f € LP([0,1]), maka K, (f) konvergen ke [ dalam
Lr([0,1]).

Secara khusus, untuk p = 1, menyatakan bahwa operator Kantorovich untuk
fungsi terintegralkan pada [0, 1] senantiasa konvergen dalam L'([0,1]). Kekonvergenan ini
berlaku sekalipun fungsi tersebut mempunyai tak terbilang banyaknya titik-titik ketakkontin-
uan.

2 TUJUAN

Tujuan penelitian ini adalah menentukan suku banyak Bernstein dan operator Kantorovich
untuk berbagai fungsi yang tidak kontinu dan membandingkan kekonvergenannya. Khusus-
nya, kami meninjau perbedaan kekonvergenan suku banyak Bernstein untuk fungsi yang tidak
kontinu berdasarkan jenis ketakkontinuannya.

3 SUKU BANYAK BERNSTEIN DAN OPERATOR KANTOROVICH UNTUK FUNGSI
YANG TIDAK KONTINU
3.1 Fungsi yang Tidak Kontinu di Mana-Mana

Pada subbab ini, kami meninjau dua contoh fungsi yang tidak kontinu di mana-mana, serta
memeriksa kekonvergenan suku banyak Bernstein dan operator Kantorovich dari kedua fungsi
tersebut.
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Contoh 1: Tinjau fungsi Dirichlet yang didefinisikan oleh

~fo, zel01NnQ;
f(x)_{L ze[0,1]\Q. ©)

Perhatikan bahwa f terintegralkan pada [0, 1], dengan / |f(z)]dx = 1.

Untuk setiapn € Ndan k = 0,1,...,n, perhatikan bahwa f(£) = 0, sehingga B, (f)(z) =
0. Akibatnya, untuk setiap = € [0, 1] \Q berlaku | f(x) — B, (f )( )| = 1. Dengan demikian,
{B,(f)(x)} tidak konvergen ke f(x) hampir di mana-mana pada [0, 1]. Selain itu, perhatikan
bahwa

/Wf (f)(@)|dr = 1. ©)

Jadi, { B, (f)} tidak konvergen ke f dalam L'(|[0, 1]).

k+1
Untuk setiapn € Ndan k£ =0, 1, ..., n, diperoleh / f(t) sehingga

1

+1°

z) = Z boi(z) = 1. (7
k=0

Akibatnya, untuk setiap = € [0,1] \ Q berlaku |f(x) — K,,(f)(x)] = 0. Dengan demikian,
{K,(f)(x)} konvergen ke f () hampir di mana-mana pada [0, 1]. Lebih lanjut,

/Wf (f)(@)|dz = 0. ®)

Jadi, { K,,(f)} konvergen ke f dalam L'([0,1]).
Contoh 2: Definisikan

22, 2€(0,1]NQ;
fla) = o ©
z, x€][0,1]\Q.
Perhatikan bahwa f terintegralkan pada [0, 1], dengan
! 1
/ |f(:v)\d:r;:/ rdr = . (10)
0 0,1\Q 2
Untuk setiapn € Ndan k = 0,1,...,n, diperoleh bahwa f(%) = Z—i, sehingga
Ny r(l—x
BAN@ = 35 bty = ot 4 ), 1
k=0

Perhatikan bahwa B, (f) pada contoh ini memiliki ekspresi yang tidak trivial dibandingkan
dengan suku banyak Bernstein untuk fungsi Dirichlet. Untuk setiap = € [0, 1] \ Q berlaku

2 _2(l—1) :x(l—x)(l—%). (12)

|f(x) = Ba(f)(2)| = | — 2° — -
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Akibatnya, |f(z) — Bn(f)(z)] — x(1 — x) # 0 untuk setiap x € [0,1] \ Q ketika n —
oo. Dengan demikian, {B,,(f)(x)} tidak konvergen ke f(x) hampir di mana-mana pada [0, 1].
Selain itu, perhatikan bahwa

/ f(2) — Ba(f)(x )|daz—(1—%)/013:(1—@6&::%(1—%). (13)

/ 7() — BulH)@) dr = 5 0 (14)

ketika n — oo, yang berarti B,,(f) tidak konvergen ke f dalam L'([0,1]).
Untuk setiapn € Ndan k£ = 0,1, ..., n, diperoleh bahwa

Jadi,

M k 1
/nil f(t)dt = /%m}\(@tdt = e + OEEE (15)
sehingga
- k 1
Ko (f)(z) = ; (n — T 1)) by (). (16)

Perhatikan bahwa untuk setiap = € [0, 1] \ Q berlaku

by k() 17

Untuk setiapn € Ndan £ =0, 1,...,n, perhatikan bahwa |— — —| <i 5» sehingga

@) = (D) < 5o ank - s T (1)

Karena m — 0, diperoleh bahwa K, (f)(x) — f(z) untuk setiap z € [0,1] \ Q ketika

n — oo. Dengan demikian, {/,,(f)(z)} konvergen ke f(z) hampir di mana-mana pada [0, 1].

Lebih lanjut,
bl 1
[ - @it [ 5t e = s 19
Jadi, { K,,(f)} konvergen ke f dalam L'([0,1]).

3.2 Fungsi yang Tidak Kontinu pada Himpunan Terbilang

Pada subbab ini, kami meninjau dua contoh fungsi yang tidak kontinu di mana-mana, serta
memeriksa kekonvergenan suku banyak Bernstein dan operator Kantorovich dari kedua fungsi
tersebut.
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Contoh 3: Tinjau fungsi Thomae yang didefinisikan oleh

L w=2e(0,11NnQ,p,q€N,pb(p,q) = 1;
fle)y=491, ==0; 20
O, ng[O,l]\Q

Perhatikan bahwa f terintegralkan pada [0, 1], dengan / |f(z)|dz = 0.

0
Akan ditunjukkan bahwa {B,,(f)(x)} tidak konvergen ke f(x) untuk setiap € (0,1) N Q.
Misalkan n adalah bilangan prima, sehingga f (%) = % untuk £ = 1,2,...,n — 1. Akibatnya,

Bu(f)(w) = O 2"+ 3 - bufa) + F(1)”

1 n
:(1—x”+n<2bnk —(1=x)" x”>+:p" on

:(1—x)"+%(1—(1—x)"—x")+x”

1 1

—(1-=)[1 =)+ 2"+~

(1-3) 1=y o

Untuk setiap z = £ € (0, 1) N Q, perhatikan bahwa 2" — 0 dan (1 — 2)" — 0 ketika n — oo.
Akibatnya,

f@) - BNl =|(1- 1) l-ar s -2t @

ketika n — oo, dengan n bilangan prima. Dengan demikian, { B, (f)(x)} tidak konvergen ke
f(z) pada (0,1) N Q. Meskipun demikian, f kontinu di setiap x € [0, 1] \ Q, sehingga dalam
hal ini { B,,(f)(x)} konvergen ke f(x) berdasarkan|Teorema 1| Jadi, { B, (f)(z)} konvergen ke
f(z) hampir di mana-mana pada [0, 1].

Untuk setiap n € N dan & = 0,1,...,n, diperoleh bahwa f(t)dt = 0, sehingga

K, (f)(z) = 0. Aklbatnya {K,.(f)(x)} konvergen ke f(z) hampi; di mana-mana pada [0, 1].
Lebih lanjut, / |f(x) — K,(f)(x)|dz = 0. Jadi, { K,,(f)} konvergen ke f dalam L'([0, 1]).

Contoh 4: Definisikan
1 :
o ma LS (07 1]a (23)
T) =
/(@) {O, z = 0.
Definisikan pula £ = {4 : N = 2,3,...}. Perhatikan bahwa f kontinu di setiap = €

[0,1] \ £ tetapi tidak kontinu di setiap = € FE. Selain itu, f terintegralkan pada [0, 1] den-
1 2

gan [ 1) de =T 1

Berdasarkan [Teorema 1| m {B,(f)(z)} konvergen ke f (r) pada [0,1] \ E. Sementara itu,
untuk setiap = +, N = 2,3,. berlaku f(z+) = 5= dan f(z—) = + = f(z). Akibat-

nya, lim B,( f)(a:) = ]\],V&lf/f) 7£ f(z) berdasarkan Teorema 2| Karena F adalah himpunan
n—o0
berukuran nol, { B,,(f)(z)} konvergen ke f(x) hampir di mana-mana pada [0, 1].
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mengilustrasikan kekonvergenan {B,(f)} dan {K,(f)} pada [0,1]. Terlihat
bahwa seiring bertambahnya n, B,,(f)(z) dan K,,(f)(z) semakin mendekati f(z) untuk setiap
z € [0,1] \ E. Sementara itu, di + € E tampak bahwa B, (f)(+) dan K, (f)() konvergen

N—1/2
ke N1

nya n. Dengan demikian, {B,(f)(z)} dan {K,(f)(z)} memiliki perilaku yang sama ketika
n — 00, yaitu konvergen ke f(x) hampir di mana-mana pada [0, 1].

Khususnya, grafik fungsi B,,(f) dan K,,(f) semakin berhimpit seiring bertambah-

0.5 0.5 0.5

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

@n=>5 (b)n =40 (c)n =120

Gambar 1: Grafik fungsi g (merah), B,(g) (biru), dan K,(g) (hijau).

Selain konvergen hampir di mana-mana, {B,(f)} dan {K,(f)} keduanya juga konvergen
ke f dalam L'([0, 1]). Kekonvergenan {K,,(f)} dalam L'([0, 1]) merupakan akibat|Teorema 3|
menampilkan perhitungan numerik yang mengindikasikan kekonvergenan { B,,(f)} dan
{K,(f)} dalam L'([0,1]). Pada tabel tersebut, tampak bahwa nilai norma L!([0,1]) untuk
f — Bu(f) dan f — K, (f) semakin mendekati nol seiring bertambahnya n.

n_ | =BuHll: lf = KnlHlls

5 0.06602 0.08856
40 0.03616 0.03733
120 0.02507 0.02531

Tabel 1: Hasil numerik untuk kekonvergenan B,,(f) dan K, (f) dalam L'([0,1]), dengan || - ||
menotasikan norma dalam L' ([0, 1]).

4 KESIMPULAN

Untuk setiap fungsi yang ditinjau dalam penelitian ini, suku banyak yang dibangun oleh
operator Kantorovich konvergen ke fungsi tersebut baik hampir di mana-mana maupun dalam
L'([0,1]). Untuk fungsi yang tidak kontinu di mana-mana seperti fungsi Dirichlet, suku banyak
Bernstein tidak konvergen dalam kedua mode kekonvergenan yang ditinjau. Sementara itu,
suku banyak Bernstein untuk fungsi yang tidak kontinu hanya pada himpunan terbilang masih
dapat konvergen hampir di mana-mana dan dalam L!([0,1]). Dengan demikian, kekonverge-
nan suku banyak Bernstein suatu fungsi di L'(]0, 1]) yang tidak kontinu bergantung pada jenis
ketakkontinuan fungsi tersebut. Sebagai saran penelitian selanjutnya, dapat diperiksa apakah
kekonvergenan suku banyak Bernstein berlaku secara umum untuk setiap fungsi yang kontinu
hampir di mana-mana.
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