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PELABELAN GRACEFUL PADA GRAF SIPUT
DAN GRAF UBUR-UBUR

Kevin Akbar”, Kiki Ariyanti Sugeng

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Indonesia,
Indonesia
“e-mail: kevin.akbar@sci.ui.ac.id

Abstrak. Graf G mempunyai pelabelan graceful jika semua simpul dapat dilabeli oleh
anggota himpunan {0, 1, ..., m — 1, m} yang menghasilkan fungsi simpul injektif dan semua
busur dapat dilabeli oleh anggota himpunan {1, 2, ..., m — 1, m}, dimana anggota himpunan
label busur merupakan nilai mutlak dari selisih label kedua simpul ujung setiap busur, yang
menghasilkan fungsi busur bijektif untuk setiap m € Z*. Dalam penelitian ini, dicari
konstruksi pelabelan graceful untuk graf siput dan graf ubur-ubur. Perbedaan dari graf siput
dan graf ubur-ubur terletak pada subgraf buku dan pendant, dimana graf siput memiliki 1
subgraf buku yang diamalgamasi busur dengan C,, kemudian 2 pendant dihubungkan di
salah satu simpul ujung dari busur yang diamalgamasi. Graf ubur-ubur hampir serupa
dengan graf siput hanya banyak pendantnya adalah 2m yang dihubungkan dengan kedua
simpul ujung busur yang diamalgamasi, masing-masing m pendant.

Kata kunci: pelabelan graceful, graf graceful, graf siput, graf ubur-ubur

1 LATAR BELAKANG

Pada tahun 1963 di Smolenice, pelabelan graf mulai dikembangkan saat
diselenggarakannya konferensi yang disebut Symposium on the Theory of Graph and Its
Applications. Dalam konferensi ini, Ringel dan Kotzig memperkenalkan dugaan (conjecture)
yaitu semua graf pohon adalah graceful (Graceful Tree Conjecture) [2]. Kemudian, Rosa [1,
6] memperkenalkan 4 pelabelan simpul umum yaitu a — valuation, f — valuation, o —
valuation, dan p — valuation. Pada tahun 1972 [2, 4], salah satu dari empat pelabelan
simpul yaitu 8 — valuation diperkenalkan oleh Golomb sebagai pelabelan graceful.

Misalkan f adalah valuation dari graf G dengan m busur, maka f disebut g — valuation
jika simpul diberi label dengan elemen {0, 1, 2, ..., m} dan label busur yang terinduksi adalah
1,2,..,m[1, 6]. Graf G mempunyai pelabelan graceful jika semua simpul dapat dilabeli oleh
anggota himpunan {0, 1, ..., m — 1, m}, yang menghasilkan fungsi simpul injektif dan semua
busur dapat dilabeli oleh anggota himpunan {1, 2, ..., m — 1, m}, dimana anggota himpunan
label busur merupakan nilai mutlak dari selisih label kedua simpul ujung setiap busur
menghasilkan fungsi busur bijektif untuk setiap m € Z* [2].

Karena penelitian graf graceful sangat menarik dan belum semua graf terbukti mempunyai
pelabelan graceful, pada penelitian ini akan dicari konstruksi pelabelan graceful untuk graf
siput dan graf ubur-ubur. Penelitian ini terinspirasi dari graf obor T,, [3, 5] dimana hasil
konstruksinya adalah graf obor dengan n > 3 adalah graf graceful.
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Kevin Akbar, Kiki Ariyanti Sugeng

2 TUJUAN PENELITIAN

Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah:
1. Mengkonstruksi pelabelan graceful pada graf siput.
2. Mengkonstruksi pelabelan graceful pada graf ubur-ubur.

3 METODOLOGI

Metodologi yang digunakan untuk penelitian ini adalah studi literatur mengenai teori graf,
fungsi, pelabelan, dan pelabelan graceful.

4 HASIL DAN PEMBAHASAN

Lema yang digunakan untuk paper ini menyatakan untuk himpunan A dan B yang
berhingga dimana jika f surjektif maka f bijektif.
Lema 1: Jika f: A — B adalah fungsi dari A ke B dimana A dan B himpunan hingga yang
dinotasikan dengan |A| = |B| < oo dan f surjektif, maka f bijektif [7].
Bukti. Misalkan A = {xq,x5,...,x,}, maka R(f) = {f(x1), f(x3), .., f(x,)}. Karena f
surjektif, maka |R(f)| = |B| = |A| = n. Sehingga anggota R(f) = {f (x1), f(x2), ..., f(xn)}
harus berbeda semua, yaitu jika x; # x; maka f(x;) # f(x;). Ini berarti f injektif. Karena f
injektif dan surjektif, maka f bijektif. m
Notasi: D(f) untuk domain, R(f) untuk range.

4.1 Graf Siput

Graf siput Si,, (dinotasikan dari snail yang berarti siput) merupakan graf hasil konstruksi
dari subgraf buku segitiga B,, yang busur bersamanya diamalgamasi sisi dengan C,, kemudian
ditambahkan dua pendant yang dihubungkan di salah satu simpul ujung dari busur yang
diamalgamasi. Perhatikan graf siput Sl,, dimana n merupakan banyaknya pola cangkang
untuk siput. Graf ini mempunyai n+ 6 simpul dan 2n + 6 busur. Himpunan simpul dan
busur untuk graf siput Si,, adalah

o V(SL)={v]1<i<n+6}dan
o E(Sl,) =E(SL) ={vvpsll <i<nlU{vv, 4l <i<n}u
{Un+2vn+4' Un+3Vn+4 Vn+2Vn+5 Yn+3Vn+5 Vn+1Vn+2, vn+6vn+2}-
Sebagai ilustrasi, perhatikan Gambar 1 yang menjelaskan graf siput dengan penamaan simpul-
simpulnya.

Vhts

Vnts U2

Gambar 1. Graf Siput SI,,
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Teorema 2: Graf siput Sl,, dengan n > 1 adalah graf graceful.
Bukti. Misalkan V(SL,,) = {v4, v, ..., Vn4e} adalah himpunan simpul dari graf siput.
Definisikan f: V(SL,) = {0,1, ..., n + 6} sebagai

20+ 3; i=12,..,n,n+1,
f)=4i—-(m+2);,i=n+2,n+3,n+4,
2i — 6; i=n+5mn+6,

untuk setiap n > 1. Akan dibuktikan f adalah fungsi injektif dengan membagi kasus.
Pertama dilihat nilai fungsi untuk masing-masing kelas himpunan dari indeksnya.

Kasus 1: i € {1,2,...,n,n + 1}. Dari nilai fungsi f(v;) = 2i + 3 terlihat bahwa nilai
f (v;) berbeda untuk nilai i yang berbeda.

Kasus 2: i € {n+2,n+ 3,n+4}. Dari nilai fungsi f(v;) =i— (n+2) terlihat
bahwa nilai f (v;) berbeda untuk nilai i yang berbeda.

Kasus 3: i € {n+ 5,n+ 6}. Dari nilai fungsi f(v;) = 2i — 6 terlihat bahwa nilai
f(v;) berbeda untuk nilai i yang berbeda.

Berikutnya akan dibandingkan label simpul untuk kelas indeks yang berbeda.

Kasus 4: i €{1,2,..,n,n+1} dan je{n+2,n+3,n+4} Karena himpunan
{fwplie{1,2,..,n,n+1}} ={57,..,2n +3,2n + 5} dan {f(v)|Jje
{n+2,n+ 3,n+4}} = {0,1,2} adalah himpunan saling lepas, maka f(v;) # f(v;)
untuk v; # v;.

Kasus 5. i€{12,..,n,n+1} dan je{n+5n+6} Karena himpunan
{fw)lie{12,..,n,n+1}}={57,..,2n+ 3,2n + 5} dan Flv)lie
{n+5mn+6}}={2n+4, 2n+ 6} adalah himpunan saling lepas, maka f(v;) #
f () untuk v; # v;.

Kasus 6: i€{n+2,n+3,n+4} dan je{n+5n+6} Karena himpunan
{fw)lie{n+2,n+3,n+4}} ={0,1,2} dan {f(v]-)|j e{n+5n+6}}={2n+
4,2n + 6} adalah himpunan saling lepas, maka f (v;) # f(v;) untuk v; # v;.

Dari semua kasus dapat disimpulkan bahwa semua simpul mempunyai label yang berbeda.
Jadi, f adalah fungsi injektif dari himpunan V (51,,) ke {0, 1, ...,n + 6}.

Definisikan f*:E(SL,) = {1,2,...,2n + 6} sebagai f*(xy) =|f(x) — f(y)| untuk xy €
E(SL,). Akan dibuktikan f* adalah fungsi bijektif.

Akan dibuktikan bahwa f* adalah fungsi surjektif dari E(Sl,) ke {1,2,...,2n + 6}.
Perhatikan bahwa:

Untuk vv; € {vv]i = 1,2,...,n A j=n+3}, f(vv;) = 2i + 2
Untuk vivy €E{vyli=12,.,n A j=n+ 43, f*(vivj) =2i+1
Untuk v;v; € fvvjli=n+2 A j=n+4}, f*(vivj) =2

Untuk v;v; € {vvjli =n+3 Aj=n+4}, f*(vivj) =1

Untuk v;v; € {vvjli=n+2 A j=n+ 5}, f*(vivj) =2n+4
Untuk v;v; € {v;vjli=n+3 A j=n+ 5}, f*(vivj) =2n+3
Untuk v;v; € fvvjli=n+1 A j=n+ 2}, f*(vivj) =2n+5
Untuk v;v; € {vvjli=n+2 A j =n+ 6}, f*(vivj) =2n+6

Sehingga range dari f*adalah
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fr(ESLY) =f*{vl-vj|i =n+3 Aj= n+4}Uf*{vivj i=n+2Aj=n+4}
Uf*{vivj|i =1,2,..,nAj=n+ 4} Uf*{vivj|i =12,..,nAj=n+ 3}
Uf*{vivj|i=n+3 /\j=n+5}Uf*{vl-vj|i=n+2 /\j=n+5}
Uf*{vivj|i=n+1 /\j=n+2}Uf*{vl-vj|i=n+2 /\j=n+6}

=1{1,2,3,..,2n+ 6} ={1,2,3, ..., |[ECSL|}.

Jadi, f* adalah fungsi surjektif dari E(Sl,,) ke {1,2,3, ..., |[E(S[,)|}.

Karena |D(f*)| = |R(f*)| dan f* adalah fungsi surjektif, maka menurut Lema 1, fungsi f*

adalah fungsi bijektif dari E (S, ) ke {1,2,3, ...,m + 2n + 6}.

Karena f:V(SL,) — {0,1,2,...,|E(SL,)|} adalah fungsi injektif sedemikian sehingga f

menginduksi  f*(uv) = |f(w) — f(w)| dimana  fE(Slpn) = {1,2,3, ..., |E(Stnn)|}

adalah fungsi bijektif, maka graf siput Si,, ,, adalah graf graceful. m

4.2 Graf Ubur-Ubur

Graf ubur-ubur J,,, , (dinotasikan dari jellyfish yang berarti ubur-ubur) merupakan graf
hasil konstruksi dari subgraf buku segitiga B,, yang diamalgamasi busur dengan C,, kemudian
ditambahkan 2m pendant yang terhubung dengan 2 simpul di subgraf buku B,,. Perhatikan
graf ubur-ubur J,,, ,, dimana m merupakan banyaknya tentakel di sisi kiri dan kanan ubur-
ubur dan n merupakan banyaknya pola lapisan medusa untuk ubur-ubur. Graf ini mempunyai
2m +n + 2 simpul dan 2m + 2n + 1 busur. Himpunan simpul dan busur untuk graf ubur-
ubur J,,, , adalah

o V(Jmn) = |1 < i <2m+n+2)dan

° E(]m,n) = {vi‘l72m+n+1|1 i< n} V) {Uiv2m+n+2|1 <i< n} U
{Un+iv2m+n+1|1 i< m} U {vm+n+iv2m+n+2|1 <i< m} V)
{v2m+n+1v2m+n+2}-

Sebagai ilustrasi perhatikan Gambar 2 yang menjelaskan graf ubur-ubur dengan penamaan
simpul-simpulnya.

U

Vzm4n+l

Vam+4n+z Vam+n

Vam+n-1

(k) =
m4n—1 U intl m+nt2

Gambar 2. Graf Ubur-Ubur

Teorema 3: Graf ubur-ubur /,,, , dengan m > 1 dan n > 1 adalah graf graceful.
Bukti. Misalkan V (J,,.n) = {v1, V2, -, Vamsnas2} @dalah himpunan simpul dari graf ubur-ubur.
Definisikan f: V(Jn) = {0, 1, ..., 2m + 2n + 1} sebagai
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20 — 2; i=12,..,n,
fv) =3i+n-—2; i=n+1,n+2,..m+n—1,m+n,
i+n—1;, i=m+n+1lm+n+2, ..2m+n+2
untuk setiapm > 1,n > 1.
Akan dibuktikan f adalah fungsi injektif dengan membagi menjadi beberapa kasus. Pertama
dilihat nilai fungsi untuk masing-masing kelas himpunan dari indeks simpulnya.

o Kasus 1: i € {1,2,...,n}. Dari nilai fungsi f(v;) = 2i — 2 terlihat bahwa nilai f(v;)
berbeda untuk nilai i yang berbeda.

e Kasus 2: ie{n+1,n+2,..,m+n}. Dari nilai fungsi f(v;) =i+ n—2 terlihat
bahwa nilai f(v;) berbeda untuk nilai i yang berbeda.

e Kasus3:ie{m+n+1m+n+2..,2m+n+ 2} Dari nilai fungsi f(v;) =i+
n — 1 terlihat bahwa nilai f(v;) berbeda untuk nilai i yang berbeda.

Berikutnya akan dibandingkan label simpul untuk kelas indeks yang berbeda.

e Kasus 4: i€{1,2,..,n} dan je{n+1,n+2,..,m+n}. Karena himpunan
{fwlie{12,..,n}}={0,2,..,2n-2} dan {f(v)|je{n+1Ln+2 .. m+
n}} = {2n—1,2n,..,m + 2n — 2} adalah himpunan saling lepas, maka f(v;) #
f(v;) untuk v; # v;.

e Kasus 5. i €{1,2,..,n} dan je{m+n+1m+n+2,...2m+n+ 2} Karena
himpunan  {f(v)|i € {1,2,..,n}} ={0,2,..,2n =2} dan {f(v;)|je{m+n+
Im+n+2,...2m+n+ 2}} ={m+2nm+2n+1,..,2m+2n+ 1} adalah
himpunan saling lepas karena 2n — 2 < m + 2n. Jadi f (v;) # f(v;) untuk v; # v;.

e Kasus6:iefn+1,n+2,..m+n}danje{m+n+1im+n+2,..2m+n+
2}. Karena himpunan {f(v)|ie{n+1,n+2,...m+n}}={2n-12n,... m+
2n —2} dan {f(vj)|j em+n+1im+n+2,...2m+n+ 2}} ={m+2nm+
2n+1,..,2m+ 2n + 1} adalah himpunan saling lepas, maka f(v;) # f(v;) untuk
V; * vj.

Dari semua kasus didapat bahwa f adalah fungsi injektif dari himpunan V(J,,,) ke
{0,1,..,2m + 2n + 1}.
Definisikan f*:E(Jmn) = {1,2,...,2n + 2m + 1} sebagai f*(xy) = |f(x) — f(¥)| untuk
xy € E(Jmn). Akan dibuktikan bahwa f* adalah fungsi bijektif.
Akan dibuktikan bahwa f* adalah fungsi surjektif dari E(J,,,) ke {1,2,...,2m + 2n + 1}.
Perhatikan bahwa:

o Untuk vivy € {myli=1,2,..,n A j=2m+n+1}, f*(vv;) =2m+2n—2i+

2

e Untuk vivy €E{vvli=1,2,..,n Aj=2m+n+ 2} f*(vivj) =2m+2n-—2i+
3

e Untukvv; €E{vivjli=n+1n+2,.,m+nAj=2m+n+1} f*(vivj) =
2Zm+n—i+2

e Untuk vivy E{vyvli=m+n+1lm+n+2.2m+nAj=2m+n+2}

f*(vivj) =Z2Zm+n—i+2
o Untukvv; € {fvvjli=2m+n+1Aj=2m+n+ 2} f*(vivj) =1
Sehingga range dari f*adalah
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£ (EUmn)) = F{owli =1,2,.n A j = 2m +n +1)
Uf*{vivj|i= 1,2,...,n/\j=2m+n+2}
Uf*{vivj|i=n+1,n+2,...,m+n/\j=2m+n+1}
Uf{vyli=m+n+1lm+n+2,..,2m+nAj=2m+n+2}
Uff{vyli=2m+n+1Aj=2m+n+2}

={1,2,3,...2m+2n+ 1} = {1,2,3, ..., [E(mn) |}

Jadi, £* adalah fungsi surjektif dari £ (J,, ) ke {1,2,3, ..., 2m + 2n + 1}.

Karena [D(f*)| = |[R(f*)| dan f* adalah fungsi surjektif, maka menurut Lema 1 fungsi f*
adalah fungsi bijektif dari E(J,,, ) ke {1,2,3, ...,2m + 2n + 1}.

Karena f:V(Jmn) 2 1{0,1,2, ..., |[E(Jmn)|} adalah fungsi injektif sedemikian sehingga f

menginduksi f*(uv) = |f(w) — f(w)| dimana f*:E(Jmn) = {1.2,3, .., |E(Jmn)|} adalah
fungsi bijektif, maka graf ubur-ubur J,,, ,, adalah graf graceful. m

5 KESIMPULAN

Pada penelitian ini telah dibahas pelabelan graceful pada graf siput dan graf ubur-ubur.
Pada Teorema 2 telah dibuktikan bahwa graf siput adalah graf graceful, sedangkan pada
Teorema 3 telah dibuktikan bahwa graf ubur-ubur adalah graf graceful. Pembuktian dilakukan
dengan mengkonstruksi fungsi pelabelan graceful pada masing-masing graf.
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