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DIMENSI METRIK LOKAL PADA GRAF FLOWER DAN GRAF GEAR
KORONA GRAF LINTASAN

Salma Fauziyah Ashim*, Tri Atmojo Kusmayadi, Titin Sri Martini

Jurusan Matematika, Fakultas MIPA, Universitas Sebelas Maret, Indonesia

*e-mail: salmasfa99@student.uns.ac.id

Abstrak. Misal G merupakan graf terhubung dan sederhana dengan V (G) merupakan him-
punan titik. Jarak dari dua titik u dan v pada graf G merupakan panjang lintasan terpendek 
diantara titik u dan titik v yang dinotasikan d(u, v). Himpunan W ⊂ V (G) dan v ∈ V (G). 
Jika W = {w1, w2, w3, ..., wn} maka representasi dari titik v terhadap W adalah n-pasang 
terurut, yaitu r(v|W ) = (d(v, w1), d(v, w2), d(v, w3), ..., d(v, wn)). Suatu himpunan W disebut 
sebagai himpunan pembeda lokal jika r(u|W ) ̸= r(v|W ) untuk setiap pasang titik u dan v yang 
saling bertetangga pada graf G. Jumlah anggota minimum dari himpunan pembeda lokal dise-
but basis metrik lokal dari graf G dan banyaknya anggota pada basis disebut dimensi metrik 
lokal dari graf G yang dinotasikan diml(G). Tujuan penelitian ini yaitu mampu menentukan 
dimensi metrik lokal pada graf flower d an g raf g ear k orona g raf l intasan. D iperoleh hasil 
penelitian bahwa dimensi metrik lokal pada graf flower yaitu diml(F l n) =  3  untuk n  =  3, 
diml(F ln) = n − 2 untuk n ≥ 4. Sementara itu, dimensi metrik lokal pada graf gear korona 
graf lintasan yaitu diml(Gm ⊙ Pn) = 1 untuk m ≥ 3 dan n = 1, diml(Gm ⊙ Pn) = 2m + 1 
untuk m ≥ 3 dan 2 ≤ n ≤ 5, diml(Gm ⊙ Pn) = (2m + 1)⌊n+2 ⌋ untuk m ≥ 3 dan n ≥ 6.

Kata kunci: dimensi metrik lokal, graf flower, himpunan pembeda lokal, Gm ⊙ Pn.

1 PENDAHULUAN

Dimensi metrik dari suatu graf merupakan salah satu konsep dalam teori graf yang pertama
kali diperkenalkan oleh Slater [1] pada tahun 1975. Kemudian tahun 1976, konsep yang sama
diperkenalkan Harary dan Melter [2]. Misalkan G merupakan graf terhubung dengan himpunan
titik V (G) dan himpunan garis E(G). Suatu himpunan W ⊆ V (G) disebut himpunan pembeda
pada G jika untuk setiap dua titik berbeda u, v ∈ V (G) dan x ∈ W berlaku d(u, x) ̸= d(v, x),
dengan d(u, x) merupakan panjang lintasan terpendek diantara titik u dan x. Jumlah anggota
minimum dari himpunan pembeda disebut basis metrik dari graf G dan banyaknya anggota dari
basis disebut dimensi metrik pada graf G yang dinotasikan dim(G).

Seiring perkembangan teori graf yang pesat, muncul konsep baru yaitu dimensi metrik lokal
yang merupakan pengembangan dari konsep dimensi metrik. Dimensi metrik lokal pertama
kali diperkenalkan oleh Okamoto et al. [3] pada tahun 2010. Misal G merupakan graf ter-
hubung dan sederhana, suatu himpunan W = {w1, w2, w3, ..., wn} dengan W ⊂ V (G) dan
v ∈ V (G), maka representasi dari titik v terhadap W adalah n-pasang terurut, yaitu r(v|W ) =
(d(v, w1), d(v, w2), d(v, w3), ..., d(v, wn)). Himpunan W disebut himpunan pembeda lokal jika
r(u|W ) ̸= r(v|W ) untuk setiap dua titik u dan v yang bertetangga pada graf G. Jumlah anggota
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minimum dari himpunan pembeda lokal disebut basis metrik lokal dari graf G dan banyaknya
anggota dari basis disebut dimensi metrik lokal pada graf G yang dinotasikan diml(G).

Dimensi metrik lokal pada beberapa kelas graf telah diteliti sebelumnya. Pada tahun 2010,
Okamoto et al. [3] meneliti dimensi metrik lokal pada graf lengkap dan graf bipartit. Kemudian
pada tahun 2014, Ningsih et al. [4] telah meneliti dimensi metrik lokal pada graf hasil kali comb
dari graf cycle dan graf lintasan. Pada tahun 2016, Rodrı́guez-Velázquez et al. [5] telah meneliti
dimensi metrik lokal pada graf hasil operasi korona. Tahun 2017, Cahyabudi dan Kusmayadi
[6] meneliti dimensi metrik lokal pada graf lollipop, graf web, dan graf friendship. Selanjutnya
pada tahun 2018, Solekhah dan Kusmayadi [7] meneliti dimensi metrik lokal pada t-fold wheel,
Pn ⊙ Km, dan generalized fan. Pada tahun yang sama, Khoiriah dan Kusmayadi [8] meneliti
dimensi metrik lokal pada graf antiprisma dan graf sun. Kemudian pada tahun 2019, Khoiriah
dan Kusmayadi [9] meneliti dimensi metrik lokal pada graf generalized broken fan dan graf
star edge corona product dengan graf path. Penelitian tersebut digunakan sebagai acuan untuk
menentukan dimensi metrik lokal pada kelas graf yang lain. Syarat suatu graf dapat ditentukan
dimensi metrik lokal adalah graf terhubung dan sederhana. Pada penelitian ini dibahas terkait
dimensi metrik lokal pada graf flower Fln dan graf gear korona graf lintasan Gm ⊙ Pn.

2 TUJUAN PENELITIAN

Tujuan dari penelitian ini yaitu mampu menentukan dimensi metrik lokal pada graf flower
Fln dan graf gear korona graf lintasan Gm ⊙ Pn.

3 METODOLOGI

Penelitian ini menggunakan metode kajian pustaka. Berikut langkah-langkah yang dilakukan
dalam menentukan dimensi metrik lokal pada graf flower Fln dan graf gear korona graf lintasan
Gm ⊙ Pn.

1. Menentukan himpunan pembeda lokal W sekaligus menghitung jarak setiap titik terhadap
W sedemikian sehingga setiap dua titik yang saling bertetangga pada graf flower yang
dimulai dari n ≥ 3 dan graf gear korona graf lintasan yang dimulai dari m ≥ 3, n ≥ 1
mempunyai representasi yang berbeda terhadap W .

2. Memilih kardinalitas minimum dari himpunan pembeda lokal W untuk menentukan basis
metrik lokal pada masing-masing graf tersebut.

3. Menentukan pola umum yang terbentuk dari setiap m dan n yang telah dihitung.

4. Membuat pembuktian dengan menyusun lema dan/atau teorema.

5. Membuat kesimpulan.

4 HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini dibahas terkait dimensi metrik lokal pada graf flower Fln dan graf gear
korona graf lintasan Gm ⊙ Pn sehingga diperoleh rumus umum disertai pembuktiannya.

4.1 Dimensi Metrik Lokal pada Graf Flower

Menurut Gallian [10], Graf flower yang dinotasikan dengan Fln, merupakan suatu graf yang
dikonstruksikan dari graf helm dengan menghubungkan setiap titik ber-degree satu dengan pusat
titik. Bentuk umum graf flower Fln ditunjukkan pada Gambar 1.
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Gambar 1. Graf flower Fln.

Diberikan teorema dari Okamoto et al. [3] untuk mendukung pembuktian selanjutnya.

Teorema 4.1. Misal G merupakan graf terhubung non-trivial dengan order n, diml(G) = n−1
jika dan hanya jika G = Kn dan diml(G) = 1 jika dan hanya jika G graf bipartit.

Berikut ini dibahas mengenai dimensi metrik lokal pada graf flower beserta pembuktiannya.

Teorema 4.2. Jika Fln adalah graf flower dengan n ≥ 3, maka

diml(Fln) =

{
3, untuk n = 3;
n− 2, untuk n ≥ 4.

Bukti. Diberikan graf flower Fln dengan n ≥ 3 dan V (Fln)={c, v1, v2, ..., vn, w1, w2, ..., wn}.
Dimensi metrik lokal pada graf flower Fln dibagi menjadi dua kasus yaitu sebagai berikut.

1. Kasus n = 3.

(a) Ditunjukkan bahwa diml(Fl3) ≥ 3
Andaikan graf Fl3 mempunyai himpunan pembeda lokal dengan kardinalitas W <
3. Misal diambil W = {va, vb} dimana va, vb ∈ Fl3, maka terdapat dua titik yang
bertetangga yaitu c, vc ∈ V (Fl3) sedemikian sehingga r(c|W ) = r(vc|W ). Oleh
karena itu, W dengan kardinalitas W < 3 bukan merupakan himpunan pembeda
lokal. Hal ini kontradiksi dengan pengandaian, sehingga diml(Fln) ≥ 3.

(b) Dimisalkan W = {v1, v2, v3} dengan kardinalitas W = 3, sehingga representasi
setiap titik pada graf Fl3 terhadap W adalah sebagai berikut.

r(c|W ) = (1, 1, 1);
r(v1|W ) = (0, 1, 1); r(w1|W ) = (1, 2, 2);
r(v2|W ) = (1, 0, 1); r(w2|W ) = (2, 1, 2);
r(v3|W ) = (1, 1, 0); r(w3|W ) = (2, 2, 1);

Artinya representasi setiap dua titik di Fl3 yang bertetangga adalah berbeda ter-
hadap W , sehingga W adalah himpunan pembeda lokal graf Fl3.

Dari (a) dan (b), terbukti bahwa diml(Fln) = 3 untuk n = 3.

2. Kasus n ≥ 4.
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(a) Ditunjukkan diml(Fln) ≤ n− 2
Misalkan W = {vi} dengan 1 ≤ i ≤ n − 2, diperoleh representasi setiap dua titik
yang bertetangga adalah berbeda terhadap W . Dengan demikian, diperoleh bahwa
diml(Fln) ≤ n− 2 untuk n ≥ 4.

(b) Ditunjukkan diml(Fln) ≥ n− 2
Andaikan graf flower Fln mempunyai himpunan pembeda lokal dengan kardinalitas
W < n − 2. Misal diambil W ⊂ {c, v1, v2, ..., vn, w1, w2, ..., wn} \ {vi, vj, vk, wj}
dimana 1 ≤ i < j < k ≤ n, maka terdapat dua titik yang bertetangga yaitu
vj, wj ∈ V (Fln) sedemikian sehingga r(vj|W ) = r(wj|W ). Hal ini kontradiksi
dengan pengandaian, sehingga diml(Fln) ≥ n− 2.

Dengan demikian, diperoleh diml(Fln) ≤ n − 2 dan diml(Fln) ≥ n − 2. Sehingga
terbukti bahwa diml(Fln) = n− 2 untuk n ≥ 4.

4.2 Dimensi Metrik Lokal pada Graf Gear Korona Graf Lintasan

Graf Gm ⊙ Pn merupakan graf yang dibentuk dari graf Gm dan sebanyak |V (Gm)| salinan
Pn yaitu Pni, kemudian menghubungkan titik ke−i dari Gm ke setiap titik di Pni, untuk 1 ≤
i ≤ |V (Gm)|. Bentuk umum graf Gm ⊙ Pn ditunjukkan pada Gambar 2.

Gambar 2. Graf gear korona graf lintasan Gm ⊙ Pn.

Berikut ini dibahas mengenai dimensi metrik lokal pada graf gear korona graf lintasan Gm⊙
Pn beserta pembuktiannya.

Teorema 4.3. Jika Gm ⊙ Pn merupakan graf hasil korona antara graf gear Gm dengan graf
lintasan Pn dengan m ≥ 3 dan n ≥ 1, maka

diml(Gm ⊙ Pn) =


1, m ≥ 3 dan n = 1;
2m+ 1, m ≥ 3 dan 2 ≤ n ≤ 5;
(2m+ 1)⌊n+2

4
⌋, m ≥ 3 dan n ≥ 6.

Bukti. Diberikan graf gear korona graf lintasan Gm⊙Pn dengan m ≥ 3, n ≥ 1, dan himpunan
titik V (Gm ⊙ Pn) = {v0, v1, v2, v3, ..., vm, b1, b2, ..., bm, a01, a02, a03, ..., a0n, a11, a12, a13, ..., a1n, ...,
a2n, ..., a

3
n, ..., a

m
n , a

m+1
1 , am+1

2 , am+1
3 , ..., am+1

n , ..., am+2
n , ..., am+3

n , ..., a2mn }. Pembuktian rumus
umum dimensi metrik lokal pada graf Gm ⊙ Pn terbagi menjadi tiga kasus sebagai berikut.
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Kasus 1. m ≥ 3 dan n = 1.
Misalkan himpunan titik V (Gm⊙Pn) dipartisi menjadi dua himpunan titik yaitu V1 = {v0, b1, b2,
..., bm, a

1
1, a

2
1, a

3
1, ..., a

m
1 } dan V2 = {v1, v2, v3, ..., vm, a01, am+1

1 , am+2
1 , am+3

1 , ..., a2m1 }. Setiap titik
pada masing-masing partisi tidak bertetangga, artinya graf Gm ⊙ Pn dengan m ≥ 3 dan n = 1
merupakan graf bipartit. Akibatnya, diml(Gm ⊙ Pn) = 1 untuk m ≥ 3 dan n = 1.

Kasus 2. m ≥ 3 dan 2 ≤ n ≤ 5.
Misalkan terdapat graf (Gm ⊙ Pn) dengan m ≥ 3 dan 2 ≤ n ≤ 5.

1. Ditunjukkan bahwa diml(Gm ⊙ Pn) ≥ 2m+ 1
Andaikan graf Gm ⊙ Pn mempunyai himpunan pembeda lokal dengan kardinalitas W <
2m + 1. Misal diambil W = {ai⌈n

2
⌉} dimana 2 ≤ n ≤ 5 dan 0 ≤ i ≤ 2m − 1, maka

terdapat dua titik yang bertetangga yaitu a2mn−1, a
2m
n ∈ V (Gm ⊙ Pn) sedemikian sehingga

r(a2mn−1|W ) = r(a2mn |W ). Dengan demikian, W dengan kardinalitas W < 2m + 1 bukan
merupakan himpunan pembeda lokal. Hal ini kontradiksi dengan pengandaian, sehingga
diml(Fln) ≥ 2m+ 1.

2. Ditunjukkan bahwa diml(Gm ⊙ Pn) = 2m+ 1
Misalkan W = {ai⌈n

2
⌉} dimana W ∈ V (Pn), 2 ≤ n ≤ 5, dan 0 ≤ i ≤ 2m dengan

kardinalitas W adalah 2m + 1. Diperoleh representasi setiap dua titik yang bertetangga
adalah berbeda terhadap W . Dengan demikian, terbukti bahwa diml(Gm ⊙ Pn) = 2m+1
untuk m ≥ 3 dan 2 ≤ n ≤ 5.

Dari (1) dan (2), terbukti bahwa diml(Gm ⊙ Pn) = 2m+ 1 untuk m ≥ 3 dan 2 ≤ n ≤ 5.

Kasus 3. m ≥ 3 dan n ≥ 6.

1. Jika setiap titik ai1, a
i
2, ai3 /∈ W , maka d(aj1, vj) = d(vj2, vj) = 1, d(ak1, bl) = d(ak2, bl) = 1,

dan d(ai1, a
i
q) = d(ai2, a

i
q) = 2 dengan 0 ≤ j ≤ m, m + 1 ≤ k ≤ 2m, 1 ≤ l ≤ m,

j ≤ i ≤ k, dan 4 ≤ q ≤ n sehingga r(ai1|W ) = r(ai2|W ). Diketahui bahwa titik ai1 dan ai2
adalah dua titik yang bertetangga, sehingga W bukan himpunan pembeda lokal. Dengan
kata lain, jika W himpunan pembeda lokal maka setidaknya terdapat satu dari tiga titik ai1,
ai2 atau ai3 adalah elemen dari W . Dengan alasan yang sama, jika W merupakan himpunan
pembeda lokal, maka setidaknya terdapat satu dari tiga titik ain−2, a

i
n−1, a

i
n ∈ W .

2. Misal suatu titik air ∈ V (Gm⊙Pn) dengan 1 ≤ r ≤ n−4 adalah elemen dari W . Jika titik
ai(r+1), a

i
(r+2), a

i
(r+3), a

i
(r+4) /∈ W , maka d(aj(r+2), vj) = (aj(r+3), vj) = 1, d(ak(r+2), bl) =

(ak(r+3), bl) = 1, dan d(ai(r+2), a
i
s) = (ai(r+3), a

i
s) = 2, dengan 1 ≤ s ≤ r atau r+5 ≤ s ≤

n, sehingga r(ai(r+2)|W ) = r(ai(r+3)|W ). Karena titik ai(r+2) dan ai(r+3) merupakan dua
titik yang bertetangga, maka W bukan himpunan pembeda lokal. Dengan kata lain, jika
W himpunan pembeda lokal dan air ∈ W , maka setidaknya satu dari empat titik ai(r+1),
ai(r+2), a

i
(r+3), a

i
(r+4) ∈ W .

Berdasarkan kondisi (1) dan (2), dapat ditentukan kardinalitas minimum W dari graf Gm ⊙ Pn

dengan m ≥ 3 dan n ≥ 6 dengan memperhatikan pengambilan titik yang menjadi elemen
dari W , yaitu dengan memilih setiap titik ai4t−1 dengan t = 1, 2, 3, ..., ⌊n+2

4
⌋ dan 0 ≤ i ≤

2m. Kemudian, jika a4⌊n+2
4

⌋−1 = an+1 maka terdapat satu diantara titik ain−2, a
i
n−1, atau ain

yang menjadi elemen dari W . Terdapat 2m + 1 salinan graf Pn pada graf Gm ⊙ Pn, dan
sebanyak ⌊n+2

4
⌋ titik pada setiap salinan graf Pn yang menjadi elemen dari W . Sehingga dapat

dirumuskan kardinalitas minimum W adalah (2m+1)⌊n+2
4
⌋. Dengan demikian, terbukti bahwa

diml(Gm ⊙ Pn) = (2m+ 1)⌊n+2
4
⌋ untuk m ≥ 3 dan n ≥ 6.
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5 KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh kesimpulan bahwa dimensi metrik lokal pada
graf flower Fln dan graf gear korona graf lintasan Gm ⊙ Pn secara berturut-turut dinyatakan
dalam Teorema 4.2 dan Teorema 4.3.
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