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PELABELAN GRACEFUL PADA GRAF LILIN
Rizgi Rachmadhani”, Kiki Ariyanti Sugeng

Departemen Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam,
Universitas Indonesia, Depok 16424, Indonesia

*e-mail: rizgi.rachmadhani@ui.ac.id

Abstrak. Graf tidak kosong G = (V,E) adalah graf graceful apabila terdapat fungsi
pelabelan simpul f yang injektif, dimana f memetakan V ke dalam himpunan {0,1, ..., |E|},
sedemikian sehingga f menginduksi fungsi pelabelan busur f’ yang didefinisikan sebagai
f'(xy) = |f(x) — f(¥)| untuk setiap busur xy pada G, dimana fungsi f' memetakan E ke
{1,2, ..., |E|} sehingga f' bijektif dan setiap label busur pada G bernilai berbeda. Pada paper
ini akan ditunjukkan pelabelan graceful untuk graf lilin yang terdiri dari struktur lilin
berbentuk graf lingkaran C,, dengan 3 <m <5 yang menyala dengan tingkatan api
berbentuk graf buku segitiga ©(C;)™ dimana n genap.

Kata kunci: graf graceful, graf lilin, pelabelan graceful.

1 PENDAHULUAN

Paper ini terbatas pada graf terhubung sederhana yang berhingga. Himpunan simpul dan
busur G dinotasikan berturut-turut sebagai V(G) dan E(G). Graf G adalah graf graceful
apabila terdapat fungsi pelabelan f yang injektif dari himpunan V(G) ke himpunan
{0,1, ..., |E(G)|}, dan menginduksi fungsi pelabelan busur f* yang didefinisikan sebagai
f*(uv) = |f(w) — f(v)| sedemikian sehingga f* bijektif dan setiap label uv memiliki nilai
berbeda. Sebagian besar hasil dari pelabelan graceful dapat ditemukan pada [1].

Pada [2] Nurvazly dan Sugeng membuktikan graf buku segitiga ©(C5)™ [3] mempunyai
pelabelan graceful. Graf lilin CL,, ,, merupakan graf yang terbentuk dari penggabungkan salah
satu simpul pada ujung segitiga dari graf ©(C3)™ dengan lingkaran C,,,. Paper ini membahas
mengenai pelabelan graceful pada graf lilin CL,,, dengan 3 < m < 5 dan n genap. Metode
yang digunakan adalah observasi secara manual dari percobaan pelabelan graceful pada graf
terkait.

2 GRAFLILIN

Graf lilin CL,,,, adalah graf berbentuk lilin yang terdiri dari struktur lilin berbentuk graf
lingkaran C,,, yang menyala dengan api berbentuk graf buku segitiga @(C3)™. Graf lilin
CL,,, memiliki m +n + 1 simpul dan 2m + n + 1 busur dengan himpunan simpul dan
busur:

V(CLpp) ={wll<i<n+1}u{y|l <i<mh
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Rizgi Rachmadhani, Kiki A. Sugeng

E(CLpy) = {upuili =1,2,..,n — 1} U {uyuy4i = 1,2, ...,n — 1} U
{UnUn 41, Un V1, U1 V1 } U {0105, V303, o, Uy 1 U, U V1 3

Um-1

Gambar 1. lHustrasi graf lilin CL,, ,,

3 HASIL PENELITIAN

Teorema 1. Graf lilin CL3 ,, untuk n genap adalah graf graceful.
Bukti. Graf lilin CL3, memiliki banyak simpul n + 4 dan banyak busur 2n + 4.
Definisikan fungsi pelabelan simpul f untuk CL; ,, sebagai berikut:

2i—1, i=13,..n—1,

flu) = {Zi, i=24,..n—2nn+1. )
0, i=1,

fvi) = {Zn +i4+1  i=23. (2)

Berdasarkan persamaan (1) dan (2), setiap simpul pada f memiliki label yang berbeda
dan range dari f merupakan subhimpunan dari {0,1, ...,2n + 4}. Terbukti bahwa f adalah
fungsi injektif. Selanjutnya, definisikan fungsi f* yang diinduksi dari fungsi f sebagai fungsi
pelabelan busur dengan f*(xy) = |f(x) — f(y)| untuk xy € E(CL3 ). Perhatikan bahwa:

ffuu,) =12i—1-2n)|=2n-2i+1,i=13,..,n—1 €))
ff(uiupe) = 12i—-1-2n+2)|=2n-2i+3,i=13,..,.n—-1 (4)
fr(uu,) =12i—2n)|=2n-2i,i=24,..,n—2 (5)
ffuupne) = 12i—2n+2)|=2n+2-2i,i =2,4,...,n—2 (6)
frunnsr) = 12n— (2n+2)| = 2. (7)

f*wnvy) = [2n - 0] = 2n. (8

ff(Upsrv1) = 12n+2—-0| = 2n + 2. 9

f*(vivy) =10—(2n+3)| =2n+ 3. (10)

f*(vyvy) =12n+3-(2n+4)| =1 (11D

f*(vsvy) =12n+4—-0| =2n + 4. (12)
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Berdasarkan persamaan (3) — (6), didapat:
. (2n—2i+1=(37..2n—-1}, i=13,..,n— 1.
f(uiun) = {Zn —2i=1{48,..2n—4}, i=24..,n—2.
y )_{2n—2i+3={5,9,...,2n+1}, i=13,..,n—1.
Fritns) = 190 _ 242 = (6,10,..2n - 2}, i = 2,4, ..,n— 2.

Sehingga range dari fungsi f* adalah:
f(E(CLyn)) =1{3,7,...2n —1}U {48,..,2n — 4} U {59, ...,2n + 1} U {6,10, ...,.2n — 2} U
(1,22n,2n + 22n+ 3,.2n+ 4} = {1,2, ...,2n + 4}.

Fungsi f* memetakan setiap busur xy € E(CLs,) ke dalam himpunan {1,2,...,2n + 4},
|E(CL3 )| = 1{1,2,...,2n + 4}| = 2n + 4, dan setiap busur memiliki label berbeda. Maka, f*
adalah fungsi bijektif. Karena fungsi f:V(CL3,) — {0,1, ...,2n + 4} merupakan fungsi in-
jektif sedemikian sehingga f menginduksi f*: E(CL3,) — {1,2,...,2n + 4} dimana f* ada-
lah fungsi bijektif, maka graf lilin CL3 ,, untuk n genap adalah graf graceful. m

Gambar 2 mengilustrasikan pelabelan graceful dari graf lilin CL5 4.

Gambar 2. Pelabelan graceful pada graf lilin CL; 4

Teorema 2. Graf lilin CL,,, untuk n genap adalah graf graceful.
Bukti. Graf lilin CL,,, memiliki banyak simpul n + 5 dan banyak busur 2n + 5.
Definisikan fungsi pelabelan simpul f untuk graf lilin CL, ,, sebagai berikut:
(2042, i=12,..,n—1,
f(ui)_{n+i+2, i=nn+ 1 (13)
3 - i, l = 1F3F

) = {Zn +o+4, =24 14

Berdasarkan persamaan (13) dan (14), setiap simpul pada f memiliki label yang berbeda
dan range dari f merupakan subhimpunan dari {0,1,...,2n + 5}. Terbukti bahwa f adalah
fungsi injektif. Selanjutnya, definisikan fungsi f* yang diinduksi dari fungsi f sebagai fungsi
pelabelan busur dengan f*(xy) = |f(x) — f(¥)| untuk xy € E(CL, ). Perhatikan bahwa:

ffuuy) =12i+2-02n+2)|=2n-2i,i=12,..,n—1 (15)
Frune) = 12i+2—-2n+3)|=2n—-2i+1,i=12,..,n—1 (16)
ffupups) =12n+2-2n+3)| =1. (17)

f(u,vy) = 12n+2 - (2)| = 2n. (18)
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Fr(Upaqvy) = 2n+3 - (2)] =2n+ 1. (19)
f*(vvy) = 12— 2n+4)| = 2n+ 2. (20)
f*(vov3) = 2n+4 — (0)| = 2n + 4. (21)
f*(vsvy) =10 — (2n+5)| = 2n + 5. (22)

f*(vyvy) =12n+5—-2| =2n+ 3. (23)

Berdasarkan persamaan (15) — (16), didapat:
fruu,) =2n—-2i={24,..2n-2},i =1,2,..,n— 1.
f*(uupy) =2n—-2i+1=1{35,..,2n—-1},i=1,2,..,n— 1.

Sehingga range dari fungsi f* adalah:
[ (E(CLyy)) =1{2/4,..,2n—=2}U {35, ..2n—1}u{1,2n,2n+1,..,2n + 5} =
(1,2,...,2n + 5}.

Fungsi f* memetakan setiap busur xy € E(CL4,) ke dalam himpunan {1, 2, ..., 2n + 5},
|E(CLypn)| = 1{1,2,...,2n + 5}| = 2n + 5, dan setiap busur memiliki label berbeda. Maka, f*
adalah fungsi bijektif. Karena fungsi f:V(CL,,) = {0,1, ...,2n + 5} merupakan fungsi
injektif sedemikian sehingga f menginduksi f*:E(CLy,) = {1,2,...,2n + 5} dimana f~*
adalah fungsi bijektif, maka graf lilin CL, ,, untuk n genap adalah graf graceful. m

Gambar 3 mengilustrasikan pelabelan graceful dari graf lilin CL, 4.

Gambar 3. Pelabelan Graceful dari Graf Lilin CL, 4

Teorema 3. Graf lilin CLs,, untuk n genap adalah graf graceful.
Bukti. Graf lilin CLs,, memiliki banyak simpul n + 6 dan banyak busur 2n + 6.
Definisikan fungsi pelabelan simpul f untuk graf lilin CLs ,, sebagai berikut:

2i + 2, i=12..,n—1,

f(ui)_{n+i+5, i=nn+1. 24
0, i=1,

fw)={2n+==+2, =25 (25)

2n+2i—7, i =34

Berdasarkan persamaan (24) — (25), setiap simpul pada f memiliki label yang berbeda
dan range dari f merupakan subhimpunan dari {0,1,...,2n + 6}. Terbukti bahwa f adalah
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fungsi injektif. Selanjutnya, definisikan fungsi f* yang diinduksi dari fungsi f sebagai fungsi
pelabelan busur dengan f*(xy) = |f(x) — f(¥)| untuk xy € E(CLs ). Perhatikan bahwa:

ffluyuy) =12i+2-2n+5)|=2n-2i+3,i=12,..,n—1 (26)
Fruiin) =12i+2—-2n+6)|=2n—2i+4,i=12,...n—1 (27)
f*upups) = 12n+5-2n+6)| = 1. (28)

f*(upvy) =12n+5—-(0)| = 2n + 5. (29)

f*(Upsqvy) = 12n+6 —(0)| =2n + 6. (30)

f*(vivy) =10 —(2n+3)| = 2n+ 3. (31)

fr(vov3) =12n+3 - (2n—-1)| = 4. (32)

ff(vavy) =2n—-1-(2n+1)| = 2. (33)

ff(ovs) = 12n+1—-(2n+4)| = 3. (34)

ff(vsvy) =12n+4—-0| =2n + 4. (35)

Berdasarkan persamaan (26) dan (27), didapat:
f*(uuy,) =2n-2i+3=1{57,...2n+1},i=1,2,..,n— 1.
f*(ujups) =2n—-2i+4=1{68,...2n+2},i=1,2,..,n— 1.
Sehingga range dari fungsi f* adalah:
fT(E(CLs,)) =1{57,...2n+1}U{68,...2n+ 2} U{1,23,42n+ 3,2n+ 4,2n+ 52n +
6} ={1,2,...,2n + 6}.

Fungsi f* memetakan setiap busur xy € E(CLs,) ke dalam himpunan {1, 2, ..., 2n + 6},
|E(CLs )| = 1{1,2, ...,2n + 6}| = 2n + 6, dan setiap busur memiliki label berbeda. Maka, f*
adalah fungsi bijektif. Karena fungsi f:V(CLs,) — {0, 1, ...,2n + 6} merupakan fungsi in-
jektif sedemikian sehingga f menginduksi f*: E(CLs,) = {1,2,...,2n + 6} dimana f* ada-
lah fungsi bijektif, maka graf lilin CLs ,, untuk n genap adalah graf graceful. m

Gambar 4 mengilustrasikan pelabelan graceful dari graf lilin CLs 4.

Gambar 4. Pelabelan Graceful dari Graf Lilin CLs 4
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4 KESIMPULAN DAN SARAN

Graf lilin CL,,, dengan 3 < m < 5 dan n genap adalah graf graceful. Masih banyak kelas

graf lain yang dapat dicari apakah merupakan graf graceful, sehingga memungkinkan
dilakukan penelitian lanjutan dalam topik ini.
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