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PELABELAN HARMONIS PADA GRAF SEGITIGA BELAH 

KETUPAT VARIASI 𝐋𝐌𝐧

Evi Maharani*, Kurniawan Atmadja

Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi Informasi, ISTN, Indonesia 

*e-mail:  evimaharani816@gmail.com

Abstrak. Misalkan 𝐺(𝑉, 𝐸) 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝐺  merupakan sebuah graf sederhana, yang terdiri dari 

himpunan simpul V(G) dan himpunan sisi E(G), dimana masing – masing menyatakan banyak 

simpul dinotasikan dengan |V(G)|, dan |E(G)| menyatakan banyak sisi. Graf 𝐺 dikatakan 

harmonis jika terdapat pemetaan injektif  f : V(G) → ℤ𝑞 sedemikian sehingga menginduksi 

suatu pelabelan bijektif 𝑓∗: 𝐸(𝐺) → ℤ𝑞 dengan definisi 𝑓∗(𝑢 𝑣) =  𝑓(𝑢)  +  𝑓(𝑣) 𝑚𝑜𝑑 𝑞

untuk setiap u v ∈ 𝐸(𝐺). Kajian graf segitiga belah ketupat variasi  𝐿𝑀𝑛 merupakan graf  tak 

berarah hasil modifikasi dari graf segitiga 𝐿𝑆𝑛  yang kemudian disusun sedemikian rupa 

sehingga menyerupai segitiga belah ketupat yang tersusun variasi dan saling terhubung satu 

sama lain sehingga menjadi sebuah graf terbarukan yaitu graf variasi  𝐿𝑀𝑛. Himpunan simpul 

dan sisi dari graf segitiga belah ketupat variasi 𝐿𝑀𝑛 adalah 

V(𝐿𝑀𝑛)={𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛, 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛, 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛} dan 

E(𝐿𝑀𝑛)={𝑡1𝑤𝑖, 𝑡𝑖𝑣𝑖 , 𝑡𝑖𝑢𝑖| 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} ∪ {𝑡𝑖𝑤𝑖+1|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} ∪ {𝑢𝑖𝑤𝑖, 𝑣𝑖𝑤𝑖| 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}  ∪
{𝑣𝑖𝑤𝑖+1, 𝑣𝑖𝑣𝑖+1| 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}. Pada makalah ini diberikan konstruksi pelabelan graf 𝐿𝑀𝑛, 

dan ditunjukan bahwa graf  𝐿𝑀𝑛 adalah graf harmonis. 

Kata kunci: graf tangga segitiga 𝐿𝑆𝑛, graf segitiga belah ketupat variasi  LMn, pelabelan graf 

harmonis. 

1 PENDAHULUAN 

Teori Graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang dapat dikatakan sangat 

pesat perkembangannya. Seiring perkembangan ilmu pengetahuan bidang graf, telah  banyak 

yang mempelajari dan menekuni, baik teori maupun pengaplikasiannya dalam kehidupan 

sehari – hari. Graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan simpul tak kosong dan himpunan 

sisi, di mana setiap sisinya menghubungkan sebuah atau lebih simpul. Salah satu topik dalam 

teori graf adalah mempelajari pelabelan graf. Pelabelan graf merupakan suatu pemetaan dari 

himpunan simpul atau himpunan sisi ke bilangan bulat.  

Pada makalah ini membahas sebuah penelitian tentang pelabelan harmonis pada graf 

segitiga belah ketupat variasi 𝐿𝑀𝑛.  Misalkan 𝐺 adalah graf, di mana notasi  𝑉(𝐺) sebagai 

himpunan simpul tak kosong dan notasi  𝐸(𝐺) sebagai himpunan sisi. Jika |𝑉(𝐺)| =  𝑝 yang 

menyatakan banyak simpul 𝑝,  dan jika |𝐸(𝐺)| =  𝑞 menyatakan banyak sisi 𝑞. Graf 𝐺 

memiliki pelabelan harmonis apabila memenuhi syarat |𝐸(𝐺)| ≥ |𝑉(𝐺)|. Graf G dikatakan 

harmonis jika terdapat fungsi injektif 𝑓: 𝑉(𝐺) →  ℤ𝑞 sedemikian sehingga menginduksi fungsi 
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ASUS
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bijektif 𝑓∗: 𝐸(𝐺) →  ℤ𝑞 dengan definisi 𝑓∗(𝑢𝑣) =  𝑓(𝑢) +  𝑓(𝑣)𝑚𝑜𝑑 𝑞 untuk 𝑢𝑣 𝜖 𝐸(𝐺)[1]. 

Beberapa graf yang telah dikategorikan sebagai graf harmonis antara lain: graf tangga segitiga 
[2], graf tangga segitiga variasi [3], graf tangga segitiga ganda [4], graf tangga segitiga 

jembatan [5], graf tangga segiempat variasi [6]. Tujuan dari penulisan makalah ini adalah 

menambah perbendaharaan koleksi graf harmonis. Graf yang memiliki pelabelan harmonis, 

dikatakan sebagai graf harmonis. Pada makalah ini akan disajikan konstruksi dari graf 

segitiga belah ketupat variasi 𝐿𝑀𝑛 yang kemudian akan dibuktikan bahwa graf segitiga belah 

ketupat variasi 𝐿𝑀𝑛 untuk n ≥ 2 adalah graf harmonis. 

2 METODOLOGI 

Kajian pada penelitian pelabelan harmonis terhadap graf segitiga belah ketupat variasi 

𝐿𝑀𝑛, merujuk dari graf tangga segitiga 𝐿𝑆𝑛[2] yang konstruksinya dirubah sedemikian rupa, 

sehingga didapat graf baru, yaitu graf segitiga belah ketupat variasi 𝐿𝑀𝑛. Berikut tahapan 

metodologi penelitian dengan langkah – langkah sebagai berikut:  

1. Memodifikasi graf tangga segitiga 𝐿Sn. 

2. Memperoleh graf terbaru 𝐿𝑀𝑛. 

3. Memberikan label pada setiap simpul dan sisi. 

4. Membuktikan secara formal. 

3 HASIL DAN PEMBAHASAN 

Terlebih dahulu diberikan graf 𝐿𝑆𝑛, dan 𝐿𝑀𝑛 untuk 𝑛 = 2. Dapat dilihat pada Gambar 1 

berikut ini: 

u1 u2

w1 w2t1
t2

v1 v2

u1 u2

v1 v2

 

Gambar 1. 𝐿𝑆2 dan 𝐿𝑀2 

 

Diberikan tampilan konstruksi dan pelabelan dari graf segitiga belah ketupat variasi  𝐿𝑀𝑛 

seperti Gambar 2. Graf segitiga belah ketupat variasi 𝐿𝑀𝑛 dengan jumlah simpul 𝑝 = 4𝑛 dan 

jumlah sisi 𝑞 = 8𝑛 –  3.  
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Gambar 2. Konstruksi dan pelabelan graf segitiga belah ketupat 𝐿𝑀𝑛 
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Pada bagian ini, diberikan pembuktian teorema graf belah ketupat 𝐿𝑀𝑛 sebagai berikut: 

 

Teorema. Graf segitiga belah ketupat variasi  𝑳𝑴𝒏 adalah graf harmonis untuk  𝒏 ≥  𝟐 

Bukti 

Label pada simpul untuk graf LMn sebagai berikut: 

𝑓(𝑡𝑖) = 4𝑖 −  1;  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∈  {3,7,11,15, … ,4𝑛 − 1} ⊂  3𝑚𝑜𝑑 4 = 3 … … … … … … …  (1) 

𝑓(𝑢𝑖) = 4𝑖 −  3;  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∈  {1,5,9,13, … ,4𝑛 − 3} ⊂  1𝑚𝑜𝑑 4 = 1 … … … … … … … (2) 

𝑓(𝑣𝑖) = 4𝑖 −  2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∈  {2,6,10,14, … ,4𝑛 − 2} ⊂  2𝑚𝑜𝑑 4 = 2 … … … … … … … (3) 

𝑓(𝑤𝑖) = 4𝑖 −  4;  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∈ {0,4,8,12, … ,4𝑛 − 4} ⊂  4𝑚𝑜𝑑  4 = 4 … … … … … … … (4) 

Label pada sisi untuk graf LMn  adalah sebagai berikut: 

𝑓∗(𝑡𝑖𝑤𝑖) = 𝑓(𝑡𝑖) + 𝑓(𝑤𝑖) = 4𝑖 − 1 + 4𝑖 − 4 = 8𝑖 − 5, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

∈ {3,11,19,27, … ,8𝑛 − 5} ⊂  3𝑚𝑜𝑑 8 = 3 … … … … … … … … … … …   (5) 

𝑓∗(𝑡𝑖𝑣𝑖) = 𝑓(𝑡𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖) = 4𝑖 − 1 + 4𝑖 − 2 = 8𝑖 − 3, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   

∈  {5,13,21,29, … ,8𝑛 − 3} ⊂  5𝑚𝑜𝑑 8 = 5 … … … … … … … … … …   (6) 

𝑓∗(𝑡𝑖𝑢𝑖) = 𝑓(𝑡𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖) = 4𝑖 − 1 + 4𝑖 − 3 = 8𝑖 − 4, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

∈  {4,12,20,28, … ,8𝑛 − 4} ⊂  4𝑚𝑜𝑑 8 = 4 … … … … … … … … … …   (7) 

𝑓∗(𝑡𝑖𝑤𝑖+1) = 𝑓(𝑡𝑖) + 𝑓(𝑤𝑖+1) = 4𝑖 − 1 + 4𝑖 = 8𝑖 − 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1  

∈  {7,15,23,31, … ,8𝑛 − 9} ⊂  7𝑚𝑜𝑑 8 = 7 … … … … … … … … … …   (8) 

𝑓∗(𝑢𝑖𝑤𝑖) = 𝑓(𝑢𝑖) + 𝑓(𝑤𝑖) = 4𝑖 − 3 + 4𝑖 − 4 = 8𝑖 − 7, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

∈  {1,9,17,25, … ,8𝑛 − 7} ⊂ 1𝑚𝑜𝑑 8 = 1 … … … … … … … … … …   (9) 

𝑓∗(𝑣𝑖𝑤𝑖) = 𝑓(𝑣𝑖) + 𝑓(𝑤𝑖) = 4𝑖 − 2 + 4𝑖 − 4 = 8𝑖 − 6, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

∈  {2,10,18,26, … ,8𝑛 − 6} ⊂  2𝑚𝑜𝑑 8 = 2 … … … … … … … … …   (10) 

𝑓∗(𝑣𝑖𝑤𝑖+1) = 𝑓(𝑣𝑖) + 𝑓(𝑤𝑖+1) = 4𝑖 − 2 + 4𝑖 = 8𝑖 − 2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

∈  {6,14,22,30, … ,8𝑛 − 10} ⊂  6𝑚𝑜𝑑 8 = 6 … … … … … … … … …   (11) 

𝑓∗(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 𝑓(𝑣𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖+1) = 4𝑖 − 2 + 4𝑖 + 2 = 8𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 – 1   

∈  {8,16,24,32, … ,8𝑛 −  8} ⊂  8𝑚𝑜𝑑 8 = 8 … … … … … … … … …   (12) 

Dari persamaan (1) sampai (4) dapat dilihat bahwa himpunan label simpul adalah sebagai 

berikut: 𝑓(𝑉(𝐺) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15, … ,4𝑛 − 1}. Sehingga 𝑓 memenuhi 

pemetaan fungsi injektif  𝑓: 𝑉(𝐺) →  ℤ𝑞. Begitu pula dengan persamaan (5) sampai dengan 

persamaan (12) untuk himpunan label sisinya adalah sebagai berikut: 𝑓∗(𝐸(𝐺) =

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16, … ,8𝑛 − 3}. Sehingga terbukti bahwa pelabelan sisi 

𝑓∗(𝑢𝑣) =  𝑓(𝑢)  +  𝑓(𝑣) 𝑚𝑜𝑑 𝑞 menghasilkan himpunan label sisi berbeda.  

4 KESIMPULAN 

Dari kajian penelitian  tersebut dapat dinyatakan bahwa pelabelan simpul pada graf 

segitiga belah ketupat variasi 𝐿𝑀𝑛 dapat membangkitkan pelabelan sisi berbeda. Hal ini 
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memenuhi definisi dari pelabelan harmonis. Sehingga dapat disimpulkan bahwa graf segitiga 

belah ketupat variasi 𝐿𝑀𝑛 adalah graf harmonis. 
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