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SIFAT-SIFAT GRAF CAYLEY GRUP Sn
Afifan Hadi", Kiki Ariyanti Sugeng

Departemen Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam, Universitas
Indonesia
*e-mail: afifanhadi@sci.ui.ac.id, kiki@sci.ui.ac.id

Abstrak. Grup merupakan suatu struktur aljabar berupa himpunan tak kosong yang apabila
didefinisikan suatu operasi biner harus memenuhi empat sifat yaitu: tertutup, berlaku aturan
asosiatif, terdapat elemen identitas, serta tiap elemen memiliki elemen invers. Graf Cayley
merupakan graf yang berupa representasi elemen-elemen suatu grup sebagai simpul-simpul
di graf serta keberadaan busur ditentukan oleh suatu subhimpunan pembangkit dari grup
yang tidak mengandung elemen identitas grup. Pada paper ini akan dibahas beberapa jenis
graf Cayley yang dibentuk dari grup simetri dengan subhimpunan pembangkit berupa
transposisi dan reversal, akan ditunjukkan pula konstruksinya, serta sifat-sifat dasar yang
terkait graf Cayley yang dibentuk dengan tujuan untuk memberikan gambaran tentang graf
Cayley dari grup simetri.

Kata Kunci: Grup simetri, graf Cayley, transposisi, reversal.

1 PENDAHULUAN

Teori graf aljabar merupakan ilmu tentang penggunaan teknik-teknik aljabar dalam teori
graf. Orang yang dianggap sebagai pionir dalam mengasosiasikan graf dengan grup berhingga
adalah Arthur Cayley. Cayley menghubungkan teori graf dengan struktur grup pada aljabar
melalui diagram warna Cayley pada 1878. Dia membuat sebuah graf yang merepresentasikan
suatu grup yang kini lebih dikenal sebagai graf Cayley. Graf Cayley merupakan subjek
penelitian yang menarik dalam bidang teori graf aljabar dan memunculkan berbagai
penerapan praktis pada beragam bidang ilmu contohnya ilmu komputer dan teknologi
informasi memanfaatkan graf Cayley untuk membuat jaringan dengan diameter kecil serta
konektivitas tinggi [1]. Selain itu, beberapa bidang ilmu lain yang memanfaatkan graf Cayley
dalam penerapannya di antaranya bidang aljabar, bidang biologi seperti pada pengukuran
jarak antara dua genom bakteri yang terbentuk dalam proses inversi, dan bidang teori
pengkodean, dan machine learning [2, 3, 4].

Grup didefinisikan sebagai suatu himpunan tak kosong G yang di dalamnya didefinisikan
suatu operasi biner dan memenuhi empat sifat yaitu tertutup pada operasi di dalamnya,
berlaku aturan asosiatif, terdapat suatu elemen identitas, serta tiap elemen memiliki elemen
invers. Grup simetri adalah suatu grup yang anggota-anggotanya merupakan permutasi
dengan operasi komposisi fungsi [5].

Suatu graf G adalah pasangan himpunan tak kosong berhingga V(G) yang elemennya
disebut sebagai simpul dari G, dan himpunan E(G) yang berisi pasangan tak terurut dari
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Afifan Hadi, Kiki Ariyanti Sugeng

simpul di V(G) yang disebut busur dari G [6]. Diberikan sebuah grup berhingga I'. Misal
C < T adalah himpunan pembangkit yang simetris dan tidak mengandung elemen identitas,
graf Cayley pada grup T dengan himpunan pembangkit € < T dinotasikan dengan Cay(T,C),
didefinisikan sebagai graf dengan tiap simpulnya adalah elemen dari ' yaitu V =T, dan
busurnya sesuai dengan operasi kanan elemen di ' oleh elemen di C , vyaitu

E= {{r,rc}:r eElcE E}.

2 GRUP DAN GRAF: DEFINISI DAN NOTASI

Misal G suatu grup berhingga. Anggota dari suatu himpunan bagian € dari G disebut
pembangkit, serta C disebut sebagai himpunan pembangkit apabila setiap anggota grup &
dapat dinyatakan sebagai hasil operasi berhingga dari pembangkit-pembangkit di €, dengan
kata lain G dibangkitkan oleh C. Suatu himpunan bagian € dari G disebut simetris jikac € €
berakibat c~* € €, bisa juga dinotasikan sebagai ¢ = ¢~* dengan ¢! = {¢™*:c € C} [2].

Diberikan sebarang himpunan tak kosong berhingga S, maka himpunan semua pemetaan
satu-satu dari 5 ke S dengan operasi komposisi fungsi disebut sebagai grup simetri berderajat
n dan dinotasikan sebagai S,, serta elemennya disebut permutasi dari 5. Permutasi biasa

dinotasikan sebagai (El = ’;_l) atau dalam satu baris sebagai (iy,i5,.-.,1,) [5].

Notasi (i, i,.. i) ~merepresentasikan suatu permutasi di S5, , dengan
g(iy) = in0(iy) =ig . oi;) =iy, untuk j<k, o(i)=1i,, dan o(s) =s untuk s
berbeda dari i,,i,,... .1, . Notasi (i, i,.. i) disebut sebuah k-cycle. Jika k =2, vyaitu
permutasi (i, i,) disebut transposisi. Dua cycle disebut disjoint apabila keduanya tidak
memiliki suatu bilangan bulat yang sama. Suatu permutasi ¢ € 5,, merupakan permutasi
ganjil jika ¢ adalah hasil operasi sejumlah bilangan ganjil transposisi-transposisi, dan
merupakan permutasi genap jika o adalah hasil operasi sejumlah bilangan genap transposisi-
transposisi [7].

| F——

Teorema 2.1. [5] Semua permutasi di 5,, adalah hasil operasi disjoint cycles.

Teorema 2.2. [5] Semua permutasi di 5,, adalah hasil operasi transposisi-transposisi.

Teorema 2.3. [8] Untuk n = 2, 5, dibangkitkan oleh (1 — 1) transposisi
(12).(13),...(1n).

Teorema 2.4. [8] Untuk n = 2, 5, dibangkitkan oleh (1 — 1) transposisi

(12),(23),...((n=1) n).
Teorema 2.5. [8] Untuk n = 2, 5,, dibangkitkan oleh transposisi (1 2) dan n-cycle (1 2... 7).

Sebuah reversal r;; adalah sebuah operasi yang membalikkan urutan segmen [i, ],
l=1=j=n , dari suatu permutasi, yakni
[ T gy e Ty Ty o |1y = [ T3 5y o, Wisq, 0, oo | . Diberikan dua buah grup G
dan G', maka pemetaan ¢:G — G' disebut suatu homomorfisma grup G ke grup G' jika
memenuhi @(ab) = @(a)e(b) untuk setiap a.b € G, sehingga homomorfisma disebut
mempertahankan operasi di G . Grup G dan G' disebut isomorfis jika terdapat suatu
homomorfisma dari G ke G' yang bersifat satu-satu dan pada.

Suatu graf G adalah pasangan himpunan tak kosong berhingga V(G) yang elemennya
disebut sebagai simpul dari G, dan himpunan E(G) yang berisi pasangan tak terurut dari
simpul di ¥V(G) yang disebut busur dari G. Dua buah simpul v dan w disebut bertetangga
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apabila ada sebuah busur (v,w). (Untuk menyederhanakan penulisan, selanjutnya busur
(v,w) juga dinotasikan sebagai vw). Dua buah busur dikatakan bertetangga apabila keduanya
memiliki sebuah simpul yang sama pada ujungnya. Derajat dari suatu simpul adalah
banyaknya busur yang memiliki simpul tersebut sebagai ujungnya dinotasikan d(v). Derajat
maksimal dan minimal dari suatu graf G berturut-turut adalah A(G) dan 6(G), serta G disebut
k -reguler jika A(G)=4&(G)=k. Orde dan ukuran dari graf G berturut-turut adalah
banyaknya simpul dan banyaknya busur di &. Dua graf G, dan G, isomorfis jika ada pemetaan
satu-satu antara simpul-simpul di G, dengan simpul-simpul di &, sedemikian sehingga
banyaknya busur yang menghubungkan sebarang pasang simpul di &; sama dengan
banyaknya busur yang menghubungkan pasangan simpul yang berkorespondensi di G- .

Suatu graf dikatakan terhubung jika dan hanya jika ada lintasan antara setiap pasang
simpulnya. Jarak lintasan antara simpul u dan v pada suatu graf terhubung &, dinotasikan
dengan d(u,v) adalah banyaknya busur pada lintasan terpendek yang menghubungkan «z dan v
Jarak lintasan terbesar pada suatu graf G dinotasikan dengan d(G), disebut diameter dari graf
G [9].

Jika himpunan simpul pada suatu graf dapat dipisah menjadi dua himpunan yang saling
lepas A dan B sedemikian sehingga setiap busur di graf menghubungkan sebuah simpul di 4
dengan sebuah simpul di B, maka graf tersebut adalah graf bipartit. Suatu graf bipartit dengan
setiap simpul di A bertetangga dengan semua simpul di B dan hanya terhubung oleh satu
busur disebut graf bipartit lengkap, dinotasikan sebagai Ki;s dengan r dan s menyatakan
banyaknya elemen di 4 dan B.

Suatu permutasi @ dari himpunan simpul suatu graf I' disebut sebuah automorfisma apabila
(u, v) adalah sebuah busur di T jika dan hanya jika (& (1), o(v) ) adalah busur di T'. Suatu graf
[ disebut transitif simpul jika untuk sebarang 2 simpul u dan v di T terdapat suatu
automorfisma @ yang memenuhi o(u) = v. Suatu graf T disebut transitif busur jika untuk
sebarang 2 busur x dan y di I terdapat suatu automorfisma @ yang memetakan x ke v.

3 GRAF CAYLEY

Diberikan sebuah grup berhingga I'. Misal € adalah himpunan pembangkit yang simetris
dan tidak mengandung elemen identitas. Graf Cayley pada grup I' dengan himpunan
pembangkit ¢ < I' dinotasikan dengan Cay(I',() didefinisikan sebagai graf dengan tiap
simpulnya adalah elemen dari T yaitu V=T dan busurnya sesuai dengan operasi kanan
elemen di T oleh elemen di C, yaitu £= {(y,yc): y€T, c€ C}.

Teorema 3.1. [10] Misal Cadalah himpunan pembangkit dari suatu grup berhingga G. Maka
graf Cayley yang terbentuk, Cav(G, C), memiliki sifat-sifat berikut:

1. merupakan graf terhubung |C|-reguler.
2. merupakan graf yang transitif simpul.

Bukti. (1) Misal G suatu grup berhingga, dengan C adalah himpunan pembangkit yang
simetris dari G. Berdasarkan definisi busur pada graf Cayley, sebarang simpul y di
Cay(G, C)bertetangga dengan simpul ycy, yc,, ..., ¥c|¢| Sehingga setiap simpul di Cay(G,C)

berderajat |C| sehingga Cay(G,C) adalah graf |C|-reguler. Perhatikan juga bahwa setiap
anggota G dapat dinyatakan sebagai operasi berhingga dari anggota-anggota €. Sehingga pada

173



Afifan Hadi, Kiki Ariyanti Sugeng

sembarang simpul di Cay(G, C)terdapat lintasan ke simpul-simpul lainnya, dengan kata lain
Cay(G, C)terhubung.
(2). Untuk setiap g € G, pemetaan

Pgix - g 'x

adalah permutasi elemen-elemen di G. Pemetaan p, adalah automorfima dari Cay(G,C)

karena

(g7W) g )=y lgg lx =y x

Sehingga g~'x ~ g~'y jika dan hanya jika x ~ y. Pemetaan-pemetaan p, membentuk
subgrup dari grup automorfisma dari Cay(G,C) yang isomorfis dengan &. Subgrup ini
berlaku transitif dengan simpul-simpul Cay(G, C) karena untuk sembarang pasang simpul g

dan h, automorfisma g, -- memetakan g ke h. [

Pada subbab berikut diberikan sifat graf transposisi dari 5,, dan graf pancake dari 5,, yang
dinyatakan di [6] tanpa bukti. Bukti yang diberikan untuk Teorema 3.2 dan 3.3 diberikan
sebagai bukti alternatif.

3.1 Graf Transposisi dari §,,

Diberikan  himpunan  transposisi C ={(i, i,) € 5,1 < i, < i, <=n}. Himpunan
transposisi € mengandung semua transposisi di 5,, sehingga merupakan sebuah himpunan
pembangkit untuk 5,,. Graf Cayley yang dibentuk dengan himpunan transposisi € disebut graf
transposisi dari 5,,. Berikut diberikan contoh konstruksi graf transposisi dari Sx.

Contoh 3.1. Diberikan grup simetri berderajat 4, yang dinotasikan dengan 5. Graf transposisi
dari 5, dengan himpunan transposisi € = {(1 2),(1 3),(1 4).(2 3).(2 4),(3 4}, adalah graf
Cay(5,,C) dengan V(Cay(5,,€)) = S, dan E(Cay(5.,C)) = {(y.yc):y € S..c € C}. Graf
ini diilustrasikan pada Gambar 1.

1
(1324) e a2
) QA

@34 433

Gambar 1. Graf Transposisi dari 54
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Teorema 3.2. Graf transposisi dari 5, dengan n = 3, merupakan graf bipartit [i_f)-reguler

berorde n! dan diameter (n — 1).

Bukti. Berdasarkan definisi graf transposisi dari 5, dengan himpunan transposisi
C={(i,i,)eS5,1<i,<i,<n} , setiap busur pada graf transposisi dari S,
menghubungkan suatu simpul ¥ € §,, dengan simpul yc dengan ¢ anggota himpunan
tranposisi C. Sehingga setiap busur menghubungkan simpul permutasi genap dengan simpul
permutasi ganjil, maka grafnya bipartit. Perhatikan bahwa |V| = |5,| = n! serta himpunan
transposisi € memiliki (%) elemen, sehingga graf transposisi dari S, berorde n! serta
berdasarkan Teorema 3.1. graf transposisi dari 5,, adalah graf terhubung [’;)-reguler. Karena

paling banyak (n — 1) transposisi cukup untuk mengubah sembarang permutasi dengan n
elemen menjadi permutasi lainnya maka diameter graf transposisi dari S,, adalah (n — 1). [

3.2 Graf Pancake dari Sn

Diberikan  himpunan reversal c={r,€S,1<i<n} . Perhatikan bahwa
re = (1) (2@ — 1) .. (53) untuk £ genap, 1, = (19 (2 (G~ 1D)..(5=) untuk ¢
ganjil, sehingga pada himpunan C terdapat transposisi-transposisi (1 2),(1 3),...,(1 n).
Sehingga himpunan reversal € merupakan pembangkit 5,,. Graf Cayley yang dibentuk dengan
himpunan reversal C disebut graf pancake dari 5,,. Berikut diberikan contoh konstruksi graf
pancake dari Sz

Contoh 3.2. Diberikan grup simetri berderajat 4, yang dinotasikan dengan S,. Graf pancake
dari 5, dengan himpunan reversal € = {’"1,:”"1,3”1,4} ={(12),(13),(14)(23)}, adalah
graf Cay(5,,C) dengan V(Cay(5,,C)) =5, dan E(Cay(5..C))={(y.yc):y €5;,c € C}.
llustrasi dari graf ini dapat dilihat pada Gambar 2.

1)
1324
1779 0o

a34ng e
(1432).,-';’.“. / . ’(]4)
‘J / :. 23
(1423) . ".‘ a ’( )
a 243).{,, ‘ / y, I"‘I I 24)

(1234) @—

04 | /
23 1

a)e
ea L (124)
an® N AT
(34 (243)‘,_7__7‘_”7_‘_:;_ —K N
e © (142)
@34 33 (39

(132)

Gambar 2. Graf Pancake dari 54

Teorema 3.3. Graf pancake dari 5, n = 3, merupakan graf terhubung (n — 1)-reguler

n’

berorde !.
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Bukti. Berdasarkan definisi graf pancake dari S, dengan himpunan reversal
C = {ru ES, l=<i< n}, setiap busur pada graf pancake dari 5, menghubungkan suatu
simpul ¥ € 5, dengan simpul yc dengan ¢ anggota himpunan reversal C. Perhatikan bahwa
V| =15,] = n!serta himpunan reversal C memiliki (n — 1) elemen, sehingga graf pancake
dari S,, berorde n! serta berdasarkan Teorema 3.1. graf pancake S, adalah graf terhubung
(n —1)-reguler. [

4 KESIMPULAN

e Graf Cayley merupakan graf yang dibentuk dari suatu grup sedemikian sehingga simpul-
simpul pada graf adalah representasi elemen-elemen grup serta terbentuknya busur
ditentukan suatu subhimpunan grup yang bebas elemen identitas serta membangkitkan
grup tersebut.

e Jika himpunan pembangkit yang digunakan adalah himpunan pembangkit grup yang
bersifat simetris, graf Cayley yang terbentuk, Cay(G,C), merupakan graf terhubung |C|-
reguler dan merupakan graf yang transitif simpul.

e Graf transposisi dari S,, dengan n = 3, merupakan graf bipartit [’;)-reguler berorde !
dengan diameter (n — 1),

e Graf pancake dari S,,, m = 3, merupakan graf terhubung (7 — 1)-reguler berorde n!,
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