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PEWARNAAN SIMPUL r —DINAMIS PADA GRAF TERATAIT,,

Audi Fierera”, Kiki A. Sugeng

Departemen Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan Alam,
Universitas Indonesia, Depok 16424, Indonesia
*e-mail: audi.fierera@sci.ui,ac,id

Abstrak. G = (V, E) merupakan pasangan dari himpunan V' tak kosong dan berhingga yang
dinamakan sebagai himpunan simpul dan himpunan E yang seluruh elemennya merupakan
subhimpunan dari dua elemen dari V atau bisa disebut juga dengan busur. Pewarnaan
dinamis didefinisikan sebagai pewarnaan tepat sedemikian sehingga untuk setiap simpul
berderajat minimal dua mempunyai lebih dari satu warna yang berbeda pada setiap simpul-
simpul tetangga. Pewarnaan r —dinamis merupakan bentuk perumuman dari pewarnaan
dinamis. Misalkan r merupakan bilangan bulat positif. Pewarnaan r —dinamis dengan
k —warna pada suatu graf G adalah pewarnaan tepat simpul dengan k —warna pada graf G
sedemikian sehingga untuk setiap simpul v maka himpunan tetangganya akan menggunakan
warna setidaknya min {r,deg(v)}. nilai minimal k untuk graf G pada pewarnaan
r —dinamis dengan k —warna disebut dengan bilangan kromatik r —dinamis pada graf G,
dan dapat dinotasikan dengan y,.(G). Graf teratai T,, merupakan hasil dari operasi korona
antara graf lengkap K, dengan graf bintang S,, (K; © S,,) yang kemudian n — 1 simpul pada
graf bintang digantikan menjadi n — 1 simpul baru dan terhubung pada simpul pusat pada
graf bintang. Sehingga, graf teratai akan memiliki 2n + 2 simpul dan 2n + 1 busur. Dari
hasil konstruksi dengan menggunakan definisi pewarnaan r —dinamis pada graf teratai T,
diperoleh bilangan kromatik graf teratai T, adalah x,(T,) = 3, untuk r = 1 dan 2, serta
X-(T,)) = min(r,2n+ 1) + 1 untuk r > 3.

Kata kunci: bilangan kromatik » —dinamis, graf teratai T,,, pewarnaan r —dinamis

1 PENDAHULUAN

Pewarnaan dinamis didefinisikan sebagai pewarnaan tepat sedemikian sehingga untuk
setiap simpul berderajat minimal dua mempunyai lebih dari satu warna yang berbeda pada
setiap simpul ketetanggaannya. Bilangan kromatik untuk pewarnaan dinamis dari suatu graf
G, dinotasikan sebagai y,(G). Pewarnaan r —dinamis merupakan bentuk perumuman dari
pewarnaan dinamis, yaitu pewarnaan tepat simpul dengan k —warna pada graf G sedemikian
sehingga untuk setiap simpul v menerima setidaknya min {r,d(v)} warna untuk simpul
tetangga. Nilai minimal k untuk graf G pada pewarnaan r —dinamis dengan k —warna disebut
dengan bilangan kromatik » —dinamis pada graf G, dan dapat dinotasikan sebagai y,-(G) [7].

Graf teratai T,, merupakan salah satu graf hasil operasi korona, yakni hasil dari operasi
korona antara graf lengkap K; dengan graf bintang S,, yang kemudian ditambahkan sebanyak
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Audi Fierera, Kiki A. Sugeng

n — 1 buah salinan simpul baru dan masing-masing simpul ini dihubungkan pada simpul
pusat graf bintang. Sehingga, graf teratai memiliki 2n + 2 simpul dan 2n + 1 busur [4].

Penelitian terkini mengenai pewarnaan r —dinamis untuk beberapa graf khusus sudah
dilakukan, seperti graf prisma dan sirkulan [6] dan bilangan kromatik dinamis pada graf
bipartit [2]. Namun, untuk pewarnaan simpul r —dinamis pada graf teratai T,, masih menjadi
masalah terbuka.

2. TEORI PENDUKUNG

2.1 Istilah Dasar dalam Graf

Suatu graf G = (V,E) merupakan pasangan dari himpunan V yang tak kosong dan
berhingga, dinamakan sebagai himpunan simpul, dan himpunan E yang elemennya
merupakan subhimpunan dari dua elemen dari V dan disebut sebagai busur [3]. Sebagai
bentuk penyederhanaan penulisan, jika u,v € V, maka notasi dari busur {u,v} dapat
dinotasikan sebagai uv. Jika uv merupakan suatu busur dari G, maka dapat dikatakan bahwa
u dan v bertetangga pada G. Dengan kata lain, simpul u dan v dikatakan bertetangga apabila
keduanya terhubung langsung dengan suatu busur e [3].

2.2 Operasi Korona pada Graf

Misalkan G ; merupakan sebuah graf dengan orde n dan G, merupakan sembarang graf tak
kosong, operasi korona dari graf G; dan G, dinotasikan sebagai G; © G, yang dihasilkan dari
G, dan G, dengan mengambil sebuah G; dan n buah salinan G, dan menghubungkan simpul
ke—i dari G,dengan setiap simpul pada salinan ke—i dari G, [1].

2.3 Graf Teratai T,

Graf teratai merupakan hasil dari operasi korona antara graf lengkap K;dengan graf
bintang S,, yang kemudian ditambahkan sebanyak n — 1 buah salinan simpul baru dan
masing-masing simpul tersebut dihubungkan pada simpul pusat graf bintang. Sehingga, graf
teratai memiliki 2n + 2 simpul dan 2n + 1 busur [4]. llustrasi dari graf teratai dapat dilihat
pada Gambar 1. Graf bintang S,, yang dimaksud adalah graf bintang dengan n + 1 simpul dan
n buah simpul daun.

Gambar 1. Graf Teratai T,

2.3 Pewarnaan Simpul

Pewarnaan simpul (proper coloring) dari graf G merupakan penetapan warna untuk simpul
yang ada pada graf G, satu warna untuk masing-masing simpulnya, sedemikian sehingga
simpul yang bertetangga diberikan warna yang berbeda. Banyak warna terkecil yang
dibutuhkan dalam memberikan warna pada graf G, disebut dengan bilangan kromatik simpul
dari graf G, dapat dinotasikan dengan y(G). Jika graf G dapat diberi warna sebanyak
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k —warna, maka dapat dikatakan bahwa graf G adalah k —colorable. Jika y(G) = k, maka
dapat dikatakan bahwa G adalah k —kromatik [3].

2.4 Pewarnaan Dinamis

Pewarnaan dinamis didefinisikan sebagai pewarnaan tepat (proper coloring) sedemikian
sehingga untuk setiap simpul berderajat minimal dua mempunyai lebih dari satu warna yang
berbeda pada setiap simpul-simpul ketetanggaannya. Pewarnaan dinamis merupakan suatu
pemetaan c dari IV ke himpunan warna sedemikian sehingga memenuhi kondisi berikut:

a. Jikauv € E(G), maka c(u) # c(v), dan

b. Vv eV(G), |c(N())| = min{2,d(v)}

dengan N (v) adalah banyaknya tetangga pada simpul v [7].

2.5 Pewarnaan r —Dinamis

Pewarnaan r —dinamis merupakan bentuk perumuman dari pewarnaan dinamis yang telah
diungkapkan oleh Montgomery (2001). Misalkan r merupakan bilangan bulat positif.
Pewarnaan r —dinamis dengan k —warna pada suatu graf G adalah pewarnaan tepat simpul
dengan k —warna pada graf G sedemikian sehingga untuk setiap simpul v menerima
setidaknya min {r, d(v)} warna untuk simpul ketetanggaannya. Nilai minimal k untuk graf G
pada pewarnaan r —dinamis dengan k —warna disebut dengan bilangan kromatik r —dinamis
pada graf G, dan dapat dinotasikan dengan x,-(G) [7, 8].

Teorema 1 [7] Bilangan kromatik dinamis untuk lingkaran C,, adalah:

5, jikan =5,

xa(Cy) =143, jikan =3k, k>1,

4, jika nlainnya.
Bukti. Misalkan v, v, ...v,v; menyatakan sebuah graf lingkaran C,,. Perhatikan bahwa tiga
simpul berurutan dari sebuah lingkaran harus diberi warna berbeda dalam pewarnaan dinamis
graf lingkaran C,,, karena hanya simpul pertama dan ketiga yang merupakan tetangga dari
simpul kedua dan harus diberi warna yang berbeda dan juga harus berbeda dari simpul kedua.
Karena setiap tiga simpul berurutan diberikan warna yang berbeda, maka c(v;), c(v,), dan
c(v3) haruslah merupakan tiga warna yang berbeda pada pewarnaan dinamis pada graf
lingkaran Cs. Karena v,, vs, dan v; merupakan tiga simpul berurut, maka haruslah c(v,) #
c(v) # c(vg) dan karena v,,v;, dan v, merupakan tiga simpul berurut, maka haruslah
c(vy) # c(vy) # c(v3). Sehingga, kelima simpul pada graf lingkaran Cs haruslah diberikan
warna yang berbeda, maka y,(Cs) = 5.

Untuk n = 3k, karena untuk setiap tiga simpul berurutan haruslah diberikan warna yang

berbeda, maka dapat dilakukan pewarnaan seperti 1,2,3,1,2,3,...,1,2,3. Maka, berdasarkan
hasil pewarnaan tersebut menunjukkan bahwa y,(Cs;) = 3.
Untuk k > 1, andaikan y,;(Csx4+1) = 3. Setiap tiga simpul berurutan akan diberikan warna
yang berbeda, dengan menggunakan warna 1,2, dan 3. Sehingga didapati pewarnaan seperti
1,2,3,1,2,3, ... ,1,2,3,c(v3,41), 1. Hasil tersebut memberikan kesimpulan bahwa c(v3j41) #
1,2,atau 3. Maka, x;(Csx4+1) =4 dengan hasil pewarnaan 1,2,3,1,2,3,..,1,2,3,4,1
menunjukkan bahwa y;(Cs,4+1) = 4.

Untuk k > 2, andaikan y,(Csx+2) = 3. Dengan cara yang serupa untuk kasus n = 3k + 1,
maka pewarnaan yang akan dihasilkan adalah seperti 1,2,3,1,2,3,...,1,2,3,1,c(v3x4+1), 1.
Hasil tersebut memberikan kesimpulan bahwa c(v3y42) # 1, 2,atau 3, maka, x4 (Czx42) = 4.
Hasil pewarnaan 1,2,3,1,2,3, ... ,4,2,1,4, 3,1 menunjukkan bahwa y;(Csj4+2) = 4. m
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Teorema 2 [7]
Jikar = 2, maka bilangan kromatik r — dinamis untuk lingkaran C, adalah:

5, jikan =35,

xr-(C,) =143, jikan=3k,k>1

4, jikanlainnya
Bukti. Untuk setiap r = 2, x,-(C,)) = x2(C,), dan untuk kasus r = 2 dan untuk setiap n > 3
(telah dibuktikan pada Teorema 1) memiliki nilai seperti di atas. Karena pada pewarnaan
setiap kasus dari Teorema 1 merupakan pewarnaan graf lingkaran C,, yang telah memenuhi
definisi pewarnaan r —dinamis untuk setiap r > 2, maka hasil yang sama akan diperoleh
untuk yx,-(C,) untuk setiapr > 2. m

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini dijelaskan mengenai hasil konstruksi pewarnaan r —dinamis dari bentuk
umum graf teratai T,,. Sebelum itu, akan diperkenalkan teorema mengenai bilangan kromatik
r —dinamis pada graf bintang S,,.

Teorema 3 Suatu graf bintang S,, memiliki bilangan kromatik r — dinamis,
X-(Sy) =min(r,n) +1; r>1,n=> 3.

Bukti. Misalkan v, merupakan simpul pusat dari graf bintang S,, dengan deg(v,) = n dan v,
memiliki label warna c(v,). Diketahui bahwa v;, 1 < i < n, merupakan simpul-simpul daun
yang merupakan tetangga dari v,, dengan deg(v;) = 1. Misalkan v; memiliki label warna
c(v;),1 <i<n. Setiap simpul tetangga dari v, sudah memenuhi definisi pewarnaan
r —dinamis, dengan |c(N(v;))| = min (r, 1) untuk r > 1, yakni untuk setiap simpul daun
memiliki tetangga dengan satu warna berbeda dengan c(v;), yakni c(v,). Selanjutnya, karena
v, memiliki deg(v,) = n, maka untuk memenuhi definisi pewarnaan dinamis, haruslah
memenuhi |c(N(v;))| = min (r,n). Hal ini mengakibatkan bahwa c(v;) akan memiliki
sebanyak min (r,n) warna. Dengan demikian untuk melakukan pewarnaan » —dinamis pada
graf bintang S, dibutuhkan setidaknya min(r,n) + 1 warna, dengan kata lain y,(S,) =
min(r,n) + 1untukr > 1. m

Teorema 4 Misalkan G merupakan suatu graf teratai T,,, maka:
_ 3, r=1dan2,n > 3,
Xr(Tn)_{min(r,2n+1)+1, r>3n>=3.

Bukti.
Kasusr =1

Misalkan G5 adalah subgraf dari T,, dimana konstruksi dari G5 isomorfisma dengan graf
bintang S,, dengan E = {{v,, v, }|1 < k < n}dan V = {vy, vy, vy, v3, ..., v, }. llustrasi dari G;
dapat dilihat pada Gambar 2. Berdasarkan Teorema 3, bilangan r —kromatik dari graf bintang
adalah y,(G3) = min (1,n) + 1 untuk » = 1, maka misalkan pula G, merupakan graf T, —
G5. llustrasi dari G, dapat dilihat pada Gambar 3. Pada graf G, dapat dilihat bahwa terdapat n
buah subgraf lingkaran Cs. Berdasarkan definisi pewarnaan r —dinamis, maka untuk r = 1,
setiap simpul di T,, setidaknya memiliki satu simpul tetangga dengan warna yang berbeda,
atau dalam hal ini bisa disebut dengan pewarnaan tepat. Karena terdapat n buah lingkaran Cs,
maka berdasarkan Teorema 1, setidaknya dibutuhkan tiga warna untuk mewarnai graf
tersebut. Misalkan untuk n buah subgraf lingkaran

’ /7

C3: V9V, V1V, VoV, V2V, VoV, V3V, -, VoV, VnVo, dimana v, dan v, menjadi simpul
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irisan dari n buah subgraf lingkaran C; tersebut. Karena v, dan vo/ merupakan simpul irisan
dari n buah subgraf lingkaran C3, maka dalam hal ini v, dan ”o/ akan memiliki warna yang
tetap meskipun r bertambah. Misalkan c(v,) dan c(vo/ ) merupakan label warna untuk v; dan

v,, dimana c(v,) # c(vo/ ). Karena r = 1 dan antara simpul vy, v,, vs, ..., 1, tidak saling
bertetangga, maka c(v,), c(v,), c(v3), hingga c(v,) dapat dilabeli warna yang sama selain

c(vy) dan c(vo/), maka diperolen bahwa y,(G,) =3 untuk r=1 dan untuk

v, ,V,,V;,.., v, dapat menggunakan warna yang sudah digunakan selain c(v,) agar
memenuhi definisi pewarnaan r —dinamis. Karena simpul v, merupakan simpul bersama dari
graf G5 dan G, maka untuk menghitung bilangan kromatik T,,, banyak warna pada salah satu
bilangan kromatik G, atau G5 dapat dikurangi satu, sehingga bilangan kromatik graf teratai T,

adalah y,.(T,)) = 3, untuk r = 1.

Gambar 2. Graf G5

Gambar 3. Graf G,

Kasusr = 2

Dengan menggunakan cara yang serupa seperti kasus r = 1, diperoleh bahwa untuk kasus
r = 2, memiliki hasil yang sama dengan kasus r = 1. Sehingga, kasus untuk » = 2 memiliki
bilangan kromatik dinamis y,(T;,,) = 3.
Kasusr > 3

Dengan menggunakan cara yang serupa seperti kasus r = 1, diperoleh bahwa untuk kasus
r =3 bilangan kromatik graf teratai T, adalah x,(T,) = min(r,2n+ 1) + 1. Nilai r
maksimal yang dapat digunakan adalah 2n + 1, karena A (T;,) = 2n + 1. Karena, ketika
pewarnaan r —dinamis menggunakan r yang melebihi dari derajat terbesar simpul pada graf
T,,, maka sesuai definisi pewarnaan r —dinamis, akan tetap menghasilkan pewarnaan dengan
r =A (T,,). Maka diperoleh bilangan kromatik graf teratai T,, adalah y,-(T,,) = 3,untuk r = 1
dan 2 serta y,(T,,) = min(r,2n + 1) + 1untukr > 3.m

4. KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan pewarnaan r —dinamis pada graf teratai T,, yang telah dibahas, diperoleh
kesimpulan:
1. Suatu graf bintang S,,, memiliki bilangan r — kromatik,
X, (Sp) = min(r,n) + 1, r=>1,n=3.
2. Suatu graf teratai T,, memiliki bilangan r —kromatik,
)((T)={ 3, r=1dan2,n > 3,
ryn min(r,2n+ 1) + 1, r>3,n=>3.
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Dengan nilai » maksimal yang dapat digunakan adalah 2n + 1, karena A (T,) = 2n + 1.
Ketika pewarnaan r —dinamis menggunakan r yang melebihi dari derajat terbesar simpul
pada graf T,, maka sesuai definisi pewarnaan r —dinamis, akan tetap menghasilkan
pewarnaan dengan r =A (T,,).

Pewarnaan r —dinamis pada graf teratai 7,, yang dilakukan pada penelitian ini, menggunakan
pewarnaan simpul r —dinamis. Dengan demikian penelitian dapat dilanjutkan dengan
melakukan pewarnaan sisi r —dinamis atau dapat melakukan pewarnaan total r —dinamis
pada graf teratai maupun graf lainnya.
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