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Abstrak. Salah satu kriteria terpenting dalam membedakan kualitas seorang pemain 

penyerang dalam olahraga sepakbola adalah kemampuannya untuk mencetak gol. Berdsarkan 

analisis stress-strength waktu yang dibutuhkan untuk mencetak gol pertama dari seorang 

pemain sepakbola dalam suatu pertandingan dinyatakan sebagai komponen stress (Y), 

sedangkan waktu terjadinya gol kedua oleh pemain mana pun dinyatakan sebagai komponen 

strength (X). Salah satu distribusi yang dapat digunakan untuk memodelkan data bivariat X 

dan Y adalah distribusi Rayleigh bivariat. Untuk menguji secara statistik, apakah data bivariat 

berdistribusi tertentu dapat menggunakan uji Kolmogorov-Smirnov bivariat. parameter-

parameter yang ada pada distribusi Rayleigh bivariat ditaksir menggunakan metode 

penaksiran kemungkinan maksimum. Pada artikel ini, uji Kolmogorov-Smirnov bivariat 

digunakan untuk menguji kecocokan distribusi Rayleigh bivariat pada data hasil pertandingan 

Liga 1 tim Persib Bandung pada tahun 2018 dan 2019, dimana pemain yang menjadi perhatian 

adalah pemain penyerang Tim Persib Bandung Ezechiel N’Douassel. Berdasarkan hasil 

perhitungan dapat disimpulkan bahwa data bivariat waktu mencetak gol pertama (dalam 

menit) oleh Ezechiel N’Douassel, dan data waktu mencetak gol kedua (dalam menit) oleh 

pemain dari tim manapun di pertandingan Liga 1 tim Persib Bandung pada tahun 2018 dan 

2019 berasal dari populasi yang berdistribusi Rayleigh bivariat. 

Kata kunci: Analisis stress-strength, distribusi Rayleigh bivariat, metode penaksiran 

kemungkinan maksimum, uji Kolmogorov-Smirnov bivariat. 

 

1    LATAR BELAKANG 

Salah satu kriteria terpenting kualitas seorang pemain penyerang dalam olahraga sepak 

bola adalah kemampuan mencetak gol. Lebih spesifik lagi adalah mencetak gol pertama sangat 

penting dalam suatu pertandingan sepak bola. Oleh karena itu salah satu ukuran penting dari 

kualitas pemain penyerang adalah waktu yang dibutuhkan untuk mencetak gol pertama dalam 

suatu pertandingan sepak bola. [1] menggunakan analisis stress-strength untuk melihat kinerja 

seorang pemain sepak bola berdasarkan data waktu mencetak gol pertama dalam suatu 

pertandingan sepak bola. Waktu yang dibutuhkan untuk mencetak gol pertama dari seorang 

https://doi.org/10.30598/PattimuraSci.2021.KNMXX.517-522
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pemain sepak bola dalam suatu pertandingan dinyatakan sebagai komponen stress (𝑌), 

sedangkan waktu terjadinya gol kedua dari pertandingan sepak bola oleh pemain mana pun 

dinyatakan sebagai komponen strength (𝑋). [1] menggunakan distribusi Rayleigh bivariat untuk 

memodelkan data peubah acak 𝑋 dan 𝑌, dimana keduanya diasumsikan tidak saling bebas. [1] 

menggunakan data hasil-hasil pertandingan di Liga Spanyol untuk musim 2013-2014, 2014-

2015, dan 2015-2016, dimana pemain yang menjadi perhatian adalah pemain klub Real Madrid 

yaitu Cristiano Ronaldo. Di sisi lain [4] membahas uji kecocokan distribusi Kolmogorov-

Smirnov untuk kasus data multivariat. Tujuan dari penulisan artikel ini adalah membahas uji 

kecocokan distribusi Rayleigh bivariat menggunakan uji Kolmogorov-Smirnov bivariat pada 

data hasil pertandingan Liga 1 tim sepak bola Persib Bandung saat kandang dan tandang pada 

tahun 2018 dan 2019. 

2   DISTRIBUSI RAYLEIGH BIVARIAT DAN SIFAT-SIFATNYA 

Fungsi densitas distribusi Rayleigh bivariat [1] adalah: 

𝑓(𝑥, 𝑦; 𝝀) = {

4𝜆1(𝜆2 + 𝜆3)𝑥𝑦𝑒−𝜆1𝑥2−(𝜆2+𝜆3)𝑦2                    ; 0 < 𝑥 < 𝑦

         4𝜆2(𝜆1 + 𝜆3)𝑥𝑦𝑒−𝜆2𝑦2−(𝜆1+𝜆3)𝑥2
              ; 𝑥 > 𝑦 > 0         

2𝜆3𝑧𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑧2
                                       ;  𝑥 = 𝑦 = 𝑧

 

(1) 

dengan 𝝀𝑇 = (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) adalah vektor parameter yang tidak diketahui dari distribusi Rayleight 

bivariat. Fungsi distribusi kumulatif untuk distribusi Rayleight bivariat [2,3] adalah 

𝐹(𝑥, 𝑦; 𝝀) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = ∫ ∫ 𝑓(𝑠, 𝑡; 𝝀)𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑥

0

𝑦

0

. 

(2) 

Untuk menyelesaikan integral persamaan (2) , ada 3 kasus, yaitu (1) untuk 𝑥 > 𝑦; (2) untuk 

𝑥 < 𝑦; dan (3) untuk 𝑥 = 𝑦. 

Kasus (1) untuk 𝒙 > 𝒚: 

𝐹(𝑥, 𝑦; 𝝀) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) 

    = (1 − 𝑒−(𝜆2+𝜆3)𝑦2
) −

(𝜆2 + 𝜆3)

(𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3)
(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑦2

) 

             +
𝜆2

𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3
(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑦2

) − 𝑒−(𝜆1+𝜆3)𝑥2
(1 − 𝑒−𝜆2𝑦2

) 

                    +
𝜆3

𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3
(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑦2

). 

  (3) 

Kasus (2) untuk 𝒙 < 𝒚: 

𝐹 (𝑥, 𝑦; 𝝀) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) 

                    =
𝜆1

𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3
(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑥2

) − 𝑒−(𝜆2+𝜆3)𝑦2
(1 − 𝑒−𝜆1𝑥2

) 

                    + (1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆3)𝑥2
) −

(𝜆1+𝜆3)

(𝜆1+𝜆2+𝜆3)
(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑥2

)  

    (4) 
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                     +
𝜆3

𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3
(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑥2

). 

 

Kasus (3) untuk 𝒙 = 𝒚: 

𝐹 (𝑥, 𝑦; 𝜆) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) 

= (1 − 𝑒−(𝜆2+𝜆3)𝑦2
) −

(𝜆2 + 𝜆3)

(𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3)
(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑦2

) 

   +(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆3)𝑥2
) −

(𝜆1 + 𝜆3)

(𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3)
(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑥2

) 

                         +
𝜆3

(𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3)
(1 − 𝑒−(𝜆1+𝜆2+𝜆3)𝑥2

). 

(5) 

3   UJI KECOCOKAN DISTRIBUSI KOLMOGOROV-SMIRNOV BIVARIAT 

Misalkan 𝒙1, … , 𝒙𝑛 merupakan peubah-peubah acak saling bebas dan berdistribusi identik 

dengan fungsi distribusi kumulatif 𝐹. Diberikan pengujian hipotesis 𝐻0 ∶ 𝐹 =  𝐹0 melawan 𝐻1 ∶
𝐹 ≠ 𝐹0, dimana 𝐹0 adalah fungsi distribusi tertentu. Dalam kasus univariat 𝐻0 dapat diuji 

dengan menggunakan statistik Kolmogorov-Smirnov sebagai berikut: 

𝐷𝑛 = sup
𝑥 ∈𝑅

|𝐹𝑛 (𝑥) − 𝐹(𝑥)| …(6) 

dimana 𝐹𝑛 adalah fungsi distribusi empirik dari sampel. Berdasarkan [4] persamaan di atas 

dapat ditulis ulang sebagai berikut: 

𝐷𝑛 = sup
0 ≤𝑢 ≤1

|𝐺𝑛(𝑢) − 𝑢| …(7) 

dimana 𝐺𝑛(𝑢) adalah fungsi distribusi empirik dari sampel yang ditransformasi ke uniform 

(0,1), 𝑢𝑖 = 𝐹𝑜(𝑥𝑖), untuk 𝑖 = 1, … . , 𝑛.  

Sifat bebas distribusi dari statistik Kolmogorov-Smirnov diturunkan dari hasil bahwa 

peubah acak kontinu 𝑋 dengan fungsi distribusi kumulatif 𝐹 dapat ditransformasi ke peubah 

acak uniform 𝑌 melalui transformasi 𝑌 = 𝐹(𝑋). Hasil yang sama juga bisa didapat untuk 

peubah acak multivariat kontinu 𝑿, sebagaimana ditunjukkan dalam teorema berikut.  

Teorema 1. Misalkan 𝑿 = (𝑋1, … . , 𝑋𝑝) adalah satu vektor acak dengan fungsi densitas 

gabungan 𝑓 (𝑥1, … , 𝑥𝑝) = 𝑓1(𝑥1)𝑓2(𝑥2|𝑥1) . … … 𝑓𝑝(𝑥𝑝|𝑥1, … , 𝑥𝑝−1), dan definisikan 

transformasi 𝒀 = 𝑇(𝑿), melalui 𝑌1 =  𝐹1(𝑋1); 𝑌𝑖 =  𝐹𝑖(𝑋𝑖| 𝑋1, … , 𝑋𝑖−1), untuk 𝑖 = 2, … . , 𝑝. 

Dengan demikian 𝑌1, … , 𝑌𝑝 adalah sampel acak yang saling bebas dan berdistribusi identik 

uniform (0,1).  

Dalam bagian ini akan dibahas suatu prosedur untuk menghitung statistik uji Kolmogorov-

Smirnov untuk kasus bivariat. Asumsikan bahwa 𝒖1 = (𝑠1, 𝑡1), … , 𝒖𝑛 = (𝑠𝑛, 𝑡𝑛) adalah suatu 

sampel acak dari dua distribusi uniform (0.1) yang saling bebas. Dalam konteks ini, pasangan 

(𝑠𝑗 , 𝑡𝑖) disebut suatu titik persimpangan (intersection point) jika 𝑠𝑖 < 𝑠𝑗 = 𝑠𝑗 = 𝑠𝑖
∗ dan 𝑡𝑖 >

 𝑡𝑗 = 𝑡𝑖 = 𝑡𝑖
∗. Untuk 𝒖 = (𝑠, 𝑡), kita definisikan jarak superior 𝐷𝑛

+ (𝒖) = (𝐺𝑛(𝒖) − (𝐺(𝒖)) 

dan jarak inferior 𝐷𝑛
− (𝒖) = (𝐺(𝒖) − (𝐺𝑛(𝒖)), dimana 𝐺 adalah fungsi distribusi dari dua 

peubah acak saling bebas berdistribusi uniform (0,1) dan 𝐺𝑛 adalah fungsi distribusi empirik.  
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Statistik Kolmogorv-Smirnov dapat dinyatakan sebagai 𝐷𝑛 = max {𝐷𝑛
+, 𝐷𝑛

−} [4]. Prosedur di 

bawah ini dapat digunakan untuk menghitung statistik uji Kolmogorov-Smirnov untuk kasus 

bivariat [4]: 

1. Hitung jarak maksimum pada titik-titik pengamatan,  

𝐷𝑛
1 = max

𝑖=1,…,𝑛
𝐷𝑛

+(𝒖𝑖).  (8) 

2. Hitung jarak maksimum dan jarak minimum pada titik persimpangan (intersection 

point) 

𝐷𝑛
2 = max

𝑖,𝑗=1,…,𝑛
{𝐷𝑛

+(𝑠𝑗, 𝑡𝑖)|𝑠𝑗 > 𝑠𝑖, 𝑡𝑗 < 𝑡𝑖} (9) 

           dan  

𝐷𝑛
3 =

2

𝑛
− min

𝑖,𝑗=1,…,𝑛
{𝐷𝑛

+(𝑠𝑗, 𝑡𝑖)|𝑠𝑗 > 𝑠𝑖, 𝑡𝑗 < 𝑡𝑖}. (10) 

3. Hitung jarak maksimum diantara proyeksi titik-titik pengamatan pada batas persegi 

kanan,  

𝐷𝑛
4 =

1

𝑛
− min

𝑖=1,…,𝑛
𝐷𝑛

+(1, 𝑡𝑖). 
 (11) 

4. Hitung jarak maksimum diantara proyeksi titik-titik pengamatan pada batas persegi atas,  

𝐷𝑛
5 =

1

𝑛
− min

𝑖=1,…,𝑛
𝐷𝑛

+(𝑠𝑖, 1). 
 (12) 

5. Hitung nilai maksimum,  

𝐷𝑛 = max{𝐷𝑛
1 , 𝐷𝑛

2, 𝐷𝑛
3, 𝐷𝑛

4, 𝐷𝑛
5}. (13) 

Nilai 𝐷𝑛 pada langkah 5 adalah nilai statistik uji Kolmogorv-Smirnov untuk kasus bivariat. 

Nilai kritis untuk uji Kolmogorv-Smirnov bivariat dapat dilihat dalam journal [4]. 

  

4   HASIL DAN PEMBAHASAN 

Data yang digunakan adalah data sekunder hasil pencatatan yang diperoleh dari website 

transfermarkt.co.id. Asumsi yang diperlukan adalah data harus kontinyu, 2 variabel acak saling 

bebas, variabel acak tidak boleh bernilai negatif , tidak ada missing data, tidak ada data tersensor 

dalam data dan memenuhi distribusi Rayleigh bivariat. Data yang akan dianalisis adalah data 

hasil pertandingan Liga 1 tim Persib Bandung saat kandang dan tandang pada tahun 2018 dan 

2019. Pada tahun 2018 dan 2019 Liga 1 diikuti oleh jumlah tim yang sama, yaitu 18 tim. 

Sehingga Tim Persib Bandung bermain sebanyak 34 pertandingan (17 pertandingan kandang 

dan 17 pertandingan tandang) pada tahun 2018 dan tahun 2019. Variabel yang menjadi 

perhatian adalah, 𝑌, yaitu waktu mencetak gol pertama (dalam menit) oleh pemain Tim Persib 

Bandung, Ezechiel N’Douassel. Variabel lainnya adalah, 𝑋, yaitu waktu mencetak gol kedua 

(dalam menit) oleh pemain dari tim manapun. Tabel 1 menyajikan kasus data lengkapnya (data 

tanpa data hilang dan data tersensor).  
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Tabel 1. Kasus Data Lengkap Hasil Pertandingan Liga 1 Tahun 2018-2019 

No 

𝑥 

(Menit) 

𝑦 

(Menit) No 

𝑥 

(Menit) 

𝑦 

(Menit) 

1 90 32 16 90 90 

2 61 90 17 38 22 

3 68 9 18 90 90 

4 65 28 19 17 5 

5 54 39 20 69 90 

6 90 40 21 56 56 

7 90 90 22 89 79 

8 63 90 23 58 58 

9 45 29 24 44 49 

10 90 90 25 45 39 

11 20 43 26 59 59 

12 48 28 27 61 61 

13 20 20 28 53 10 

14 90 90 29 54 48 

15 2 90 30 8 8 

 

Taksiran parameter distribusi Rayleigh bivariat dihitung dengan menggunakan metode 

iterasi Newton Raphson. Nilai awal untuk 𝜆1 sebesar 0,00047399 diperoleh dari taksiran 

parameter Rayleigh univariat dari peubah 𝑋 dengan bantuan perangkat lunak yaitu aplikasi 

Easyfit 5.0. Nilai awal untuk 𝜆2 sebesar 0,00057209 diperoleh dari taksiran parameter Rayleigh 

univariat dari peubah 𝑌 dengan bantuan perangkat lunak yaitu aplikasi Easyfit 5.0. Nilai awal 

untuk 𝜆3 sebesar 0,00052304 diperoleh dari rata-rata nilai awal  𝜆1 dan  𝜆2. Dengan bantuan 

perangkat lunak yaitu Matlab 2017, diperoleh hasil taksiran parameter �̂�1 = 0,00008967, �̂�2 = 

0,00014611, dan �̂�3 = 0,00015916. Hipotesis nol dalam uji Kolmogorov-Smirnov bivariat nya 

adalah bahwa data bivariat waktu mencetak gol pertama (dalam menit) oleh pemain tim Persib 

Bandung, Ezechiel N’Douassel, dan data waktu mencetak gol kedua (dalam menit) oleh pemain 

dari tim manapun di pertandingan Liga 1 tim Persib Bandung pada tahun 2018 dan 2019 berasal 

dari populasi yang berdistribusi Rayleigh bivariat. Hasil perhitungan menunjukkan bahwa nilai 

statistik ujinya adalah 0,1860. Dengan menggunakan taraf nyata, 𝛼 = 0,05 dan ukuran sampel, 

𝑛 = 30, nilai kritis uji Kolmogorov-Smirnov bivariatnya adalah 0,2513. Terlihat bahwa nilai 

statistik uji Kolmogorov-Smirnov di atas lebih kecil dari nilai kritisnya. Dengan demikian 

hipotesis nol diterima.  

 

5    KESIMPULAN  

Berdasarkan hasil perhitungan uji Kolmogorov-Smirnov bivariat dapat disimpulkan bahwa 

data bivariat waktu mencetak gol pertama (dalam menit) oleh pemain tim Persib Bandung, 

Ezechiel N’Douassel, dan data waktu mencetak gol kedua (dalam menit) oleh pemain dari tim 

manapun di pertandingan Liga 1 tim Persib Bandung pada tahun 2018 dan 2019 hasilnya cocok 

dan berasal dari populasi yang berdistribusi Rayleigh bivariat. 
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